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1 Základńı formalismy: Důkaz a Algoritmus1 Základńı formalismy: Důkaz a Algoritmus

Studium informatiky neznamená jen
”
naučit se nějaký programovaćı jazyk“, nýbrž

zahrnuje celý soubor daľśıch relevantńıch p̌redmět̊u, mezi nimiž najdeme i matematicko–
teoretické (formálńı) základy moderńı informatiky.

Právě odborný nadhled nad celou informatikou včetně nezbytné formálńı teorie odlǐśı
řadového

”
programátora“, kterých jsou dnes spousty i bez VŠ vzděláńı, od skutečného

a mnohem lépe placeného IT experta. 2

Stručný p̌rehled lekce

* Pochopeńı formálńıho zápisu a významu matematických tvrzeńı (vět)
a jejich důkaz̊u.

* Rozbor logické struktury matematických vět, poťrebné úrovně for-
mality a diskuze konstruktivnosti důkaz̊u.

* Správný formálńı zápis postupu – algoritmu, ve světle matematických
formalismů.
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1.1 Úvod do matematického dokazováńı1.1 Úvod do matematického dokazováńı

Matematika (a tud́ıž i teoretická informatika jako jej́ı součást) se vyznačuje
velmi př́ısnými formálńımi požadavky na korektnost argumentace. 2

• Uvažme matematickou větu (neboli tvrzeńı) tvaru

”
Jestliže plat́ı předpoklady, pak plat́ı závěr“. 2

• Důkaz této věty je konečná posloupnost tvrzeńı, kde

∗ každé tvrzeńı je bud’

– předpoklad, nebo
– obecně přijatá

”
pravda“ – axiom, nebo

– plyne z předchoźıch a dř́ıve dokázaných tvrzeńı podle nějakého
”
ak-

ceptovaného“ logického principu – odvozovaćıho pravidla;

∗ posledńı tvrzeńı je závěr. 2

O poťrebné úrovni formality matematických důkaz̊u a o běžných důkazových technikách
se dozv́ıme dále v této a p̌ŕı̌st́ı lekci. . .
Nyńı si prostě celou problematiku uvedeme názornými p̌ŕıklady.
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Př́ıklad 1.2. Uvažujme následuj́ıćı matematické tvrzeńı (které jistě už znáte).

Věta. Jestliže x je součtem dvou lichých č́ısel, pak x je sudé.
Poznámka pro p̌ripomenut́ı:

– Sudé č́ıslo je celé č́ıslo dělitelné 2, tj. tvaru 2k.

– Liché č́ıslo je celé č́ıslo nedělitelné 2, tj. tvaru 2k + 1. 2

Důkaz postupuje v následuj́ıćıch formálńıch kroćıch:

tvrzeńı zdůvodněńı

1) a = 2k + 1, k celé předpoklad

2) b = 2l + 1, l celé předpoklad2

3) x = a+ b = 2k + 2l + 1 + 1 1,2) a komutativita sč́ıtáńı (axiom)2

4) x = 2(k + l) + 2 · 1 3) a distributivnost násobeńı2

5) x = 2(k + l + 1) 4) a opět distributivnost násobeńı2

6) x = 2m, m celé 5) a m = k + l + 1 je celé č́ıslo (axiom)
2



Petr Hliněný, FI MU Brno 4 FI: IB000: Základńı formalismy

Př́ıklad 1.3. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta. Jestliže x a y jsou racionálńı č́ısla pro která plat́ı x < y, pak existuje
racionálńı č́ıslo z pro které plat́ı x < z < y. 2

Důkaz po kroćıch (s již trochu méně formálńım zápisem) zńı:

• Necht’ z = x+y
2 = x+ y−x

2 = y − y−x
2 .

• Č́ıslo z je racionálńı, nebot’ x a y jsou racionálńı.

• Plat́ı z > x, nebot’ y−x
2 > 0.

• Dále plat́ı z < y, opět nebot’ y−x
2 > 0.

• Celkem x < z < y. 2

2

Poznámka . Alternativńı formulace Věty z Př́ıkladu 1.3 mohou zńıt:

– Pro každé x, y ∈ Q, kde x < y, existuje z ∈ Q takové, že x < z < y.

– Množina racionálńıch č́ısel je hustá.
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1.2 Význam matematických vět1.2 Význam matematických vět

• Prvńı krok formálńıho důkazu je uvědomit si, co ř́ıká věta, která se má
dokázat; tedy co je předpoklad a co závěr dokazovaného tvrzeńı.
Pravdivost takového tvrzeńı pak je ťreba chápat v následuj́ıćım významu:

Pro každou situaci, ve které jsou splněny všechny předpoklady,

je platný i závěr tvrzeńı.2

• Př́ıklady běžné formulace matematických vět:

∗ Konečná množina má konečně mnoho podmnožin.2

∗ sin2(α) + cos2(α) = 1.2

∗ Graf je rovinný jestliže neobsahuje podrozděleńı K5 nebo K3,3.2

• Často pomůže pouhé rozepsáńı definic pojmů, které se v dané větě vyskytuj́ı.2

• Všimněte si také, jaký je správný logický význam matematického tvrzeńı
vysloveného touto formou implikace (

”
jestliže . . . , pak . . .“).

Předevš́ım, pokud předpoklady nejsou splněny nebo jsou sporné, tak celé
tvrzeńı je platné bez ohledu na pravdivost závěru!
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Př́ıklad 1.4. Je pravdivé následuj́ıćı matematické tvrzeńı?

Věta. Mějme dvě kuličky, červenou a modrou. Jestliže červená kulička je
těžš́ı než modrá a zároveň je modrá kulička těžš́ı než ta červená, tak jsou
obě kuličky ve skutečnosti zelené. 2

”
To přece nemůže být pravda, jak může být jedna kulička těžš́ı než druhá a

naopak zároveň? Jak mohou být nakonec obě zelené? To je nějaká blbost. . .“
2

Ano, výše uvedené jsou typické laické reakce na uvedenou větu. Přesto však
tato věta pravdivá je!
Stač́ı se vrátit o kousek výše ke kritériu – Pro každou situaci, ve které jsou
splněny všechny předpoklady, je platný i závěr tvrzeńı – které je zjevně naplněno.
Nenaleznete totiž situaci, ve které by byly splněny oba předpoklady zároveň, a
tud́ıž ve všech takových neexistuj́ıćıch situaćıch si můžete ř́ıkat cokoliv, ťreba
že kuličky jsou zelené. 2
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1.3 Struktura matematických vět a d̊ukaz̊u1.3 Struktura matematických vět a d̊ukaz̊u

Jak
”
moc formálńı“ maj́ı správné matematické důkazy vlastně být?

• Zálež́ı na tom, komu je důkaz určen —
”
konzument“ muśı být schopen

”
snadno“ ově̌rit korektnost každého tvrzeńı v důkazu a plně pochopit, z
čeho vyplývá.

• Je tedy hlavně na vás zvolit tu správnou úroveň formálnosti zápisu vět i
důkaz̊u podle situace. 2

A jak na správný matematický důkaz mohu přij́ıt?

• No. . . , 2nalézáńı matematických důkaz̊u je tv̊urč́ı činnost, která neńı v̊ubec
snadná a vyžaduje od vás př́ımo

”
umělecké“ vlohy. Přesto se j́ı alespoň

trochu muśıte naučit.
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Konstruktivńı a existenčńı d̊ukazy

Z hlediska praktické využitelnosti je poťreba rozlǐsit tyto dvě kategorie důkaz̊u
(ťrebaže z formálně–matematického pohledu mezi nimi kvalitativńı rozd́ıl neńı).

• Důkaz Věty 1.3 je konstruktivńı. Dokázali jsme nejen, že č́ıslo z existuje,
ale podali jsme také návod, jak ho pro dané x a y sestrojit.

• Existenčńı důkaz je takový, kde se prokáže existence nějakého objektu bez
toho, aby byl podán návod na jeho konstrukci. 2

Př́ıklad 1.5. čistě existenčńıho d̊ukazu.

Věta. Existuje program, který vyṕı̌se na obrazovku č́ısla tažená ve 45. tahu
sportky v roce 2010.2

Důkaz: Existuje pouze konečně mnoho možných výsledk̊u losováńı 45. tahu
sportky v roce 2010. Pro každý možný výsledek existuje program, který tento
daný výsledek vyṕı̌se na obrazovku. Mezi těmito programy je tedy jistě ten,
který vyṕı̌se právě ten výsledek, který bude ve 45. tahu sportky v roce 2010
skutečně vylosován. 2 2

To je ale
”
podvod“, že? 2A p̌rece neńı. . .

Formálně správně to je prostě tak a tečka.
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Fakt. Pro informatické i daľśı aplikované discipĺıny je důležitá konstruktivnost
důkaz̊u vět, které se zde objevuj́ı. 2

V matematice ale jsou mnohé př́ıklady užitečných a nenahraditelných exis-
tenčńıch důkaz̊u, ťreba tzv. pravděpodobnostńı d̊ukazy.

Př́ıklad 1.6.
”
pravděpodobnostńıho“ existenčńıho d̊ukazu.

Věta. Na dané množině bod̊u je zvoleno libovolně n2 podmnožin, každá
o n prvćıch. Dokažte pro dostatečně velká n, že všechny body lze obarvit
dvěma barvami tak, aby žádná množina nebyla jednobarevná. 2

Důkaz: U každého bodu si
”
hod́ıme minćı“ a podle výsledku zvoĺıme barvu červeně

nebo moďre. (Nezávislé volby s pravděpodobnost́ı 1
2 .) Pravděpodobnost, že zvolených

n bodů vyjde jednobarevných, je jen 2
2n = 21−n.

Pro n2 podmnožin tak je pravděpodobnost, že některá z nich vyjde jednobarevná, shora
ohraničená součtem

21−n + · · ·+ 21−n

︸ ︷︷ ︸
n2

=
n2

2n−1
→ 0 .

Jelikož je toto č́ıslo (pravděpodobnost) pro n ≥ 7 menš́ı než 1, bude existovat obarveńı
bez jednobarevných zvolených podmnožin. 2
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1.4 Formálńı popis algoritmu1.4 Formálńı popis algoritmu

Položme si otázku, co je vlastně algoritmus?

Poznámka : Za definici algoritmu je obecně p̌rij́ımána tzv. Church–Turingova teze
tvrd́ıćı, že všechny algoritmy lze

”
simulovat“ na Turingově stroji. Jedná se sice o

p̌resnou, ale značně nepraktickou definici.

Mimo Turingova stroje existuj́ı i jiné matematické modely výpočt̊u, jako ťreba stroj
RAM, který je abstrakćı skutečného strojového kódu. 2

Konvence 1.7. Zjednodušeně zde algoritmem rozuḿıme konečnou posloup-
nost elementárńıch výpočetńıch krok̊u, ve které každý daľśı krok vhodně využ́ıvá
(neboli záviśı na) vstupńı údaje či hodnoty vypočtené v předchoźıch kroćıch.
Tuto závislost přitom poj́ımáme zcela obecně nejen na operandy, ale i na
vykonávané instrukce v kroćıch.

Pro zápis algoritmu a jeho zpřehledněńı a zkráceńı využ́ıváme ř́ıd́ıćı konstrukce
– podḿıněná větveńı a cykly. 2

Vid́ıte, jak bĺızké si jsou konstruktivńı matematické důkazy a algoritmy v našem pojet́ı?
Jedná se nakonec o jeden ze záměr̊u našeho p̌ŕıstupu. . .
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Př́ıklad 1.8. Zápis algoritmu pro výpočet pr̊uměru z daného pole a[] s n prvky.

• Inicializujeme sum← 0 ;

• postupně pro i=0,1,2,...,n-1 provedeme
∗ sum← sum+a[i] ;

• vyṕı̌seme pod́ıl (sum/n) . 2
2

Ve
”
vyšš́ı úrovni“ formálnosti (s jasněǰśım vyznačeńım ř́ıd́ıćıch struktur algo-

ritmu) se totéž dá zapsat jako:

Algoritmus 1.9. Pr̊uměr
z daného pole a[] s n prvky.

sum← 0;

foreach i← 0,1,2,...,n-1 do

sum← sum+a[i];

done

res← sum/n;

output res;
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Značeńı. Pro poťreby symbolického formálńıho zápisu algoritmů v předmětu
FI: IB000 si zavedeme následovnou konvenci:

• Proměnné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odlǐśıme závorkami p[].

• Přǐrazeńı hodnoty zapisujeme a← b, př́ıpadně a := b, ale nikdy ne a=b.

• Jako elem. operace je možné použ́ıt jakékoliv aritmetické výrazy v běžném
matematickém zápise. Rozsahem a přesnost́ı č́ısel se zde nezabýváme. 2

• Podḿıněné větveńı uvedeme kĺıčovými slovy if ... then ... else

... fi , kde else větev lze vynechat (a někdy, na jednom řádku, i fi).

• Pevný cyklus uvedeme kĺıčovými slovy foreach ... do ... done ,
kde část za foreach muśı obsahovat předem danou množinu hodnot pro
přǐrazováńı do ř́ıd́ıćı proměnné.

• Podḿıněný cyklus uvedeme kĺıčovými slovy while ... do ... done .
Zde se může za while vyskytovat jakákoliv logická podḿınka. 2

• V zápise použ́ıváme jasné odsazováńı (zleva) podle úrovně zanǒreńı
ř́ıd́ıćıch struktur (což jsou if, foreach, while).

• Pokud je to dostatečně jasné, elementárńı operace nebo podḿınky
můžeme i ve formálńım zápise popsat běžným jazykem.
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Malé srovnáńı závěrem

Jak to tedy je s vhodnou a únosnou ḿırou formalizace u matematických důkaz̊u
i u zápisu algoritmů? 2

zcela formálńı běžná úroveň

matematika formálńı rozepsáńı všech
elem. krok̊u (Př́ıklad 1.2)

strukturovaný a matem.
přesný text v běžném jazyce

algoritmy rozepsáńı všech elem. krok̊u
ve výpočetńım modelu

strukturovaný rozpis krok̊u
(Algoritmus 1.9), i s
využit́ım běžného jazyka

programovánı́ assembler / strojový kód
(kde se s ńım dnes běžně
setkáte?)

”
vyšš́ı“ (strukturované)
programovaćı jazyky,
např́ıklad Java

2

Pochopitelně se ve všech ťrech bodech obvykle drž́ıme druhého p̌ŕıstupu, tedy běžné
úrovně formality, pokud si specifické podḿınky výslovně nevyžaduj́ı p̌ŕıstup nejvyš̌śı
formality. . .
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10 Důkazové postupy pro algoritmy10 Důkazové postupy pro algoritmy

Nyńı si ukážeme, jak formálńı deklarativńı jazyk z Lekce 9 využ́ıt k formálně p̌resným
induktivńım důkaz̊um vybraných algoritmů. Dá se ř́ıci, že tato lekce je

”
vrcholem“ v

naš́ı snaze o matematické dokazováńı algoritmů v informatice.

2

Stručný p̌rehled lekce

* Důkaz indukćı s
”
fixaćı parametr̊u“.

* Důkaz indukćı vzhledem k součtu parametr̊u.

* Důkaz indukćı se
”
ześıleńım tvrzeńı“.
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10.1 Technika
”
fixace parametru“10.1 Technika

”
fixace parametru“

Př́ıklad 10.1. Uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı pouze rovnici

g(x, y) = if x then y + g(x− 1, y) else 0 fi .2

Věta. Pro každé m,n ∈ N plat́ı g(m,n) 7→∗ z, kde z ≡ m · n.2
Důkaz: Budiž n ∈ N libovolné ale pro daľśı úvahy pevné. Dokážeme, že pro každé
m ∈ N plat́ı g(m,n) 7→∗ z, kde z ≡ m · n, indukćı vzhledem k m.2

• Báze m = 0. Plat́ı g(0,n) 7→ if 0 then n+ g(0− 1,n) else 0 fi 7→ 0.2

• Indukčńı krok. Necht’ m+ 1 ≡ k. Pak

g(k,n) 7→ if k then n+ g(k− 1,n) else 0 fi 7→ n+g(k−1,n) 7→ n+g(w,n) ,

kde je w ≡ m. Podle I.P. plat́ı g(w,n) 7→∗ u pro u ≡ m · n. Dále
n+ g(w,n) 7→∗ n+u 7→ v, kde v ≡ n+ (m · n) = (m+1) · n = k · n, a t́ım
jsme dohromady hotovi s důkazem g(k,n) 7→∗ v.

2
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10.2 Technika
”
indukce k součtu parametr̊u“10.2 Technika

”
indukce k součtu parametr̊u“

Př́ıklad 10.2. Uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı pouze rovnici

g(x, y) = if x then (if y then g(x− 1, y) + g(x, y − 1) else 0 fi) else 0 fi .

Věta. Pro každé m,n ∈ N plat́ı g(m,n) 7→∗ 0.2

Tvrzeńı této věty p̌ŕımo nelze dokázat indukćı vzhledem k m, ani indukćı vzhledem
k n, nebot’ u žádného z m,n nemáme zaručeno, že se vždy zmenš́ı. 2Důkaz lze ovšem
postavit na faktu, že se vždy zmenš́ı alespoň jeden z m,n, neboli se vždy zmenš́ı součet
m a n. To znamená, že výše uvedené tvrzeńı nejprve p̌reformulujeme do následuj́ıćı
(matematicky ekvivalentńı) podoby:

Věta. Pro každé i ∈ N plat́ı, že jestliže i = m + n pro kterákoliv m,n ∈ N,
pak g(m,n) 7→∗ 0. 2

Důkaz indukćı vzhledem k i: Báze i = 0 znamená, že 0 = m+n pro m,n ∈ N, neboli
m = n = 0. Dokazujeme tedy, že g(0,0) 7→∗ 0. Plat́ı

g(0,0) 7→ if 0 then (if 0 then g(0− 1,0) + g(0,0− 1) else 0 fi) else 0 fi 7→ 0 .
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Indukčńı krok. Necht’ i+1 = m+n, kde m,n ∈ N. Nyńı rozlǐśıme ťri možnosti (z nichž
prvńı dvě jsou svým způsobem jen rozš́ı̌reńımi p̌redchoźı báze indukce):

• Pro m = 0 plat́ı

g(0,n) 7→ if 0 then (if n then g(0− 1,n) + g(0,n− 1) else 0 fi) else 0 fi 7→ 0 .2

• Pro m > 0, n = 0 plat́ı

g(m,0) 7→ if m then (if 0 then g(m− 1,0) + g(m,0− 1) else 0 fi) else 0 fi 7→
7→ if 0 then g(m− 1,0) + g(m,0− 1) else 0 fi 7→ 0 .2

• Pro m > 0, n > 0 plat́ı

g(m,n) 7→ if m then (if n then g(m− 1,n) + g(m,n− 1) else 0 fi) else 0 fi 7→
7→ if n then g(m− 1,n) + g(m,n− 1) else 0 fi 7→ g(m−1,n)+g(m,n−1) .2

Podle I.P. plat́ı g(m− 1,n) 7→∗ 0 a současně g(m,n− 1) 7→∗ 0, proto

g(m− 1,n) + g(m,n− 1) 7→∗ 0+ g(m,n− 1) 7→∗ 0+ 0 7→ 0 .

T́ım jsme s důkazem matematickou indukćı hotovi. 2
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Zaj́ımavěǰśı verze

Př́ıklad 10.3. Uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı pouze rovnici

g(x, y) = if x then (if y then g(x− 1, y) + g(x, y − 1) else 1 fi) else 1 fi .2

Věta. Pro každé m,n ∈ N plat́ı g(m,n) 7→∗ k, kde k =
(
m+n
m

)
(kombinačńı

č́ıslo).

Toto tvrzeńı opět budeme dokazovat indukćı vzhledem k i = m+ n.2

Vzpoměňte si nejprve na známý Pascal̊uv trojúhelńık kombinačńıch č́ısel, který je defi-
novaný rekurentńım vztahem

(
a+ 1

b+ 1

)
=

(
a

b+ 1

)
+

(
a

b

)
.

Nep̌ripoḿıná to trochu naši deklaraci? Je však ťreba správně
”
nastavit“ význam

parametr̊u a, b. 2

Důkaz indukćı vzhledem k i: Báze i = 0 znamená, že 0 = m+n pro m,n ∈ N, neboli
m = n = 0. Dokazujeme tedy, že g(0,0) 7→∗ 1. Plat́ı

g(0,0) 7→ if 0 then (if 0 then g(0− 1,0) + g(0,0− 1) else 1 fi) else 1 fi 7→ 1 .
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Indukčńı krok. Necht’ i+1 = m+n, kde m,n ∈ N. Opět rozlǐśıme stejné ťri možnosti:

• Pro m = 0 plat́ı
(
n
0

)
= 1 a

g(0,n) 7→ if 0 then (if n then g(0− 1,n) + g(0,n− 1) else 1 fi) else 1 fi 7→ 1 .2

• Pro m > 0, n = 0 plat́ı
(
m
m

)
= 1 a

g(m,0) 7→ if m then (if 0 then g(m− 1,0) + g(m,0− 1) else 1 fi) else 1 fi 7→
7→ if 0 then g(m− 1,0) + g(m,0− 1) else 1 fi 7→ 1 .2

• Pro m > 0, n > 0 plat́ı

g(m,n) 7→ if m then (if n then g(m− 1,n) + g(m,n− 1) else 1 fi) else 1 fi 7→
7→ if n then g(m− 1,n) + g(m,n− 1) else 1 fi 7→ g(m−1,n)+g(m,n−1) .2

Podle I.P. plat́ı g(m − 1,n) 7→∗ k1, kde k1 ≡
(
m−1+n
m−1

)
, a současně

g(m,n− 1) 7→∗ k2, kde k2 ≡
(
m+n−1

m

)
. 2Přitom z Pascalova trojúhelńıka plyne

(
m+ n− 1

m− 1

)
+

(
m+ n− 1

m

)
=

(
(m+ n− 1) + 1

m

)
=

(
m+ n

m

)
,

a proto

g(m− 1,n) + g(m,n− 1) 7→∗ k1 + k2 7→∗ k ≡
(
m+ n

m

)
.

2
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10.3 Technika
”
ześıleńı dokazovaného tvrzeńı“10.3 Technika

”
ześıleńı dokazovaného tvrzeńı“

Př́ıklad 10.4. Uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı tyto rovnice:

f(x) = if x then h(x) else 1 fi
h(x) = if x then f(x− 1) + h(x− 1) else 1 fi

Věta. Pro každé n ∈ N plat́ı f(n) 7→∗ m, kde m = 2n.

Požadované tvrzeńı bohužel nelze p̌ŕımo dokázat indukćı podle n. 2Řešeńım je
p̌reformulováńı dokazovaného tvrzeńı do silněǰśı podoby, kterou již indukćı dokázat
lze:

Věta. Pro každé n ∈ N plat́ı f(n) 7→∗ m a h(n) 7→∗ m, kde m = 2n. 2

Důkaz, již poměrně snadno indukćı vzhledem k n:

• Báze n = 0. Plat́ı

f(0) 7→ if 0 then h(0) else 1 fi 7→ 1, kde 20 = 1,
h(0) 7→ if 0 then f(0− 1) + h(0− 1) else 1 fi 7→ 1.
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• Indukčńı krok: Necht’ n+ 1 ≡ k, pak plat́ı

f(k) 7→ if k then h(k) else 1 fi 7→ h(k) 7→
7→ if k then f(k− 1) + h(k− 1) else 1 fi 7→ f(k−1)+h(k−1) 7→ f(w)+h(k−1) ,

kde w ≡ k − 1 = n. Podle I.P. plat́ı f(w) 7→∗ m, kde m = 2n. 2Zároveň také
(naše

”
ześıleńı“) plat́ı i h(w) 7→∗ m, a proto

f(w) + h(k− 1) 7→∗ m+ h(k− 1) 7→∗ m+ h(w) 7→∗ m+m 7→ q ,

kde q = m + m = 2m = 2 · 2n = 2n+1 = 2k. Proto tranzitivně f(k) 7→ q a
prvńı část našeho tvrzeńı plat́ı i pro n+ 1 ≡ k. 2

Podobně je ťreba ještě dokončit druhou část tvrzeńı.

h(k) 7→ if k then f(k− 1) + h(k− 1) else 1 fi 7→
f(k− 1) + h(k− 1) 7→∗ f(w) + h(k− 1) ,

kde w ≡ k − 1 = n. Podle I.P. plat́ı f(w) 7→∗ m, kde m = 2n, a také
h(w) 7→∗ m, tud́ıž opět

f(w) + h(k− 1) 7→∗ m+ h(k− 1) 7→∗ m+ h(w) 7→∗ m+m 7→ q ,

kde q = m+m = 2 · 2n = 2n+1 = 2k. Proto h(k) 7→ q a i druhá část našeho
tvrzeńı plat́ı pro n+ 1 ≡ k.

2
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10.4 Dva dob̌re známé školńı algoritmy10.4 Dva dob̌re známé školńı algoritmy

Č́ıslice dekadického zápisu

Př́ıklad 10.5. Mějme p̌rirozené č́ıslo x. Jednotlivé č́ıslice i-tého řádu jeho dekadického
zápisu źıskáme deklaraćı

c(x, i) = if i then c(x÷ 10, i− 1) else x− 10 ∗ (x÷ 10) fi . 2

Dokažte:

Věta. Pro každá m, i ∈ N plat́ı c(m, i) 7→∗ s, kde s je č́ıslice řádu i (poč́ıtáno od
nultého zprava) v dekadickém zápise č́ısla m, nebo s ≡ 0 v p̌ŕıpadě, že dekadický
zápis č́ısla m má méně než i+ 1 č́ıslic.
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Věta. Pro každá m, i ∈ N plat́ı c(m, i) 7→∗ s, kde s je č́ıslice řádu i (poč́ıtáno od
nultého zprava) v dekadickém zápise č́ısla m, nebo s ≡ 0 v p̌ŕıpadě, že dekadický
zápis č́ısla m má méně než i+ 1 č́ıslic.

2

Důkaz: Použijeme techniku fixace parametru m p̌ri indukci podle i.

• Báze i = 0. Plat́ı

c(m,0) 7→∗ m− 10 ∗ (m÷ 10) 7→∗ t, kde t = m mod 10 .

V tomto výsledku mod znamená známou funkci modulo definovanou vztahem
x = ⌊x/y⌋ · y + (x mod y). Tud́ıž t je posledńı č́ıslićı dekadického zápisu m.

• Indukčńı krok: Necht’ i+ 1 ≡ j, pak plat́ı

c(m, j) 7→ if j then c(m ÷ 10, j− 1) else m− 10 ∗ (m ÷ 10) fi 7→
7→ c(m÷ 10, j− 1) 7→∗ c(p,w),

kde p ≡ ⌊m/10⌋ a w ≡ j − 1 = i. 2Podle I.P. plat́ı c(p,w) 7→∗ t a t je č́ıslice i-
tého řádu dekadického zápisu č́ısla p. Jelikož m = 10p + (m mod 10) a násobeńı
deseti v dekadické soustavě znamená posun č́ıslic v zápise

”
o jedno doleva“, je t

zároveň č́ıslice i + 1 = j-tého řádu dekadického zápisu č́ısla m. To je p̌resně co
bylo ťreba dokázat.

2
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Euklid̊uv algoritmus

Věta 10.6. Uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı pouze rovnici

g(x, y) = if x− y then g(x− y, y) else (if y − x then g(x, y − x) else x fi) fi .

Pak pro každé nenulové m,n ∈ N plat́ı g(m,n) 7→∗ z, kde z je největš́ı
společný dělitel č́ısel m,n.2

Důkaz indukćı k i = m+ n.
(Tj. dokazujeme následuj́ıćı tvrzeńı: Pro každé i ≥ 2 plat́ı, že jestliže i ≥ m+n,
kde m,n ∈ N, m,n > 0, pak z je největš́ı společný dělitel č́ısel m,n.) 2

V bázi pro i = 2 je m,n = 1 a plat́ı

g(1,1) 7→ if 1− 1 then g(1− 1,1) else (if 1− 1 then g(1,1− 1) else 1 fi) fi 7→
7→ if 0 then g(1− 1,1) else (if 1− 1 then g(1,1− 1) else 1 fi) fi 7→
7→ if 1− 1 then g(1,1− 1) else 1 fi 7→ if 0 then g(1,1− 1) else 1 fi 7→ 1 .
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Indukčńı krok. Necht’ i+ 1 = m+ n kde m,n ∈ N. Probereme ťri možnosti:

• m = n. Pak

g(m,n) 7→ if m− n then g(m− n,n) else (if n−m then g(m,n−m) else m fi) fi 7→
if 0 then g(m− n,n) else (if n−m then g(m,n−m) else m fi) fi 7→
if n−m then g(m,n−m) else m fi 7→ if 0 then g(m,n−m) else m fi 7→ m .2

• m < n. Pak

g(m,n) 7→ if m− n then g(m− n,n) else (if n−m then g(m,n−m) else m fi) fi 7→
if 0 then g(m− n,n) else (if n−m then g(m,n−m) else m fi) fi 7→
if n−m then g(m,n−m) else m fi 7→ if z then g(m,n−m) else m fi 7→
g(m,n−m) 7→ g(m,k) ,

kde k ≡ n−m. 2Plat́ı m+k = m+(n−m) = n ≤ i, takže podle I.P. také
plat́ı g(m,k) 7→∗ z, kde z je největš́ı společný dělitel č́ısel m a n − m.
Ově̌ŕıme, že z je největš́ı společný dělitel č́ısel m a n.

∗ Jelikož č́ıslo z děĺı č́ısla m a n−m, děĺı i jejich součet (n−m)+m = n.
Celkem z je společným dělitelem m a n.2

∗ Bud’ d nějaký společný dělitel č́ısel m a n. Pak d děĺı také rozd́ıl n−m.
Tedy d je společný dělitel č́ısel m a n−m. Jelikož z je největš́ı společný
dělitel č́ısel m a n−m, nutně d děĺı z a závěr plat́ı.
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• m > n. Pak

g(m,n) 7→∗ g(m− n,n) 7→ g(k,n) ,

kde k ≡ m − n. Podle I.P. plat́ı g(k,n) 7→∗ z, kde z je největš́ı společný
dělitel č́ısel m − n a n. Podobně jako výše ově̌ŕıme, že z je také největš́ı
společný dělitel č́ısel m a n.

2

2

Poznámka : Jak byste výše uvedený zápis Euklidova algoritmu vylepšili, aby správně

”
poč́ıtal“ nejvěťśıho společného dělitele i v p̌ŕıpadech, že m = 0 nebo n = 0?
Co v takových p̌ŕıpadech selže p̌ri současném zápise?
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11 Nekonečné množiny a zastaveńı algoritmu11 Nekonečné množiny a zastaveńı algoritmu

Bystrého čtená̌re může snadno napadnout myšlenka, proč se vlastně zabýváme doka-
zováńım správnosti algoritmů a programů, když by to p̌rece (snad?) mohl za nás dělat
automaticky poč́ıtač samotný.

Bohužel to však nejde a je hlavńım ćılem této lekce ukázat důvody proč. Konkrétně si
dokážeme, že nelze algoritmicky rozhodnout, zda se daný algoritmus na svém vstupu
zastav́ı nebo ne.

a b c d · · ·
g(a)

√ − − √ · · ·
g(b)

√ − − √ · · ·
g(c) − √ − √ · · ·
g(d) − − √ √ · · ·
...

...
...

...
...

2

Stručný p̌rehled lekce

* Nekonečné množiny, jejich kardinalita a Cantorova diagonála.

*
”
Naivńı“ množinové paradoxy: Cantor̊uv a Russel̊uv.

* Důkaz algoritmické něrešitelnosti problému zastaveńı programu.
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11.1 O kardinalitě a nekonečných množinách11.1 O kardinalitě a nekonečných množinách

Definice: MnožinaA je
”
nejvýše tak velká“ jako množina B, právě když existuje

injektivńı funkce f : A → B. 2

Množiny A a B jsou
”
stejně velké“ právě když mezi nimi existuje bijekce.2

V př́ıpadech nekonečných množin ḿısto “velikosti” mluv́ıme formálně o jejich
kardinalitě.

Tyto definice kardinality množin
”
funguj́ı“ dob̌re i pro nekonečné množiny.

∗ Nap̌ŕıklad N a Z maj́ı stejnou kardinalitu (
”
stejně velké“), tzv. spočetně

nekonečné).2

∗ Lze snadno ukázat, že i Q je spočetně nekonečná, tj. existuje bijekce f : N→ Q.2

∗ Existuj́ı ale i nekonečné množiny, které jsou
”
striktně věťśı“ než libovolná spočetná

množina (p̌ŕıkladem je R).2

∗ Později dokážeme, že existuje nekonečná posloupnost nekonečných množin, z nichž
každá je striktně věťśı než všechny p̌redchoźı.
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Věta 11.1. Neexistuje žádné surjektivńı (ani bijektivńı) zobrazeńı g : N→ R.2
Důkaz sporem. Necht’ takové g existuje a pro zjednodušeńı se omezme jen na
funkčńı hodnoty v intervalu (0, 1). Podle hodnot zobrazeńı g si takto můžeme

”
uspǒrádat“ dekadické zápisy všech reálných č́ısel v intervalu (0, 1) po řádćıch
do tabulky:

g(0) = 0. 1 5 4 2 7 5 7 8 3 2 5 . . .
g(1) = 0. 2 . . .
g(2) = 0. 1 . . .
g(3) = 0. 3 . . .
g(4) = 0. 9 . . .

...
...

. . .

2

Nyńı sestroj́ıme č́ıslo α ∈ (0, 1) následovně; jeho i-tá č́ıslice za desetinnou
čárkou bude 1, pokud v i-tém řádku tabulky na diagonále neńı 1, jinak to
bude 2. V našem př́ıkladě α = 0.21211 . . .2

Kde se naše č́ıslo α v tabulce nacháźı? (Nezapomeňme, g byla surjektivńı, takže
tam α muśı být!) Kostrukce však ukazuje, že α se od každého č́ısla v tabulce
lǐśı na aspoň jednom desetinném ḿıstě, to je spor.
(Až na drobný technický detail s rozvojem . . . 9̄.) 2
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V obecnosti lze dokonce analogickým způsobem dokázat následovné.

Věta 11.2. Bud’ M libovolná množina. Pak existuje injektivńı zobrazeńı f :
M → 2M , ale neexistuje žádné bijektivńı zobrazeńı g : M → 2M .2

Důkaz: Dokážeme nejprve existenci f . Stač́ı ale položit f(x) = {x} pro každé
x ∈ M . Pak f : M → 2M je zjevně injektivńı.2

Neexistenci g dokážeme sporem. Předpokládejme tedy naopak, že existuje bi-
jekce g : M → 2M . Uvažme množinu K ⊆ M definovanou takto:

K = {x ∈ M | x 6∈ g(x)}.

Jelikož g je bijektivńı a K ∈ 2M , muśı existovat x ∈ M takové, že g(x) = K.
2Nyńı rozlǐśıme dvě možnosti:

– x ∈ g(x). Tj. x ∈ K. Pak ale x 6∈ g(x) z definice K, spor.

– x 6∈ g(x). To podle definice K znamená, že x ∈ K, tj. x ∈ g(x), spor.
2
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Dvě navazuj́ıćı poznámky.

• Technika použitá v důkazech Vět 11.1 a 11.2 se nazývá Cantorova di-
agonálńı metoda, nebo také zkráceně diagonalizace.
Konstrukci množiny K lze znázornit pomoćı následuj́ıćı tabulky:

a b c d · · ·
g(a)

√ − − √ · · ·
g(b)

√ − − √ · · ·
g(c) − √ − √ · · ·
g(d) − − √ √ · · ·
...

...
...

...
...

Symbol
√

resp.− ř́ıká, že prvek uvedený v záhlav́ı sloupce paťŕı resp. nepaťŕı
do množiny uvedené v záhlav́ı řádku. Tedy např. d ∈ g(b) a a 6∈ g(d). 2

• Z toho, že nekonečna mohou být
”
r̊uzně velká“, lze lehce odvodit řadu

daľśıch fakt̊u. V jistém smyslu je např. množina všech
”
problémů“ větš́ı

než množina všech algoritmů (obě množiny jsou nekonečné), proto nutně
existuj́ı problémy, které nejsou algoritmicky řešitelné.
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”
Naivńı“ množinové paradoxy

Př́ıklad 11.3. Uváž́ıme-li nyńı nekonečnou posloupnost množin

A1, A2, A3, · · ·

kde A1 = N a Ai+1 = 2Ai pro každé i ∈ N, je vidět, že všechny množiny jsou
nekonečné a každá je

”
striktně větš́ı“ než libovolná předchoźı. 2

Kde však v tomto řazeńı mohutnost́ı bude
”
množina všech množin“? 2

Takto se koncem 19. stolet́ı objevil prvńı Cantor̊uv paradox nově vznikaj́ıćı teorie
množin.2

(Dnešńı vysvětleńı je jednoduché, prostě
”
množinu všech množin“ nelze defino-

vat, prostě v matematice neexistuje.) 2

Brzy se však ukázalo, že je ještě mnohem hůř. . .
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Russel̊uv paradox

Fakt: Neńı pravda, že každý soubor prvk̊u lze považovat za množinu.

• X = {M | M je množina taková, že M 6∈ M}. 2Plat́ı X ∈ X ?2

∗ Ano. Tj. X ∈ X. Pak ale X splňuje X 6∈ X.2

∗ Ne. Pak X splňuje vlastnost X 6∈ X, tedy X je prvkem X, tj., X ∈ X.2

• Obě možné odpovědi vedou ke sporu. X tedy nelze prohlásit za množinu.

Vid́ıte zde podobnost p̌ŕıstupu s Cantorovou diagonalizaćı? Russel̊uv paradox se objevil
začátkem 20. stolet́ı a jeho

”
jednoduchost“ zasahuj́ıćı úplné základy matematiky (teorie

množin) si vynutila hledáńı seriózńıho rožrešeńı a rozvoj formálńı matematické logiky.
2

Pro ilustraci tohoto paradoxu, slyšeli jste už, že
”
v malém městečku žije holič, který

hoĺı právě ty muže městečka, ktěŕı se sami nehoĺı“? 2

Zḿıněné paradoxy naivńı teorie množin zat́ım v tomto kurzu nerožreš́ıme, ale zapa-
matujeme si, že věťsina matematických a informatických discipĺın vystač́ı s

”
intuitivně

bezpečnými“ množinami.
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11.2 Algoritmická něrešitelnost problému zastaveńı11.2 Algoritmická něrešitelnost problému zastaveńı

Fakt: Uvědomme si (velmi neformálně) několik základńıch myšlenek.

• Program v každém programovaćım jazyce je konečná posloupnost složená
z konečně mnoha symbol̊u (ṕısmena, č́ıslice, mezery, speciálńı znaky, apod.)
Necht’ Σ je množina všech těchto symbol̊u. Množina všech programů je tedy
jistě podmnožinou množiny

⋃
i∈NΣi, která je spočetně nekonečná. Existuje

tedy bijekce f mezi množinou N a množinou všech programů. Pro každé
i ∈ N označme symbolem Pi program f(i). Pro každý program P tedy
existuje j ∈ N takové, že P = Pj .2

• Každý možný vstup každého možného programu lze zapsat jako konečnou
posloupnost symbol̊u z konečné mnočiny Γ. Množina všech možných vstupů
je tedy spočetně nekonečná a existuje bijekce g mezi množinou N a
množinou všech vstupů. Pro každé i ∈ N označme symbolem Vi vstup g(i).2

• Předpokládejme, že existuje program Halt , který pro dané i, j ∈ N zastav́ı
s výstupem ano/ne podle toho, zda Pi pro vstup Vj zastav́ı, nebo ne.

• Tento předpoklad dále dovedeme ke sporu dokazuj́ıćımu, že problém zas-
taveńı nemá algoritmické řešeńı.
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Tvrzeńı 11.4. Předpoklad existence programu Halt vede ke sporu.

Důkaz: Uvažme program Diag s následuj́ıćım kódem:

input k;

if Halt(k,k)= ano then while true do ; done2

(Program Diag(k) má na rozd́ıl od Halt jen jeden vstup k, což bude důležité.)

Fungováńı programu Diag lze znázornit za pomoćı následuj́ıćı tabulky:

P0 P1 P2 P3 · · ·
V0

√ − − √ · · ·
V1

√ − − √ · · ·
V2 − √ − √ · · ·
V3 − − √ √ · · ·
...

...
...

...
...

. . .

Symbol
√

resp. − ř́ıká, že program uvedený v záhlav́ı sloupce zastav́ı resp.
nezastav́ı pro vstup uvedený v záhlav́ı řádku. Program Diag

”
zneguje“ diagonálu

této tabulky.
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Podle našeho předpokladu (Diag je program a posloupnost Pi zahrnuje všechny
programy) existuje j ∈ N takové, že Diag = Pj. 2

Zastav́ı Diag pro vstup Vj?2

– Ano. Podle kódu Diag pak ale tento program vstouṕı do nekonečné smyčky,
tedy nezastav́ı.2

– Ne. Podle kódu Diag pak ale if test neuspěje, a tento program tedy zas-
tav́ı.2

Předpoklad existence programu Halt tedy vede ke sporu. 2

Otázkami algoritmické (ne)̌rešitelnosti problémů se zabývá teorie vyč́ıslitelnosti.2

Metoda diagonalizace se také často využ́ıvá v teorii složitosti k důkazu toho, že dané
dvě složitostńı ťŕıdy jsou r̊uzné.
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12 Délka výpočtu algoritmu12 Délka výpočtu algoritmu

Mimo samotné správnosti výsledku vypočteného zapsaným algoritmem je ještě jedno
neméně důležité hledisko k posouzeńı vhodnosti algoritmu k řešeńı zadané úlohy. Jedná
se o čas, který algoritmus stráv́ı výpočtem.

Asi neťreba argumentovat, že p̌rehnaně dlouhá doba odezvy programu je každému
uživateli nep̌ŕıjemná. A co ťreba v real-time systémech, kde si zdržeńı prostě nemůžeme
dovolit!

Obligátńı odpověd’
”
kupme si rychleǰśı poč́ıtač“ bohužel neńı vždy řešeńım, jak p̌ri

pokročilém studiu složitosti algoritmů sami poznáte. Mnohem věťśı potenciál zrychleńı
se skrývá v algoritmech samotných a jejich efektivńım návrhu.

Stručný p̌rehled lekce

* Délka výpočtu algoritmu, definice na našem deklarativńım jazyce.

* Asymptotické určeńı délky výpočtu – asymptotické chováńı funkćı.

* Asymptotické odhady rekurentńıch vztahů.
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12.1 O významu délky výpočtu algoritmu12.1 O významu délky výpočtu algoritmu

Uvažme deklarativńı jazyk Definice 9.1.

Definice: Délkou výpočtu výrazu F nad deklaraćı ∆ rozuḿıme nejmenš́ı
přirozené k takové, že pro něj existuje m ∈ Num pro něž F 7→ k m. 2

(Když takové m neexistuje, klademe k =∞.)

Jaká je délka výpočtu následuj́ıćıch výraz̊u?

∗ 3+ 4− 5 ∗ 6 ; 2ťri kroky 3+ 4− 5 ∗ 6 7→ 3+ 4− 30 7→ 3+ 0 7→ 3.

∗ 3+ (5− 4) ∗ (6÷ 2) ; 2tentokrát čty̌ri kroky
3+ (5− 4) ∗ (6÷ 2) 7→ 3+ 1 ∗ (6÷ 2) 7→ 3+ 1 ∗ 3 7→ 3+ 3 7→ 6.

∗ 2010 ; 2žádný krok, tj. k = 0.
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Př́ıklad 12.1. Pro ukázku uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı pouze rovnici

f(x) = if x then x ∗ f(x− 1) else 1 fi .

Věta. Pro každé n ∈ N je délka výpočtu výrazu f(n) rovna 4n+ 2.2

Důkaz povedeme indukćı podle n:

• Báze n = 0. Plat́ı f(0) 7→ if 0 then 0 ∗ f(0− 1) else 1 fi 7→ 1, což jsou
přesně 2 kroky, tj. 4 · 0 + 2.2

• Indukčńı krok. Necht’ n+ 1 ≡ k. Pak

f(k) 7→ if k then k ∗ f(k− 1) else 1 fi 7→ k ∗ f(k− 1) 7→ k ∗ f(w) ,

kde w ≡ k − 1 = n. 2To jsou přesně 3 kroky. Podle I.P. je délka
výpočtu výrazu f(w) rovna 4n+2. Poté následuje ještě jeden posledńı krok
vynásobeńı k. Celkem se provedlo 3 + 4n+2+ 1 = 4(n+ 1) + 2 = 4k+2
krok̊u. 2

2
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Poč́ıtat p̌resně nebo raději ne?

Jaký má smysl určeńı přesného počtu krok̊u algoritmu při dnešńıch CPU? Copak
jsme dnes schopni jednoznačně ř́ıci, jak dlouho jedna instrukce CPU trvá?
Z druh strany, i když v́ıme, že algoritmus A ťreba poťrebuje 2n krok̊u výpočtu
a algoritmus B ťreba poťrebuje 3n krok̊u, je mezi nimi až takový rozd́ıl? Stač́ı,
když B spust́ıme na dvakrát rychleǰśım poč́ıtači a poměr se hned obrát́ı. 2

Obě tyto prakticky motivované úvahy nás povedou k poznáńı, že aditivńı a
multiplikativńı faktory funkce počtu krok̊u algoritmu jsou vlastně zanedbatelné.
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12.2 Asymptotické značeńı a odhady funkćı12.2 Asymptotické značeńı a odhady funkćı

Zaj́ımá-li nás jen rychlost r̊ustu funkce f(n) v závislosti na n, zamě̌rujeme se
předevš́ım na tzv. asymptotické chováńı f při velkých hodnotách n.
V popisu f nás tedy nezaj́ımaj́ı ani “drobné členy”, ani konstanty, kterými je
f násobena a které jen ovlivňuj́ı č́ıselnou hodnotu f(n), ale ne rychlost r̊ustu.
2

Definice: Necht’ g : R→ R je daná funkce. Pro funkci f : R→ R ṕı̌seme

f ∈ O
(
g
)

pokud existuj́ı konstanty A,B > 0 takové, že

∀n ∈ R+ : f(n) ≤ A · g(n) +B .

V praxi se obvykle (i když matematicky méně přesně) ṕı̌se ḿısto f ∈ O
(
g
)

výraz
f(n) = O

(
g(n)

)
.

Znamená to, slovně řečeno, že funkce f neroste rychleji než funkce g. (I když
pro malá n ťreba může být f(n) mnohem větš́ı než g(n).)
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Definice: Ṕı̌seme f ∈ Ω
(
g
)
, neboli

f(n) = Ω
(
g(n)

)
,

pokud g ∈ O(f).
Dále ṕı̌seme f ∈ Θ

(
g
)
, neboli

f(n) = Θ
(
g(n)

)
,

pokud f ∈ O(g) a zároveň f ∈ Ω(g), neboli g ∈ O(f).

Výraz f(n) = Θ
(
g(n)

)
pak čteme jako “funkce f roste stejně rychle jako

funkce g”. 2

Značeńı: O funkci f(n) ř́ıkáme:

∗ f(n) = Θ(n) je lineárńı funkce,

∗ f(n) = Θ(n2) je kvadratická funkce,

∗ f(n) = Θ(log n) je logaritmická funkce,

∗ f(n) = O(nc) pro nějaké c > 0 je polynomiálńı funkce,

∗ f(n) = Ω(cn) pro nějaké c > 1 je exponenciálńı funkce.
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Př́ıklad 12.2. Př́ıklady r̊ust̊u r̊uzných funkćı.

Funkce f(n) = Θ(n): pokud n vzroste na dvojnásobek, tak hodnota f(n)
taktéž vzroste (zhruba) na dvojnásobek. To plat́ı jak pro funkci f(n) = n, tak
i pro 1000000000n nebo n+

√
n, atd.

Funkce f(n) = Θ(n2): pokud n vzroste na dvojnásobek, tak hodnota f(n)
vzroste (zhruba) na čty̌rnásobek. To plat́ı jak pro funkci f(n) = n2, tak i pro
1000n2 + 1000n nebo n2 − 99999999n − 99999999, atd.

Naopak pro funkci f(n) = Θ(2n): pokud n vzroste byt’ jen o 1, tak hodnota
f(n) už vzroste (zhruba) na dvojnásobek. To je obrovský rozd́ıl exponenciálńıch
proti polynomiálńım funkćım.

Pokud vám ťreba funkce 999999n2 připadá velká, jak stoj́ı ve srovnáńı s 2n?
Zvolme ťreba n = 1000, kdy 999999n2 = 999999000000 je ještě rozumně
zapsatelné č́ıslo, ale 21000 ≃ 10300 byste už na řádek nenapsali. Pro n = 10000
je rozd́ıl ještě mnohem výrazněǰśı! 2
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Př́ıklad 12.3. (opakovaný) Zjistěte, kolik znak̊u ’x’ v závislosti na celoč́ıselné
hodnotě n vstupńıho parametru n vyṕı̌se následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 12.4.
foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

foreach j← 1,2,3,...,i-1,i do

vytiskni ’x’;

done

done 2

Zat́ımco v Lekci 8 jsme trochu zdlouhavě indukćı dokazovali, že výsledkem je
1
2n(n+1) ’x’, nyńı si mnohem snadněji odvod́ıme, že počet ’x’ je Θ(n2), což
je dostačuj́ıćı asymptotická odpověd’ ve většině informatických aplikaćı.

Důkaz: Shora hned odhadneme, že každá z n iteraćı vněǰśıho cyklu vytiskne po
i ≤ n znak̊u ’x’, takže celkem je nejvýše n2 ’x’. Naopak zdola hned vid́ıme,
že posledńıch n/2 iteraćı vněǰśıho cyklu vytiskne i ≥ n/2 znak̊u ’x’, takže
celkem je alespoň (n/2) · (n/2) = n2/4 ’x’. Z toho podle definice hned vyjde
asymptotický odhad Θ(n2). 2
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12.3 Rekurentńı odhady12.3 Rekurentńı odhady

V tomto odd́ıle si uvedeme krátký přehled některých rekurentńıch vzorc̊u, se
kterými se můžete setkat při řešeńı časové složitosti (převážně rekurzivńıch)
algoritmů.

Lema 12.5. Necht’ a1, . . . , ak, c > 0 jsou kladné konstanty takové, že a1 +
· · · + ak < 1, a funkce T : N→ N splňuje nerovnost

T (n) ≤ T (⌈a1n⌉) + T (⌈a2n⌉) + · · · + T (⌈akn⌉) + cn .

Pak T (n) = O(n). 2

Důkaz: Zvolme ε > 0 takové, že a1 + · · · + ak < 1− 2ε. Pak pro dostatečně
velká n plat́ı (i se zaokrouhleńım nahoru) ⌈a1n⌉ + · · · + ⌈akn⌉ ≤ (1 − ε)n,
řekněme pro všechna n ≥ n0. Dále zvolme dostatečně velké d > 0 tak, že
εd > c a zároveň d > max

{
1
nT (n) : n = 1, . . . , n0

}
.

Dále už snadno indukćı podle n dokážeme T (n) ≤ dn pro všechna n ≥ 1:

• Pro n ≤ n0 je T (n) ≤ dn podle naš́ı volby d.



Petr Hliněný, FI MU Brno 10 FI: IB000: Délka výpočtu algoritmu

• Předpokládejme, že T (n) ≤ dn plat́ı pro všechna n < n1, kde n1 > n0 je
libovolné. Nyńı dokážeme i pro n1

T (n1) ≤ T (⌈a1n1⌉) + · · ·+ T (⌈akn1⌉) + cn1 ≤

≤ d · ⌈a1n1⌉+ · · ·+ d · ⌈akn1⌉+ cn1 ≤
≤ d · (1− ε)n1 + cn1 ≤ dn1 − (εd− c)n1 ≤ dn1 .

2

Lema 12.6. Necht’ k ≥ 2 a a1, . . . , ak, c > 0 jsou kladné konstanty takové, že
a1 + · · ·+ ak = 1, a funkce T : N→ N splňuje nerovnost

T (n) ≤ T (⌈a1n⌉) + T (⌈a2n⌉) + · · · + T (⌈akn⌉) + cn .

Pak T (n) = O(n · log n).
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V obecnosti je známo:

Lema 12.7. Necht’ a ≥ 1, b > 1 jsou konstanty, f : N → N je funkce a pro
funkci T : N→ N plat́ı rekurentńı vztah

T (n) ≤ a · T
(n
b

)
+ f(n) .

Pak plat́ı:

∗ Je-li f(n) = O(nc) a c < logb a, pak T (n) = O(nlogb a).

∗ Je-li f(n) = Θ(nlogb a), pak T (n) = O(nlogb a · log n).
∗ Je-li f(n) = Θ(nc) a c > logb a, pak T (n) = O(nc).

Důkaz tohoto obecného tvrzeńı přesahuje rozsah našeho předmětu. Všimněte
si, že nikde ve výše uvedených řešeńıch nevystupuj́ı počátečńı podḿınky, tj.
hodnoty T (0), T (1), T (2), . . . – ty jsou “skryté” v naš́ı O()-notaci.

Dále v zápise pro zjednodušeńı zanedbáváme i necelé části argument̊u, které
mohou být zaokrouhlené.
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Př́ıklad 12.8. Algoritmus merge-sort pro ťŕıděńı č́ısel pracuje zhruba
následovně:

∗ Danou posloupnost n č́ısel rozděĺı na dvě (skoro) poloviny.

∗ Každou polovinu seťŕıd́ı zvlášt’ za použit́ı rekurentńı aplikace merge-sort.

∗ Tyto dvě už seťŕıděné poloviny “slije” (anglicky merge) do jedné seťŕıděné
výsledné posloupnosti.

Jaký je celkový počet jeho krok̊u? 2

Necht’ na vstupu je n č́ısel. Při rozděleńı na poloviny nám vzniknou podproblémy
o velikostech ⌈n/2⌉ a ⌊n/2⌋ (pozor na necelé poloviny). Pokud počet krok̊u
výpočtu označ́ıme T (n), pak rekurzivńı voláńı trvaj́ı celkem

T (⌈n/2⌉) + T (⌊n/2⌋) .
Dále poťrebujeme c · n krok̊u (kde c je vhodná konstanta) na slit́ı obou část́ı
do výsledného seťŕıděného pole. Celkem tedy vyjde

T (n) = T (⌈n/2⌉) + T (⌊n/2⌋) + cn ≤ T (⌈n/2⌉) + T (⌈n/2⌉) + cn

a to už je tvar řešený v Lematu 12.6 pro a1 = a2 = 1
2 . Výsledek tedy je

T (n) = O(n · log n). 2
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Př́ıklad 12.9. Předpokládejme na vstupu dvě
”
dlouhá“ 2m-ḿıstná č́ısla (pro

jednoduchost v dekadickém zápise) A a B. Součin A ·B můžeme rychleji (než
školńım postupem) vypoč́ıtat takto:

∗ Č́ısla si
”
rozděĺıme na poloviny“, tj. na čty̌ri m-ḿıstná č́ısla taková, že

A = A1 + 10mA2 a B = B1 + 10mB2.

∗ Rekurzivńı aplikaćı téhož postupu vypočteme ťri součiny C1 = A1 · B1,
C2 = A2 · B2 a D = (A1 +A2) · (B1 +B2).

∗ Dále už jen sečteme (ově̌rte si snadno sami)

A · B = C1 + 10m(D − C1 − C2) + 102mC2 .

Jaký je celkový počet jeho krok̊u?

Postupujeme obdobně předchoźımu př́ıkladu. Necht’ T (n) je počet krok̊u
výpočtu pro vstupńı č́ısla A a B délky nejvýše n = 2m. Tři rekurzivńı voláńı pro
součiny se aplikuj́ı na č́ısla délek nejvýše m a m+1 (pro (A1+A2) ·(B1+B2)),
takže trvaj́ı celkem T (⌈n/2⌉) + T (⌈n/2⌉) + T (⌈n/2⌉+ 1). 2Pomocné výpočtu
součtu a rozd́ılu snadno vykonáme v O(n) kroćıch a pomocné násobeńı moc-
ninou 10 je pouhým posunut́ım č́ıslic.
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Celkem tedy

T (n) = 2T (⌈n/2⌉) + T (⌈n/2⌉ + 1) +O(n) ≤ 3T (⌈n/2⌉ + 1) +O(n) .

Nav́ıc člen
”
+1“ lze v argumentu asymptoticky zanedbat, a proto podle

Lematu 12.7 vypoč́ıtáme log2 3 ≃ 1.585 > 1 a T (n) = O(nlog2 3) ≃ O(n1.585),
což je výrazně rychleǰśı než školńı postup v čase O(n2) pro velká n. 2
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2 Důkazové techniky, Indukce2 Důkazové techniky, Indukce

Náš hlubš́ı úvod do matematických formalismů pro informatiku začneme základńım
p̌rehledem technik matematických důkaz̊u. Z nich pro nás asi nejdůležitěǰśı je tech-
nika důkaz̊u matematickou indukćı, která je svou podstatou velmi bĺızká poč́ıtačovým
programům (jako iterace cykl̊u).

2

Stručný p̌rehled lekce

* Základńı důkazové techniky: p̌ŕımé, nep̌ŕımé a sporem.
Důkazy

”
tehdy a jen tehdy“.

* Důkazy matematickou indukćı, jejich variace a úskaĺı.

* Metody ześıleńı tvrzeńı a rozš́ı̌reńı základu v indukci.
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2.1 Přehled základńıch d̊ukazových technik2.1 Přehled základńıch d̊ukazových technik

• Př́ımé odvozeńı. To je způsob, o kterém jsme se dosud bavili. 2

• Kontrapozice (také obráceńım či nepř́ımý d̊ukaz). Mı́sto věty

”
Jestliže plat́ı předpoklady, pak plat́ı závěr.“

budeme dokazovat ekvivalentńı větu

”
Jestliže neplat́ı závěr, pak neplat́ı alespoň jeden z předpokladů.“ 2

• Důkaz sporem. Mı́sto věty

”
Jestliže plat́ı předpoklady, pak plat́ı závěr.“

budeme dokazovat větu

”
Jestliže plat́ı předpoklady a plat́ı opak závěru, pak plat́ı opak jednoho
z předpokladů (nebo plat́ı jiné zjevně nepravdivé tvrzeńı).“ 2

• Matematická indukce. Pokročilá technika. . .



Petr Hliněný, FI MU Brno 3 FI: IB000: Důkazy, Indukce

Př́ıklad d̊ukazu kontrapozićı

Definice: Prvoč́ıslo p > 1 nemá jiné dělitele než 1 a p.

Př́ıklad 2.1. na d̊ukaz kontrapozićı (obráceńım).

Věta. Jestliže p je prvoč́ıslo větš́ı než 2, pak p je liché.2

Důkaz: Obráceného tvrzeńı – budeme tedy dokazovat, že je-li p sudé, pak p
bud’ neńı větš́ı než 2, nebo p neńı prvoč́ıslo. Jsou dvě možnosti:

• p ≤ 2. Pak p neńı větš́ı než 2.

• p > 2. Pak p = 2 · k pro nějaké celé k > 1, tedy p neńı prvoč́ıslo. 2

2

Poznámka : Důkazy kontrapozićı pracuj́ı s negaćı (opakem) p̌redpokladů a závěru. Je-li
nap̌r. závěr komplikované tvrzeńı tvaru

”
z toho, že z A a B plyne C, vyplývá, že z A nebo C plyne A a B“,

neńı pouhou intuićı snadné zjistit, co je vlastně jeho negaćı. Jak uvid́ıme v pozděǰśıch
lekćıch, užit́ım jednoduché induktivńı metody lze podobná tvrzeńı negovat zcela me-
chanicky.
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Př́ıklady d̊ukazu sporem

Př́ıklad 2.2. Jiný př́ıstup k Důkazu 2.1.

Věta. Jestliže p je prvoč́ıslo větš́ı než 2, pak p je liché.2

Důkaz sporem: Necht’ tedy p je prvoč́ıslo větš́ı než 2, které je sudé. Pak p = 2·k
pro nějaké k > 1, tedy p neńı prvoč́ıslo, spor (s předpokladem, že p je prvoč́ıslo).2

2

Př́ıklad 2.3.

Věta. Č́ıslo
√
2 neńı racionálńı.2

Důkaz sporem: Necht’ tedy
√
2 je racionálńı, tj. necht’ existuj́ı nesoudělná celá kladná

č́ısla r, s taková, že
√
2 = r/s. 2

– Pak 2 = r2/s2, tedy r2 = 2 · s2, proto r2 je dělitelné dvěma. Z toho plyne, že i r
je dělitelné dvěma (proč?). 2

– Jelikož r je dělitelné dvěma, je r2 dělitelné dokonce čty̌rmi, tedy r2 = 4 · m pro
nějaké m. Pak ale také 4 · m = 2 · s2, tedy 2 · m = s2 a proto s2 je dělitelné
dvěma.2

– Z toho plyne, že s je také dělitelné dvěma. Celkem dostáváme, že r i s jsou dělitelné
dvěma, jsou tedy soudělná a to je spor. 2

2

”
Nev́ıte-li, jak nějakou větu dokázat, zkuste důkaz sporem. . .“
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2.2 Věty typu
”
tehdy a jen tehdy“2.2 Věty typu

”
tehdy a jen tehdy“

• Uvažujme nyńı (v matematice poměrně hojné) věty tvaru

”
Necht’ plat́ı předpoklady P. Pak tvrzeńı A plat́ı tehdy a jen tehdy,
plat́ı-li tvrzeńı B.“2

• Př́ıklady jiných formulaćı téže věty jsou:

∗ Za předpokladů P je tvrzeńı B nutnou a postačuj́ıćı podḿınkou pro
platnost tvrzeńı A.2

∗ Za předpokladů P je tvrzeńı A nutnou a postačuj́ıćı podḿınkou pro
platnost tvrzeńı B.2

∗ Necht’ plat́ı předpoklady P. Pak tvrzeńı A plat́ı právě tehdy když plat́ı
tvrzeńı B.2

• Důkaz vět tohoto tvaru má vždy dvě části(!). Je ťreba dokázat:

∗ Jestliže plat́ı předpoklady P a tvrzeńı A, pak plat́ı tvrzeńı B.

∗ Jestliže plat́ı předpoklady P a tvrzeńı B, pak plat́ı tvrzeńı A.
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2.3 Matematická indukce2.3 Matematická indukce

• Jde o důkazovou techniku aplikovatelnou na tvrzeńı tohoto typu:

”
Pro každé přirozené (celé) n ≥ k0 plat́ı T (n).“

Zde k0 je nějaké pevné přir. č́ıslo a T (n) je tvrzeńı parametrizované č́ıs. n.2

Př́ıkladem je ťreba tvrzeńı:

Pro každé n ≥ 0 plat́ı, že n př́ımek děĺı rovinu
nejvýše na 1

2n(n+ 1) + 1 oblast́ı.2

• Princip matematické indukce ř́ıká (coby axiom), že k důkazu věty

”
Pro každé přirozené (celé) n ≥ k0 plat́ı T (n).“

stač́ı ově̌rit platnost těchto dvou tvrzeńı:

∗ T (k0) (tzv. báze neboli základ indukce)

∗ Pro každé n ≥ k0; jestliže plat́ı T (n), (indukčńı předpoklad)
pak plat́ı také T (n+ 1). (indukčńı krok)2

• Pozor, v tomto p̌redmětu poč́ıtáme 0 za p̌rirozené č́ıslo!
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Př́ıklady d̊ukaz̊u indukćı

Př́ıklad 2.5. Velmi jednoduchá a př́ımočará indukce.

Věta. Pro každé n ≥ 1 je stejná pravděpodobnost, že při současném hodu
n kostkami bude výsledný součet sudý, jako, že bude lichý. 2

Důkaz: Základ indukce je zde žrejmý: Na jedné kostce (poctivé!) jsou ťri lichá
a ťri sudá č́ısla, takže obě skupiny padaj́ı se stejnou pravděpodobnost́ı. 2

Indukčńı krok pro n ≥ 1: Necht’ psn pravděpodobnost, že při hodu n kostkami
bude výsledný součet sudý, a pln je pravděpodobnost lichého. Podle indukčńıho
předpokladu je psn = pln = 1

2 . 2

Hod’me nav́ıc (n+ 1)-ńı kostkou. Podle toho, zda na ńı padne liché nebo sudé
č́ıslo, je pravděpodobnost celkového sudého součtu rovna

3

6
pln +

3

6
psn =

1

2

a stejně pro pravděpodobnost celkového lichého součtu. 2
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Př́ıklad 2.6. Ukázka d̊ukazové
”
śıly“ principu matematické indukce.

Věta. Pro každé n ≥ 0 plat́ı, že n př́ımek děĺı rovinu nejvýše na

1

2
n(n+ 1) + 1

oblast́ı.

Důkaz: 2Pro bázi indukce stač́ı, že 0 př́ımek děĺı rovinu na jednu část. (Všimněte
si také, že 1 př́ımka děĺı rovinu na dvě části, jen pro lepš́ı pochopeńı důkazu.)

Mějme nyńı rovinu rozdělenou n př́ımkami na nejvýše 1
2n(n + 1) + 1 část́ı.2

Daľśı, (n + 1)-ńı př́ımka je rozdělena pr̊useč́ıky s předchoźımi p̌ŕımkami na
nejvýše n+1 úsek̊u a každý z nich odděĺı novou část roviny. 2Celkem tedy bude
rovina rozdělena našimi př́ımkami na nejvýše tento počet oblast́ı:

1

2
n(n+ 1)+1+(n+1) =

1

2
n(n+ 1)+

1

2
·2(n+1)+1 =

1

2
(n+ 1)(n + 2)+1

2
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Př́ıklad 2.7. Daľśı indukčńı d̊ukaz rozepsaný v podrobných kroćıch.

Věta. Pro každé n ≥ 0 plat́ı
∑n

j=0 j =
n(n+1)

2 .2

Důkaz indukćı vzhledem k n.

• Báze: Muśıme dokázat tvrzeńı T (0), což je v tomto př́ıpadě rovnost∑0
j=0 j =

0(0+1)
2 . Tato rovnost (zjevně) plat́ı.2

• Indukčńı krok: Muśıme dokázat následuj́ıćı tvrzeńı:

Jestliže plat́ı
∑i

j=0 j =
i(i+1)

2 kde i ≥ 0, pak plat́ı
∑i+1

j=0 j =
(i+1)(i+2)

2 . 2

Předpokládejme tedy, že
∑i

j=0 j = i(i+1)
2 a pokusme se dokázat, že pak také

∑i+1
j=0 j =

(i+1)(i+1+1)
2 = (i+1)(i+2)

2 . To už plyne úpravou:

i+1∑

j=0

j =
i∑

j=0

j+(i+1) =
i(i+ 1)

2
+(i+1) =

i(i+ 1) + 2(i+ 1)

2
=

(i+ 1)(i+ 2)

2
2

Podle principu matematické indukce je celý důkaz hotov. 2
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2.4 Komentá̌re k matematické indukci2.4 Komentá̌re k matematické indukci

Pro správné a úspěšné použit́ı indukce v dokazováńı je vhodné si zapamatovat
několik cenných rad:

• Základńı trik všech důkaz̊u matematickou indukćı je vhodná reformulace
tvrzeńı T (n+ 1) tak, aby se

”
odvolávalo“ na tvrzeńı T (n).

∗ Dobře se vždy pod́ıvejte, v čem se lǐśı tvrzeńı T (n+1) od tvrzeńı T (n).
Tento

”
rozd́ıl“ budete muset v důkaze zdůvodnit. 2

• Pozor, občas je poťreba
”
ześılit“ tvrzeńı T (n), aby indukčńı krok správně

”
fungoval“.2

• Často se chybuje v důkazu indukčńıho kroku, nebot’ ten bývá většinou
výrazně obt́ıžněǰśı než báze,
ale o to zrádněǰśı jsou chyby v samotné zdánlivě snadné bázi!

∗ Dejte si dobrý pozor, od které hodnoty n ≥ k0 je indukčńı krok uni-
verzálně platný. . .
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Př́ıklad 2.8. Když je nutno indukčńı krok ześılit. . .

Věta. Pro každé n ≥ 1 plat́ı

s(n) =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n(n+ 1)
< 1 .

Důkaz:2 Báze indukce je žrejmá, nebot’ 1
1·2 < 1.

Co však indukčńı krok? Předpoklad s(n) < 1 je sám o sobě
”
př́ılǐs slabý“ na

to, aby bylo možno tvrdit s(n+ 1) = s(n) + 1
(n+1)(n+2) < 1. 2

Neznamená to ještě, že by tvrzeńı nebylo platné, jen je poťreba náš indukčńı
předpoklad ześılit. Budeme dokazovat

”
Pro každé přirozené n ≥ 1 plat́ı s(n) ≤ 1− 1

n+1 < 1 .“2

To plat́ı pro n = 1 a dále už úpravou jen dokonč́ıme ześılený indukčńı krok:

s(n+ 1) = s(n) +
1

(n+ 1)(n + 2)
≤ 1− 1

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n + 2)
=

= 1 +
−(n+ 2) + 1

(n + 1)(n + 2)
= 1− 1

n+ 2 2
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Rozš́ı̌reńı báze a p̌redpokladu

Mimo zesilováńı tvrzeńı indukčńıho kroku jsme někdy okolnostmi nuceni i k
rozšǐrováńı samotné báze indukce a s ńı indukčńıho předpokladu na v́ıce než
jednu hodnotu parametru n. 2

– Můžeme např́ıklad předpokládat platnost (parametrizovaných) tvrzeńı T (n)
i T (n+ 1) zároveň, a pak odvozovat platnost T (n+ 2).

Toto lze samožrejmě zobecnit na jakýkoliv počet předpokládaných
parametr̊u. 2

– Můžeme dokonce předpokládat platnost tvrzeńı T (j) pro všechna j =
k0, k0 + 1, . . . , n najednou a dokazovat T (n+ 1).

(Toto typicky využijeme v př́ıpadech, kdy indukčńı krok
”
rozděĺı“ problém

T (n+ 1) na dvě menš́ı části a z nich pak odvod́ı platnost T (n+ 1).) 2

Fakt: Obě prezentovaná
”
rozš́ı̌reńı“ jsou v konečném důsledku jen speciálńımi

instancemi základńı matematické indukce; použité rozš́ı̌rené možnosti pouze
zjednodušuj́ı formálńı zápis důkazu.



Petr Hliněný, FI MU Brno 13 FI: IB000: Důkazy, Indukce

Př́ıklad 2.9. Když je nutno rozš́ı̌rit bázi a indukčńı předpoklad. . .

Věta. Necht’ funkce f pro každé n ≥ 0 splňuje vztah f(n + 2) =
2f(n+ 1)− f(n). Pokud plat́ı f(0) = 1 a zároveň f(1) = 2, tak plat́ı
f(n) = n+ 1 pro všechna přirozená n ≥ 0. 2

Důkaz: Už samotný pohled na daný vztah f(n + 2) = 2f(n+ 1)− f(n)
naznačuje, že bychom měli rozš́ı̌rit indukčńı předpoklad (a krok) zhruba takto:

Pro každé n ≥ 0; jestliže plat́ı T (n); neboli f(n) = n+ 1, a zároveň plat́ı
T (n+ 1); f(n+ 1) = n+ 2, pak plat́ı také T (n+ 2); f(n+ 2) = n+ 3.

Báze indukce –2 pozor, zde už muśıme ově̌rit dvě hodnoty

f(0) = 0 + 1 = 1, f(1) = 1 + 1 = 2 .2

Náš indukčńı krok tak nyńı může využ́ıt celého rozš́ı̌reného předpokladu, znalosti
hodnot f(n) i f(n+ 1), pro ově̌reńı

f(n+2) = 2f(n+1)− f(n) = 2 · (n+1+1)− (n+1) = n+3 = n+2+ 1 .

2

Jak by tento důkaz měl být formulován v
”
tradičńı“ indukci? 2(

”
Substitućı“.)
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Závěrem malý
”
problém“

Př́ıklad 2.10. Aneb jak snadno lze v matematické indukci udělat chybu.

Věta. (
”
nevěta“)

V každém stádu o n ≥ 1 końıch maj́ı všichni koně stejnou barvu.2

Důkaz indukćı vzhledem k n.

Báze: Ve stádu o jednom koni maj́ı všichni koně stejnou barvu.2

Indukčńı krok: Necht’ S = {K1, . . . ,Kn+1} je stádo o n+1 końıch. Dokážeme,
že všichni koně maj́ı stejnou barvu. Uvažme dvě menš́ı stáda:

– S′ = {K1,K2, . . . ,Kn}
– S′′ = {K2, . . . ,Kn,Kn+1} 2

Podle indukčńıho předpokladu maj́ı všichni koně ve stádu S′ stejnou barvu B′.
Podobně všichni koně ve stádu S′′ maj́ı podle indukčńıho předpokladu stejnou
barvu B′′. 2Dokážeme, že B′ = B′′, tedy že všichni koně ve stádu S maj́ı
stejnou barvu. To ale plyne z toho, že koně K2, . . . ,Kn paťŕı jak do stáda S′,
tak i do stáda S′′. 2 2

Ale to už je podvod! Vid́ıte, kde?
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3 Množiny, Relace a Funkce3 Množiny, Relace a Funkce

V p̌rehledu matematických formalismů informatiky se v této lekci zamě̌ŕıme na základńı

”
datové typy“ matematiky, tj. na množiny, relace a funkce. O množinách jste sice
zajisté slyšeli už na základńı škole, ale podstatou našeho p̌redmětu je uvést pověťsinou
neformálně známé pojmy na paťričnou formálńı úroveň nutnou pro teoretické základy
informatiky.

2

Stručný p̌rehled lekce

* Uvedeńı množin a operaćı množinového kalkulu.

* Některé vlastnosti množin, princip inkluze a exkluze.

* Relace a definice funkćı, základńı vlastnosti.

* Posloupnosti a rekurentńı vztahy.
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3.1 Pojem množiny3.1 Pojem množiny

* Co je vlastně množina?2
Na tuto otázku bohužel neńı zcela jednoduchá odpověd’. . .

• Naivńı pohled:
”
Množina je soubor prvk̊u a je svými prvky plně určena.“2

• Pozor, neńı skutečného rozd́ılu mezi
”
množinami“ a

”
prvky“.

Množiny mohou být prvky jiných množin!2

• Př́ıklady: ∅, {a, b}, {b, a}, {a, b, a}, {{a, b}}, {∅, {∅}, {{∅}}},
{x | x je liché přirozené č́ıslo}2

Značeńı: Počet prvk̊u (mohutnost) množiny A zapisujeme |A|.
• |∅| = 0, |{∅}| = 1, |{a, b, c}| = 3, |{{a, b}, c}| = 22

Značeńı množin a jejich prvk̊u:

• x ∈ M
”
x je prvkem množiny M“. 2

• některé vlastnosti a ∈ {a, b}, a 6∈ {{a, b}}, {a, b} ∈ {{a, b}},
• prázdná množina ∅, a 6∈ ∅, ∅ ∈ {∅}, ∅ 6∈ ∅,
• rovnost množin {a, b} = {b, a} = {a, b, a}, {a, b} 6= {{a, b}}.
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Definice: Množina A je podmnožinou množiny B, právě když každý prvek A
je prvkem B. Ṕı̌seme A ⊆ B nebo také B ⊇ A; ř́ıkáme také, že se jedná o
inkluzi. 2

• Plat́ı {a} ⊆ {a} ⊆ {a, b} 6⊆ {{a, b}}, ∅ ⊆ {∅},
• A ⊂ B právě když A ⊆ B a A 6= B (A je vlastńı podmnožinou B).2

Definice: Dvě množiny jsou si rovny A = B právě když A ⊆ B a B ⊆ A.

• Podle definice jsou množiny A a B stejné, maj́ı-li stejné prvky.2

• Důkaz rovnosti množin A = B má obvykle dvě části:
Odděleně se dokáž́ı inkluze A ⊆ B a B ⊆ A.
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Značeńı: Některé běžné množiny v matematice se znač́ı

∗ N = {0, 1, 2, 3, . . . } je množina přirozených č́ısel,

∗ Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . } je množina celých č́ısel,

∗ Z+ = {1, 2, 3, . . . } je množina celých kladných č́ısel,

∗ Q je množina racionálńıch č́ısel (zlomk̊u).

∗ R je množina reálných č́ısel. 2

Poznámka : Tyto uvedené č́ıselné množiny jsou vesměs nekonečné, na rozd́ıl od
konečných množin uvažovaných v p̌redchoźım

”
naivńım“ pohledu. 2

Pojem nekonečné množiny se p̌ŕımo v matematice objevil až teprve v 19. stolet́ı a
bylo s ńım spojeno několik paradox̊u ukazuj́ıćıch, že naivńı pohled na teorii množin pro
nekonečné množiny nedostačuje. My se k problematice nekonečných množin, Kantorově
větě a Russelově paradoxu vrát́ıme v závěru našeho p̌redmětu.
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3.2 Množinové operace3.2 Množinové operace

Definice: Sjednoceńı ∪ a pr̊unik ∩ dvou množin A,B definujeme

A ∪B = {x | x ∈ A nebo x ∈ B}2 ,

A ∩B = {x | x ∈ A a současně x ∈ B} .2

• Př́ıklady {a, b, c} ∪ {a, d} = {a, b, c, d}, {a, b, c} ∩ {a, d} = {a}. 2

• Vždy plat́ı
”
distributivita“ A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

a A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C). 2

Definice: Pro libovolný počet množin indexovaných pomoćı I rozš́ı̌reně
⋃

i∈I
Ai = {x | x ∈ Ai pro nějaké i ∈ I}2 ,

⋂
i∈I

Ai = {x | x ∈ Ai pro každé i ∈ I} .2

• Necht’ Ai = {2 · i} pro každé i ∈ N. Pak
⋃

i∈NAi je množina všech sudých
přirozených č́ısel.2

• Necht’ Bi = {x | x ∈ N, x ≥ i} pro každé i ∈ N. Pak
⋂

i∈NBi = ∅.
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Definice: Rozd́ıl \ a symetrický rozd́ıl ∆ dvou množin A,B definujeme

A \B = {x | x ∈ A a současně x 6∈ B}2 ,

A∆B =
(
A \B

)
∪
(
B \A

)
.2

• Př́ıklady {a, b, c} \ {a, b, d} = {c}, {a, b, c}∆{a, b, d} = {c, d}. 2

• Vždy plat́ı např́ıklad A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C) apod. 2

Definice: Necht’ A ⊆ M . Doplněk A vzhledem k M je množina A = M \ A.

• Jedná se o poněkud specifickou operaci, která muśı být vztažena vzhledem
k nosné množině M ! 2

• Je-li M = {a, b, c}, pak {a, b} = {c}. Je-li M = {a, b}, pak {a, b} = ∅. 2

• Vždy pro A ⊆ M plat́ı A = A (
”
dvoj́ı“ doplněk). 2

• Vždy pro A,B ⊆ M plat́ı A ∪B = A ∩B a A ∩B = A ∪B.
(Viz Vennovy diagramy.)
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Uspǒrádané dvojice a kartézský součin

Definice: Uspǒrádaná dvojice (a, b) je zadána množinou {{a}, {a, b}}.2

Fakt: Plat́ı (a, b) = (c, d) právě když a = c a současně b = d.2

Př́ıklad 3.1. Co je podle definice (a, a)?2

(a, a) = {{a}, {a, a}} = {{a}, {a}} = {{a}}. 2 2

Definice 3.2. Kartézský součin dvou množin A,B definujeme jako
množinu všech uspǒrádaných dvojic ze složek z A a B

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} .
2

• Př́ıklady {a, b} × {a} = {(a, a), (b, a)},
{c, d} × {a, b} = {(c, a), (c, b), (d, a), (d, b)}.2

• Plat́ı ∅ ×X = ∅ pro každou množinu X. 2

• Mnemotechnická pomůcka

|A×B| = |A| · |B| .
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Skládáńı součinu

Definice: Pro každé k ∈ N, k > 0 definujeme uspǒrádanou k-tici (a1, · · · , ak)
induktivně takto

– (a1) = a1,

– (a1, · · · , ai, ai+1) = ((a1, · · · , ai), ai+1).2

Fakt: Plat́ı (a1, · · · , ak) = (b1, · · · , bk) právě když ai = bi pro každé 1 ≤ i ≤ k.2

Definice kartézského součinu v́ıce množin: Pro každé k ∈ N definujeme

A1 × · · · ×Ak = {(a1, · · · , ak) | ai ∈ Ai pro každé 1 ≤ i ≤ k} .2

• Př́ıklad Z3 = Z× Z× Z = {(i, j, k) | i, j, k ∈ Z}.
• Co je A0?2 {∅}, nebot’ jediná uspǒrádaná 0-tice je právě prázdná ∅.

Poznámka : Podle uvedené definice neńı součin asociativńı, tj. obecně nemuśı platit,
že A× (B × C) = (A×B)× C.2

V matematické praxi je někdy výhodněǰśı uvažovat
”
upravenou“ definici, podle ńıž

součin asociativńı je. Pro účely této p̌rednášky neńı podstatné, k jaké definici se
p̌riklońıme. Prezentované definice a věty

”
funguj́ı“ pro obě varianty.
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Potenčńı množina

Definice 3.3. Potenčńı množina množiny A,
neboli množina všech podmnožin, je definovaná vztahem

2A = {B | B ⊆ A} .

2

• Plat́ı např́ıklad 2{a,b} = {∅, {a}, {b}, {a, b}},
• 2∅ = {∅}, 2{∅,{∅}} = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}},
• 2{a}×{a,b} = {∅, {(a, a)}, {(a, b)}, {(a, a), (a, b)}}.2

Věta 3.4. Počet prvk̊u potenčńı množiny splňuje |2A| = 2|A|.2

Důkaz: Stručně indukćı podle |A|: Pro A = ∅ plat́ı |2A| = |{∅}| = 1.

Pro každý daľśı prvek b 6∈ A rozděĺıme všechny podmnožiny A∪{b}
”
napolovic“

na ty neobsahuj́ıćı b a na ty obsahuj́ıćı b, tud́ıž

∣∣2A∪{b}∣∣ = 2 ·
∣∣2A

∣∣ = 2|A|+1 = 2|A∪{b}| .
2
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3.3 Porovnáváńı a určeńı množin3.3 Porovnáváńı a určeńı množin

Věta 3.5. Pro každé dvě množiny A,B ⊆ M plat́ı A ∪B = A ∩B. 2

Důkaz v obou směrech rovnosti.

• A ∪B ⊆ A ∩B: 2

∗ Pro x ∈ M plat́ı x ∈ A ∪B, právě když x 6∈ A ∪B, neboli když zároveň
x 6∈ A a x 6∈ B.

∗ To znamená x ∈ A a zároveň x ∈ B, z čehož vyplývá požadované
x ∈ A ∩B. 2

• A ∪B ⊇ A ∩B:

∗ Pro x ∈ M plat́ı x ∈ A∩B, právě když x ∈ A a zároveň x ∈ B, neboli
když zároveň x 6∈ A a x 6∈ B. 2

∗ To znamená x 6∈ A ∪B, z čehož vyplývá požadované x ∈ A ∪B.
2
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Věta 3.6. Pro každé ťri množiny A,B,C plat́ı

A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C) .2

Důkaz.

• A \ (B ∩ C) ⊆ (A \B) ∪ (A \ C):

∗ Je-li x ∈ A \ (B ∩C), pak x ∈ A a zároveň x 6∈ (B ∩ C),
neboli x 6∈ B nebo x 6∈ C.

∗ Pro prvńı možnost máme x ∈ (A \B), pro druhou x ∈ (A \ C).2

• Naopak A \ (B ∩ C) ⊇ (A \B) ∪ (A \ C):

∗ Je-li x ∈ (A \B) ∪ (A \ C), pak x ∈ (A \B) nebo x ∈ (A \ C).

∗ Pro prvńı možnost máme x ∈ A a zároveň x 6∈ B,
z čehož plyne x ∈ A a zároveň x 6∈ (B ∩C), a tud́ıž x ∈ A \ (B ∩C).2

∗ Druhá možnost je analogická.
2
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Charakteristický vektor (pod)množiny

V př́ıpadech, kdy všechny uvažované množiny jsou podmnožinami nějaké nosné
množiny X, což neńı neobvyklé v programátorských aplikaćıch, s výhodou
využijeme následuj́ıćı reprezentaci množin.

Definice: Mějme nosnou množinu X = {x1, x2, . . . , xn}. Pro A ⊆ X definu-
jeme charakteristický vektor χA jako

χA = (c1, c2, . . . , cn), kde ci = 1 pro xi ∈ A a ci = 0 jinak.2

• Plat́ı A = B právě když χA = χB .

• Množinové operace jsou realizovány
”
bitovými funkcemi“

sjednoceńı ∼ OR, pr̊unik ∼ AND, symetrický rozd́ıl ∼ XOR.
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Princip inkluze a exkluze

Tento důležitý a zaj́ımavý kombinatorický princip je někdy také nazýván
”
princip

zapojeńı a vypojeńı“.

Věta 3.7. Počet prvk̊u ve sjednoceńı dvou či ťŕı množin spoč́ıtáme:

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

|A ∪B ∪C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩C| − |B ∩C|+ |A ∩B ∩C|2

Všimněte si, že větu lze stejně tak využ́ıt k výpočtu počtu prvků v pr̊uniku množin. . .
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Př́ıklad 3.8. Z 1000 televiźı jich při prvńı kontrole na výrobńı lince má 5 vadnou
obrazovku, 10 je poškrábaných a 12 má jinou vadu. Přitom 3 televize maj́ı
současně všechny ťri vady a 4 jiné jsou poškrábané a maj́ı jinou vadu.
Kolik televiźı je celkem vadných? 2

Řešeńı: Dosazeńım |A| = 5, |B| = 10, |C| = 12, |A ∩B ∩ C| = 3, |A ∩B| =
3 + 0, |A ∩C| = 3 + 0, |B ∩ C| = 3 + 4 do Věty 3.7 zjist́ıme výsledek 17. 22

Poznámka . Jen stručně, bez důkazu a bližš́ıho vysvětleńı, si uvedeme obecnou formu
principu inkluze a exkluze:

∣∣∣∣∣∣

n⋃

j=1

Aj

∣∣∣∣∣∣
=

∑

∅6=I⊆{1,...,n}
(−1)|I|−1 ·

∣∣∣∣∣
⋂

i∈I

Ai

∣∣∣∣∣

(Jeho znalost nebude v p̌redmětu vyžadována.)
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3.4 Relace a funkce mezi (nad) množinami3.4 Relace a funkce mezi (nad) množinami

Daľśım důležitým základńım
”
datovým typem“ matematiky jsou relace, kterým

vzhledem k jejich rozsáhlému použit́ı v informatice věnujeme zvýšenou po-
zornost.

Definice 3.9. Relace mezi množinami A1, · · · , Ak, pro k ∈ N,
je libovolná podmnožina kartézského součinu

R ⊆ A1 × · · · ×Ak .2

Pokud A1 = · · · = Ak = A, hovǒŕıme o k-árńı relaci R na A. 2

Př́ıklady relaćı.

• {(1, a), (2, a)} je relace mezi {1, 2, 3} a {a, b}.
• {(i, 2 · i) | i ∈ N} je binárńı relace na N.2

• {(i, j, i + j) | i, j ∈ N} je ternárńı relace na N.

• {3 · i | i ∈ N} je unárńı relace na N.2

• Jaký význam vlastně maj́ı unárńı a nulárńı relace na A?
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Funkce mezi množinami

Definice 3.10. (Totálńı) funkce z množiny A do množiny B
je relace f mezi A a B taková, že pro každé x ∈ A existuje právě jedno y ∈ B
takové, že (x, y) ∈ f .2

Množina A se nazývá definičńı obor a množina B obor hodnot funkce f .

Neformálně řečeno, ve funkci f je každé
”
vstupńı“ hodnotě x p̌rǐrazena jednoznačně

”
výstupńı“ hodnota y.

(V obecné relaci počty
”
p̌rǐrazených“ dvojic neomezujeme. . . ) 2

Značeńı: Mı́sto (x, y) ∈ f ṕı̌seme obvykle f(x) = y.

Zápis f : A → B ř́ıká, že f je funkce s def. oborem A a oborem hodnot B.2

Funkćım se také ř́ıká zobrazeńı.

• Definujeme funkci f : N→ N předpisem f(x) = x+8. Tj. f = {(x, x+8) |
x ∈ N}.2

• Definujeme funkci plus : N×N→ N předpisem plus(i, j) = i+ j.
Tj. plus = {(i, j, i + j) | i, j ∈ N}.
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Definice: Pokud naš́ı definici funkce uprav́ıme tak, že požadujeme pro každé
x ∈ A nejvýše jedno y ∈ B takové, že (x, y) ∈ f , obdrž́ıme definici parciálńı
funkce z A do B.2

V parciálńı funkci p nemuśı být pro některé
”
vstupńı“ hodnoty x funkčńı hodnota

definována.

Pro nedefinovanou hodnotu použ́ıváme znak ⊥. 2

Daľśı př́ıklady funkćı.

• Definujeme parciálńı funkci f : Z→ N předpisem

f(x) =

{
3 + x jestliže x ≥ 0,
⊥ jinak.

Tj. f = {(x, 3 + x) | x ∈ N}. 2

• Také funkce f : R→ R daná běžným analytickým předpisem

f(x) =
√
x

je jen parciálńı – neńı definována pro x < 0.2

• Co je relace, přǐrazuj́ıćı lidem v ČR jejich rodná č́ısla?
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3.5 Posloupnosti a rekurentńı vztahy3.5 Posloupnosti a rekurentńı vztahy

Definice: Funkce p : N→ R se nazývá posloupnost.

Mimo
”
funkčńıho“ zápisu p(n) často použ́ıváme

”
indexovou“ formu zápisu pn.2

Poznámka : Obor hodnot posloupnosti může být i jiný než reálná č́ısla. Na posloupnost
se také d́ıváme jako na

”
sěrazeńı“ vybraných prvků z oboru hodnot, s povoleným

opakováńım hodnot (nemuśı být prostá). 2

Také def. obor posl. může zač́ınat od nuly nebo i od jedničky, jak je v aplikaćıch poťreba.

• Př́ıklady posloupnost́ı:

∗ p0 = 0, p1 = 2, . . . , pi = 2i, . . . je posloupnost sudých nezáporných č́ısel.2

∗ 3, 3.1, 3.14, 3.141, . . . je posloupnost postupných dekadických rozvoj̊u π.

∗ 1, −1, 1, −1, . . . je posloupnost určená vztahem pi = (−1)i, i ≥ 0. 2

∗ Pokud chceme stejnou posloupnost 1, −1, 1, −1, . . . zadat jako qi, i ≥ 1, tak
ji urč́ıme vzorcem qi = (−1)i−1. 2

• Posloupnost je rostoućı (či klesaj́ıćı), pokud pn+1 > pn ( pn+1 < pn ) pro
všechna n.
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Rekurentńı definice posloupnosti

Slovem rekurentńı označujeme takové definice (či popisy), které se v jistých
bodech odvolávaj́ı samy na sebe.

(Už jste se setkali s
”
rekurźı“ při programováńı? A v́ıte, co znamená?) 2

Ukázky rekurentńıch vztah̊u:

• Zadáme-li posloupnost pn vztahy p0 = 1 a pn = 2pn−1 pro n > 0, pak
plat́ı pn = 2n pro všechna n. 2

• Obdobně můžeme zadat posloupnost qn vztahy q1 = 1 a qn = qn−1 + n
pro n > 1. Potom plat́ı qn = 1

2n(n+ 1) pro všechna n.
Uměli byste toto dokázat indukćı? 2

• Známá Fibonacciho posloupnost je zadaná vztahy f1 = f2 = 1 a fn =
fn−1 + fn−2 pro n > 2.
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Př́ıklad 3.11. Posloupnost f je zadaná rekurentńı definićı

f(0) = 3 a f(n+ 1) = 2 · f(n) + 1

pro všechna přirozená n. Určete hodnotu f(n) vzorcem v závislosti na n. 2

Řešeńı: V prvńı fázi řešeńı takového př́ıkladu muśıme nějak
”
uhodnout“ hledaný

vzorec pro f(n). Jak? Zkuśıme vypoč́ıtat několik prvńıch hodnot a uvid́ıme. . .

f(1) = 2 · f(0) + 1 = 2 · 3 + 1 = 7

f(2) = 2 · f(1) + 1 = 2 · 7 + 1 = 15

f(3) = 2 · f(2) + 1 = 2 · 15 + 1 = 31

f(4) = 2 · f(3) + 1 = 2 · 31 + 1 = 632

Nepřipoḿınaj́ı nám tato č́ısla něco? Co ťreba posloupnost 8−1, 16−1, 32−1,
64 − 1. . . ? Bystrému čtená̌ri se již asi podǎrilo uhodnout, že půjde o mocniny
dvou sńıžené o 1. Přesněji, f(n) = 2n+2 − 1. 2

Ve druhé nesḿıme ale zapomenout správnost našeho
”
věštěńı“ dokázat, nejlépe

matematickou indukćı podle n. 2
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4 Relace a funkce, Ekvivalence4 Relace a funkce, Ekvivalence

Nyńı si podrobně rozebereme matematický aparát relaćı a funkćı, kterým se v jejich
abstraktńı podobě moc pozornosti v ďŕıvěǰśı výuce nevěnuje (na rozd́ıl od velmi naivńıho
pohledu na množiny a na

”
funkce“ jako x+ 1 či sinx).

2

Přitom na pojem relace velmi brzo naraźı každý informatik p̌ri studiu dat a databáźı.
Mimo to se nejčastěji setkáte s binárńımi relacemi; nap̌ŕıklad vždy, když rozdělujete
objekty podle

”
shodných“ znaků (relace ekvivalence), nebo když objekty mezi sebou

”
srovnáváte“ (relace uspǒrádáńı). 2

Stručný p̌rehled lekce

* Co je relace a funkce. Reprezentace relaćı tabulkou a grafem.

* Základńı vlastnosti binárńıch relaćı.

* Relace ekvivalence, j́ım odpov́ıdaj́ıćı rozklady množin.
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4.1 Relace a funkce nad množinami4.1 Relace a funkce nad množinami

Vedle množin daľśım důležitým základńım
”
datovým typem“ matematiky jsou

relace, kterým vzhledem k jejich rozsáhlému použit́ı v informatice věnujeme
významnou pozornost v této i dvou př́ı̌st́ıch lekćıch.

Definice 4.1. Relace mezi množinami A1, · · · , Ak, pro k ∈ N,
je libovolná podmnožina kartézského součinu

R ⊆ A1 × · · · ×Ak .2

Pokud A1 = · · · = Ak = A, hovǒŕıme o k-árńı relaci R na A. 2

Př́ıklady relaćı.

• {(1, a), (2, a)} je relace mezi {1, 2, 3} a {a, b}.
• {(i, 2 · i) | i ∈ N} je binárńı relace na N.2

• {(i, j, i + j) | i, j ∈ N} je ternárńı relace na N.

• {3 · i | i ∈ N} je unárńı relace na N.2

• Jaký význam vlastně maj́ı unárńı a nulárńı relace na A?
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Funkce mezi množinami

Definice 4.2. (Totálńı) funkce z množiny A do množiny B
je relace f mezi A a B taková, že pro každé x ∈ A existuje právě jedno y ∈ B
takové, že (x, y) ∈ f .2

Množina A se nazývá definičńı obor a množina B obor hodnot funkce f .

Neformálně řečeno, ve funkci f je každé
”
vstupńı“ hodnotě x p̌rǐrazena jednoznačně

”
výstupńı“ hodnota y. (V obecné relaci počty

”
p̌rǐrazených“ dvojic neomezujeme. . . )



Petr Hliněný, FI MU Brno 4 FI: IB000: Relace a funkce, Ekvivalence

Značeńı: Mı́sto (x, y) ∈ f ṕı̌seme obvykle f(x) = y.

Zápis f : A → B ř́ıká, že f je funkce s def. oborem A a oborem hodnot B.2

Funkćım se také ř́ıká zobrazeńı.

Př́ıklady funkćı jsou ťreba následuj́ıćı.

• Definujeme funkci f : N→ N předpisem f(x) = x+ 8.
Pak f = {(x, x + 8) | x ∈ N}.2

• Definujeme funkci plus : N×N→ N předpisem plus(i, j) = i+ j.
Pak plus = {(i, j, i + j) | i, j ∈ N}.
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Definice: Pokud naši Definici 4.2 uprav́ıme tak, že požadujeme pro každé x ∈ A
nejvýše jedno y ∈ B takové, že (x, y) ∈ f , obdrž́ıme definici parciálńı funkce
z A do B.2

V parciálńı funkci f nemuśı být pro některé
”
vstupńı“ hodnoty x funkčńı hodnota

definována (viz nap̌ŕıklad f(2) v uvedeném obrázku).

Pro nedefinovanou hodnotu použ́ıváme znak ⊥.
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Následuje několik př́ıkladů parciálńıch funkćı.

• Definujeme parciálńı funkci f : Z→ N předpisem

f(x) =

{
3 + x jestliže x ≥ 0,
⊥ jinak.

Tj. f = {(x, 3 + x) | x ∈ N}. 2

• Také funkce f : R→ R daná běžným analytickým předpisem

f(x) = log x

je jen parciálńı – neńı definována pro x ≤ 0.2

• Co je relace, přǐrazuj́ıćı lidem v ČR jejich (česká) rodná č́ısla?
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4.2 Reprezentace konečných relaćı4.2 Reprezentace konečných relaćı

Př́ıklad 4.3. Tabulky relačńı databáze.

Definujme následuj́ıćı množiny (
”
elementárńı typy“)

• ZNAK = {a, · · · , z, A, · · · , Z,mezera},
• CISLICE = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.2

Dále definujeme tyto množiny (
”
odvozené typy“)

• JMENO = ZNAK15, PRIJMENI = ZNAK20,

• VEK = CISLICE3,

• ZAMESTNANEC ∼ JMENO× PRIJMENI× VEK.2

Relaci
”
typu“ ZAMESTNANEC pak lze reprezentovat tabulkou:

JMENO PRIJMENI VEK
Jan Novák 42
Petr Vichr 28
Pavel Źıma 26
Stanislav Novotný 52

2

2

Poznámka : Relačńı datábáze je konečná množina tabulek. Schéma databáze je
(zjednodušeně řečeno) množina

”
typů“ jednotlivých tabulek.
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Reprezentace binárńıch relaćı na množině

Značeńı: Binárńı relaci R ⊆ M ×M lze jednoznačně znázornit jej́ım grafem:

• Prvky M znázorńıme jako body v rovině.

• Prvek (a, b) ∈ R znázorńıme jako orientovanou hranu (
”
šipku“) z a do b.

Je-li a = b, pak je touto hranou
”
smyčka“ na a.2

Pozor, nejedná se o
”
grafy funkćı“ známé z matematické analýzy.

Nap̌ŕıklad mějme M = {a, b, c, d, e, f} a R = {(a, b), (b, c), (b, d), (b, e), (b, f), (d, c),
(e, c), (f, c), (e, d), (e, f), (f, b)}, pak:

a
b

c

f

d

e

V př́ıpadě, že R je nekonečná nebo
”
velká“, může být reprezentace R jej́ım

grafem nepraktická (zálež́ı pak na ḿı̌re
”
pravidelnosti“ R).
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Značeńı: Binárńı relaci R ⊆ M × M lze jednoznačně zapsat také pomoćı
matice relace – matice A typu M ×M s hodnotami z {0, 1}.

a
b

c

f

d

e

→

a
b
c
d
e
f




0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 1
0 1 1 0 0 0




= A
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4.3 Vlastnosti binárńıch relaćı4.3 Vlastnosti binárńıch relaćı

Definice 4.4. Necht’ R ⊆ M ×M . Binárńı relace R je

• reflexivńı, právě když pro každé a ∈ M plat́ı (a, a) ∈ R;

s s 2

• ireflexivńı, právě když pro každé a ∈ M plat́ı (a, a) 6∈ R;

s sX X 2

• symetrická, právě když pro každé a, b ∈ M plat́ı, že jestliže (a, b) ∈ R,
pak také (b, a) ∈ R;

s sa b
2

• antisymetrická, právě když pro každé a, b ∈ M plat́ı, že jestliže
(a, b), (b, a) ∈ R, pak a = b;

s sX
a b
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• tranzitivńı, právě když pro každé a, b, c ∈ M plat́ı, že jestliže (a, b), (b, c) ∈
R, pak také (a, c) ∈ R.

s s sa b c

2

Následuj́ı dva základńı typy binárńıch relaćı; kde R je

• relace ekvivalence, právě když je R reflexivńı, symetrická a tranzitivńı;2

• částečné uspǒrádáńı, právě když je R reflexivńı, antisymetrická a tranzi-
tivńı (často ř́ıkáme jen uspǒrádáńı).2

Poznámka : Pozor, může být relace symetrická i antisymetrická zároveň? 2Ano!

s s s
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Př́ıklad 4.5. Několik př́ıklad̊u relaćı definovaných v přirozeném jazyce.

Necht’ M je množina všech student̊u 1. ročńıku FI. Uvažme postupně relace
R ⊆ M ×M definované takto

• (x, y) ∈ R právě když x a y maj́ı stejné rodné č́ıslo;2

• (x, y) ∈ R právě když x má stejnou výšku jako y (dejme t. na celé mm);2

• (x, y) ∈ R právě když výška x a y se nelǐśı v́ıce jak o 2 mm;2

• (x, y) ∈ R právě když x má alespoň takovou výšku jako y;2

• (x, y) ∈ R právě když x má jinou výšku než y (dejme tomu na celé mm);2

• (x, y) ∈ R právě když x je zamilován(a) do y.2
2

Př́ıklad 4.6. Jaké vlastnosti maj́ı následuj́ıćı relace?

• Bud’ R ⊆ N × N definovaná takto (x, y) ∈ R právě když x děĺı y.2
(Částečné uspǒrádáńı, ale ne každá dvě č́ısla jsou porovnatelná.)

• Bud’ R ⊆ N×N definovaná takto (x, y) ∈ R právě když x a y maj́ı stejný
zbytek po děleńı č́ıslem 5. 2(Ekvivalence.)

• Necht’ F = {f | f : N→ N} je množina funkćı. Bud’ R ⊆ F×F definovaná
takto (f, g) ∈ R právě když f(x) < g(x) pro všechna x. 2(Antisymetrická
a tranzitivńı, ale ne reflexivńı – neńı uspǒrádáńı.) 2
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4.4 Relace ekvivalence4.4 Relace ekvivalence

• Dle Definice 4.4 je relace R ⊆ M×M ekvivalence právě když R je reflexivńı,
symetrická a tranzitivńı. Tyto ťri vlastnosti je tedy ťreba ově̌rit k důkazu
toho, že daná relace R je ekvivalence.2

• Jak vypadá graf relace ekvivalence?2

• Neformálně řečeno; ekvivalence je relace R ⊆ M×M , taková, že (x, y) ∈ R
právě když x a y jsou v nějakém smyslu

”
stejné“.
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Př́ıklad 4.7. Necht’ M je množina všech student̊u 1. ročńıku FI. Uvažme pos-
tupně relace R ⊆ M ×M a zkoumejme, zda se jedná o ekvivalence:

• (x, y) ∈ R právě když x má stejnou výšku jako y;2

• (x, y) ∈ R právě když x má stejnou barvu vlas̊u jako y;2

• (x, y) ∈ R právě když x, y maj́ı stejnou výšku a stejnou barvu vlas̊u;2

• (x, y) ∈ R právě když x, y maj́ı stejnou výšku nebo stejnou barvu vlas̊u.2
(Tato posledńı relace obecně neńı ekvivalence ! Proč?)

2

Př́ıklad 4.8. Necht’ R ⊆ N×N je binárńı relace definovaná takto: (x, y) ∈ R
právě když |x− y| je dělitelné ťremi.

V jakém smyslu jsou zde x a y
”
stejné“? 2Dávaj́ı stejný zbytek po děleńı ťremi.

2

Př́ıklad 4.9. Bud’ R binárńı relace mezi všemi studenty na přednášce FI: IB000
definovaná takto: (x, y) ∈ R právě když x i y sed́ı v prvńı lavici. 2

Proč se v tomto př́ıpadě nejedná o relaci ekvivalence? 2

Protože neńı reflexivńı pro studenty sed́ıćı v daľśıch lavićıch. (Takže si dávejte
dobrý pozor na správné pochopeńı definic.) 2
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4.5 Rozklady a jejich vztah k ekvivalenćım4.5 Rozklady a jejich vztah k ekvivalenćım

Definice 4.10. Rozklad množiny. Necht’ M je množina.
Rozklad (na) M je množina podmnožin N ⊆ 2M splňuj́ıćı násl. ťri podḿınky:

• ∅ 6∈ N (tj. každý prvek N je neprázdná podmnožina M);

• pokud A,B ∈ N , pak bud’ A = B nebo A ∩B = ∅;
• ⋃

A∈N A = M .2

Prvk̊um N se také ř́ıká ťŕıdy rozkladu.

• Bud’ M = {a, b, c, d}. Pak N = {{a}, {b, c}, {d}} je rozklad na M .2

• Necht’ A0 = {k ∈ N | k mod 3 = 0}, A1 = {k ∈ N | k mod 3 = 1},
A2 = {k ∈ N | k mod 3 = 2}.
Pak N = {A0, A1, A2} je rozklad všech přirozených č́ısel N podle
zbytkových ťŕıd.2

Každý rozklad N na M jednoznačně určuje jistou ekvivalenci RN na M .
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Věta 4.11. Necht’ M je množina a N rozklad na M . Necht’ RN ⊆ M ×M je
relace na M definovaná takto

(x, y) ∈ RN právě když existuje A ∈ N taková, že x, y ∈ A.

Pak RN je ekvivalence na M .2

Důkaz: Dokážeme, že RN je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı (Def. 4.4).2

• Reflexivita: Bud’ x ∈ M libovolné. Jelikož N je rozklad na M , muśı existo-
vat A ∈ N takové, že x ∈ A (jinak spor se ťret́ı podḿınkou z Definice 4.10).
Proto (x, x) ∈ RN , tedy RN je reflexivńı.2

• Symetrie: Necht’ (x, y) ∈ RN . Podle definice RN pak existuje A ∈ N
taková, že x, y ∈ A. To ale znamená, že také (y, x) ∈ RN podle definice
RN , tedy RN je symetrická.2

• Tranzitivita: Necht’ (x, y), (y, z) ∈ RN . Podle definice RN existuj́ı A,B ∈
N takové, že x, y ∈ A a y, z ∈ B. Jelikož A∩B 6= ∅, podle druhé podḿınky
z Definice 4.10 plat́ı A = B. Tedy x, z ∈ A = B, proto (x, z) ∈ RN podle
definice RN .

2
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Každá ekvivalence R na M naopak jednoznačně určuje jistý rozklad M/R na M .

Věta 4.12. Necht’ M je množina a R ekvivalence na M . Pro každé x ∈ M
definujeme množinu

[x] = {y ∈ M | (x, y) ∈ R} .
Pak {[x] | x ∈ M} je rozklad na M , který znač́ıme M/R.2

M
[a]

[c] [d]

[b] [e]

[f ]

[h]

[g]

Důkaz: Dokážeme, že M/R splňuje podḿınky Definice 4.10.
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M
[a]

[c] [d]

[b] [e]
[f ]

[h]

[g]

• Pro každé [x] ∈ M/R plat́ı [x] 6= ∅, nebot’ x ∈ [x].2

• Necht’ [x], [y] ∈ M/R. Ukážeme, že pokud [x] ∩ [y] 6= ∅, pak [x] = [y]. 2

Jestliže [x] ∩ [y] 6= ∅, existuje z ∈ M takové, že z ∈ [x] a z ∈ [y]. Podle
definice [x] a [y] to znamená, že (x, z), (y, z) ∈ R. Jelikož R je symetrická a
(y, z) ∈ R, plat́ı (z, y) ∈ R. Jelikož (x, z), (z, y) ∈ R a R je tranzitivńı, plat́ı
(x, y) ∈ R. Proto také (y, x) ∈ R (opět ze symetrie R). 2Nyńı dokážeme,
že [y] = [x]:
∗

”
[x] ⊆ [y]“: Necht’ v ∈ [x]. Pak (x, v) ∈ R podle definice [x]. Dále (y, x) ∈

R (viz výše), tedy (y, v) ∈ R nebot’ R je tranzitivńı. To podle definice [y]
znamená, že v ∈ [y].2

∗
”
[y] ⊆ [x]“: Necht’ v ∈ [y]. Pak (y, v) ∈ R podle definice [y]. Dále (x, y) ∈

R (viz výše), tedy (x, v) ∈ R nebot’ R je tranzitivńı. To podle definice [x]
znamená, že v ∈ [x].2

• Plat́ı
⋃

[x]∈M/R[x] = M , nebot’ x ∈ [x] pro každé x ∈ M . 2
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5 Uspǒrádané množiny, Uzávěry5 Uspǒrádané množiny, Uzávěry

V této lekci dále pokračujeme prob́ıráńım binárńıch relaćı na množinách jako
nástroj̊u vyjaďruj́ıćıch vztahy mezi objekty. Zamě̌rujeme se nyńı p̌redevš́ım na relace

”
srovnávaj́ıćı“ objekty podle jejich vlastnost́ı. Takto vágně opsané relace ḿıvaj́ı jasné
společné znaky, které se objevuj́ı ve formálńı definici relace uspǒrádáńı.

2

Stručný p̌rehled lekce

* Uspǒrádané množiny a relevantńı pojmy k uspǒrádáńı.

* Hasseovské diagramy uspǒrádaných množin.

* Uzávěry relaćı – jak danou relaci
”
obohatit“ o zvolenou vlastnost.
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Vlastnosti binárńıch relaćı, zopakováńı

Necht’ R ⊆ M ×M . Binárńı relace R je

• reflexivńı, právě když pro každé a ∈ M plat́ı (a, a) ∈ R;s s
• ireflexivńı, právě když pro každé a ∈ M plat́ı (a, a) 6∈ R;

s sX X 2

• symetrická, právě když pro každé a, b ∈ M plat́ı, že jestliže (a, b) ∈ R, pak
také (b, a) ∈ R; s s

• antisymetrická, právě když pro každé a, b ∈ M plat́ı, že jestliže
(a, b), (b, a) ∈ R, pak a = b; s sX

2

• tranzitivńı, právě když pro každé a, b, c ∈ M plat́ı, že jestliže (a, b), (b, c) ∈
R, pak také (a, c) ∈ R. s s sa b c
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5.1 Uspǒrádané množiny5.1 Uspǒrádané množiny

• Relace R ⊆ M×M je (částečné) uspǒrádáńı právě když R je reflexivńı, an-
tisymetrická a tranzitivńı. 2Tyto ťri vlastnosti je tedy ťreba ově̌rit k důkazu
toho, že daná relace R je uspǒrádáńı.2

• Neformálně řečeno: uspǒrádáńı je taková relace R ⊆ M×M , kde (x, y) ∈ R
právě když x je v nějakém smyslu

”
menš́ı nebo rovno“ než y. 2

Mohou ovšem existovat taková x, y ∈ M , kde neplat́ı (x, y) ∈ R ani
(y, x) ∈ R. (Pak ř́ıkáme, že x a y jsou nesrovnatelné.)2

• Zajisté jste se již neformálně setkali s
”
neostrým“ uspǒrádáńım č́ısel ≤

a
”
ostrým“ uspǒrádáńım < . 2Všimněte si dobře, že námi definované

uspǒrádáńı je vždy
”
neostré“.

Avšak pokud byste chtěli definovat
”
ostré“ uspǒrádáńı, mělo by vlastnosti

ireflexivńı, antisymetrické a tranzitivńı. (Př́ılǐs se však toto nepouž́ıvá.)
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• Jak názorně zobrazit (částečné) uspǒrádáńı?
Př́ıklad zjednodušeného zakresleńı (jsou vynechány šipky vyplývaj́ıćı z re-
flexivity a tranzitivity, viz Odd́ıl 5.3):

Všimněte si, že je zvykem
”
větš́ı“ prvky kreslit nad ty

”
menš́ı“.
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Definice 5.1. Uspǒrádaná množina je dvojice (M,⊑),
kde M je množina a ⊑ je (částečné) uspǒrádáńı na M .2

Definice: Uspǒrádáńı R na M je lineárńı (nebo také úplné), pokud každé dva
prvky M jsou v R srovnatelné.2

Bud’ M množina všech student̊u 1. ročńıku FI. Uvažme postupně relace
uspǒrádáńı R ⊆ M ×M definované následovně (jsou to vždy uspǒrádáńı?):

• (x, y) ∈ R právě když x má alespoň takovou výšku jako y;2

• (x, y) ∈ R právě když y má alespoň takovou výšku jako x;2

• (x, y) ∈ R právě když x a y maj́ı stejné rodné č́ıslo. 2

Daľśı ukázky uspǒrádaných množin následuj́ı zde:

• (N,≤) je lineárně uspǒrádaná množina, kde ≤ má
”
obvyklý“ význam.2

• (N, | ), kde | je relace dělitelnosti, je uspǒrádaná množina. Toto uspǒrádáńı
neńı lineárńı.2

• Bud’ M množina. Pak (2M ,⊆) je uspǒrádaná množina (̌ŕıkáme inkluźı).
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Př́ıklad 5.2. Uspǒrádáńı
”
po složkách“.

Necht’ (A,≤A) a (B,≤B) jsou uspǒrádané množiny. Definujme binárńı relaci ⊑ na
A×B p̌redpisem

(a, b) ⊑ (a′, b′) právě když a ≤A a′ a b ≤B b′.

Pak (A×B,⊑) je uspǒrádaná množina. Toto usp. se nazývá
”
po složkách“.2 2

Př́ıklad 5.3. Lexikografické uspǒrádáńı.

Necht’ (A,≤A) a (B,≤B) jsou uspǒrádané množiny. Definujme binárńı relaci � na
A×B p̌redpisem

(a, b) � (a′, b′) právě když bud’ a ≤A a′ a a 6= a′, nebo a = a′ a b ≤B b′.

Pak (A × B,�) je uspǒrádaná množina. Nav́ıc pokud ≤A i ≤B jsou lineárńı, je i �
lineárńı. Toto uspǒrádáńı se nazývá lexikografické.2 2

Fakt: Jsou-li (A1,≤1), · · · , (An,≤n) uspǒrádané množiny, kde n ≥ 2, pak
množinu A1 × · · · ×An lze uspǒrádat po složkách nebo lexikograficky.

Všimněte si, že ťreba lexikograficky se řad́ı slova ve slovńıku. . .
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5.2 Daľśı pojmy uspǒrádaných množin5.2 Daľśı pojmy uspǒrádaných množin

Definice 5.4. Bud’ (M,⊑) uspǒrádaná množina.

• x ∈ M je minimálńı právě když pro každé y ∈ M plat́ı, že jestliže y ⊑ x,
pak x ⊑ y.
(Tj. x je minimálńı právě když neexistuje žádný prvek osťre menš́ı než x.)s

sX
x

2

• x ∈ M je maximálńı právě když pro každé y ∈ M plat́ı, že jestliže x ⊑ y,
pak y ⊑ x.
(Tj. x je maximálńı právě když neexistuje žádný prvek osťre větš́ı než x.)2

• x ∈ M je nejmenš́ı právě když pro každé y ∈ M plat́ı, že x ⊑ y.s s s
s

x
2

• x ∈ M je největš́ı právě když pro každé y ∈ M plat́ı, že y ⊑ x.
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• x ∈ M pokrývá y ∈ M právě když x 6= y, y ⊑ x a neexistuje žádné
z ∈ M takové, že x 6= z 6= y a y ⊑ z ⊑ x.s

s
sx

y

X
2

• x ∈ M je dolńı závora (mez) množiny A ⊆ M právě když x ⊑ y pro každé
y ∈ A.

s
x

y ∈ A

• x ∈ M je horńı závora (mez) množiny A ⊆ M právě když y ⊑ x pro
každé y ∈ A.
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• x ∈ M je infimum množiny A ⊆ M právě když x je největš́ı dolńı závora
množiny A.

s
A

• x ∈ M je supremum množiny A ⊆ M , právě když x je nejmenš́ı horńı
závora množiny A.2

• A ⊆ M je řetězec v uspǒrádáńı ⊑ právě když (A,⊑) je lineárně
uspǒrádaná množina.

s
s
s
s

2

Pozor! Některé uvedené definice maj́ı dosti
”
netriviálńı chováńı“ na nekonečných

množinách. Proto je budeme obvykle uvažovat jen nad konečnými množinami. . .
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Relace p̌reduspǒrádáńı

Definice: Relace R ⊆ M ×M je předuspǒrádáńı (také kvaziuspǒrádáńı, nebo
polouspǒrádáńı) právě když R je reflexivńı a tranzitivńı.2

Rozd́ıl mezi uspǒrádáńım a p̌reduspǒrádáńım je (neformálně řečeno!) v tom, že u
p̌reduspǒrádáńı srovnáváme prvky podle kritéria, které neńı pro daný prvek jedinečné.
V p̌reduspǒrádáńı takto mohou vznikat

”
cykly“. 2

Tvrzeńı 5.6. Je-li ⊑ předuspǒrádáńı na M , můžeme definovat relaci ∼ na M
předpisem

x ∼ y právě když x ⊑ y a y ⊑ x.

Pak ∼ je ekvivalence na M , která se nazývá jádro předuspǒrádáńı ⊑.2

Na rozkladu M/ ∼ pak lze zavést relaci � definovanou takto

[x] � [y] právě když x ⊑ y.

Pak (M/ ∼, �) je uspǒrádaná množina. 2

Pro ukázku si vezměme relaci dělitelnosti na Z. Pak ťreba −2 ∼ 2.
Jádrem zde jsou dvojice č́ısel stejné absolutńı hodnoty.



Petr Hliněný, FI MU Brno 11 FI: IB000: Uspǒrádané množiny, Uzávěry

Tvrzeńı 5.6. Je-li ⊑ předuspǒrádáńı na M , můžeme definovat relaci ∼ na M
předpisem

x ∼ y právě když x ⊑ y a y ⊑ x.

Pak ∼ je ekvivalence na M , která se nazývá jádro předuspǒrádáńı ⊑.2

Na rozkladu M/ ∼ pak lze zavést relaci � definovanou takto

[x] � [y] právě když x ⊑ y.

Pak (M/ ∼, �) je uspǒrádaná množina. 2

Důkaz (náznak): Tranzitivita a reflexivita relace ∼ vyplývá z tranzitivity a re-
flexivity relace ⊑. Symetrie ∼ pak je př́ımým důsledkem jej́ı definice. Tud́ıž ∼
skutečně je relaćı ekvivalence a M/ ∼ je platný rozklad.

Tranzitivita a reflexivita relace � se opět děd́ı z relace ⊑. Jej́ı antisymetrie
vyplývá následuj́ıćı úvahou: Pokud [x] � [y] a [y] � [x], pak podle naš́ı definice
x ⊑ y a y ⊑ x, neboli x ∼ y a [x] = [y] podle definice ťŕıd rozkladu. Pozor,
nejdůležitěǰśı část́ı této větve důkazu je však ještě zdůvodnit, že naše podaná
definice vztahu [x] � [y] je korektńı, což znamená, že jej́ı platnost nezáviśı na
konkrétńı volbě reprezentant̊u x z [x] a y z [y]. 2
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5.3 Hasseovské diagramy5.3 Hasseovské diagramy

Motivace: tzv. Hasseovské diagramy uspǒrádaných množin jsou přehledněǰśı než
grafy relaćı. Např́ıklad si srovnejte:

2

Definice: Hasseovský diagram konečné uspǒrádané množiny (M,⊑) je (jed-
noznačné) grafické znázorněńı vzniklé takto:

– Do prvńı
”
horizontálńı vrstvy“ zakresĺıme body odpov́ıdaj́ıćı mininálńım

prvk̊um (M,⊑). (Tj. které nepokrývaj́ı nic.)2

– Máme-li již zakreslenu
”
vrstvu“ i, pak do

”
vrstvy“ i + 1 (která je

”
nad“

vrstvou i) zakresĺıme všechny nezakreslené prvky, které pokrývaj́ı pouze
prvky

”
vrstev“ ≤ i. Pokud prvek x

”
vrstvy“ i+1 pokrývá prvek y

”
vrstvy“

≤ i, spoj́ıme x a y neorientovanou hranou (tj.
”
čárou“).
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Př́ıklad 5.7. Relaci dělitelnosti na množině {1, 2, . . . , 12} zakresĺıme:

2

2

Jak vid́ıme, v Hasseově diagramu
”
vynecháváme“ ty hrany relace ⊑, které

vyplývaj́ı z reflexivity či tranzitivity. To celý obrázek výrazně zpřehledńı, a přitom
nedocháźı ke ztrátě informace.

Lze vynechat i šipky na hranách, nebot’ dle definice všechny ḿı̌ŕı
”
vzhůru“.

Také pojem
”
vrstvy“ v definici je jen velmi neformálńı, důležité je, že větš́ı

(pokrývaj́ıćı) prvky jsou nad menš́ımi (pokrývanými).
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5.4 Uzávěry relaćı5.4 Uzávěry relaćı

Bud’ V (nějaká) vlastnost binárńıch relaćı. Řekneme, že V je uzav́ıratelná,
pokud splňuje následuj́ıćı podḿınky:

– Pro každou množinu M a každou relaci R ⊆ M×M existuje alespoň jedna
relace S ⊆ M ×M , která má vlastnost V a pro kterou plat́ı R ⊆ S.

– Necht’ I je množina a necht’ Ri ⊆ M ×M je relace maj́ıćı vlastnost V pro
každé i ∈ I. Pak relace

⋂
i∈I Ri má vlastnost V .2

Fakt: Libovolná kombinace vlastnost́ı reflexivita, symetrie, tranzitivita je
uzav́ıratelná vlastnost.

Antisymetrie neńı uzav́ıratelná vlastnost. 2

Věta 5.8. Necht’ V je uzav́ıratelná vlastnost binárńıch relaćı. Bud’ M množina
a R libovolná binárńı relace na M . Pak pro množinu všech relaćı S ⊇ R na
M maj́ıćıch vlastnost V existuje infimum RV (vzhledem k množinové inkluzi),
které samo má vlastnost V .

Tuto
”
nejmenš́ı“ relaci RV s vlastnost́ı V nazýváme V -uzávěr relace R.
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Tvrzeńı 5.9. Bud’ R binárńı relace na M .

• Reflexivńı uzávěr R je přesně relace R ∪ {(x, x) | x ∈ M}.2
• Symetrický uzávěr R je přesně relace

↔
R= {(x, y) | (x, y) ∈ R nebo (y, x) ∈ R}.2

Bud’ T funkce, která pro každou binárńı relaci S vrát́ı relaci

T (S) = S ∪ {(x, z) | existuje y takové, že (x, y), (y, z) ∈ S}

a T i = T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸
i

budiž i-krát iterovaná aplikace funkce T . 2

• Tranzitivńı uzávěr R je přesně relace R+ =
⋃∞

i=1 T i(R).2

• Reflexivńı a tranzitivńı uzávěr R je přesně relace R∗ =
⋃∞

i=1 T i(Q), kde
Q je reflexivńı uzávěr R.2

• Reflexivńı, symetrický a tranzitivńı uzávěr R (tj. nejmenš́ı ekvivalence ob-

sahuj́ıćı R) je přesně relace (
↔
Q)+, kde Q je reflexivńı uzávěr R.
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Význam reflexivńıch a symetrických uzávěr̊u je z předchoźıho docela žrejmý.

Význam tranzitivńıho uzávěru R+ je následovný: Do R+ přidáme všechny ty
dvojice (x, z) takové, že v R se lze

”
dostat po šipkách“ z x do z. Nakreslete si to

na paṕır pro nějakou jednoduchou relaci, abyste význam tranzitivńıho uzávěru
lépe pochopili.

A jak bylo dř́ıve řečeno, antisymetrický uzávěr relace prostě nemá smysl.

Bud’ R ⊆ N×N definovaná takto: R = {(i, i + 1) | i ∈ N}. Pak R∗ je běžné
lineárńı uspǒrádáńı ≤ přirozených č́ısel.
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6 Skládáńı relaćı a funkćı6 Skládáńı relaćı a funkćı

Vrat’me se nyńı k látce Lekce 3. Z jej́ıho pokročilého obsahu jsme doposud velmi detailně
prob́ırali relace a jejich jednotlivé vlastnosti. Nyńı se pod́ıvejme, jak lze relace mezi
sebou

”
skládat“, což je nap̌ŕıklad základńı technika práce s relačńımi databázemi.

datum let letadlo

5.11. OK535 ČSA
5.11. AF2378 ČSA
5.11. DL5457 ČSA
6.11. OK535 AirFrance
6.11. AF2378 AirFrance

◦
pasažér datum let
Petr 5.11. OK535
Pavel 6.11. OK535
Jan 5.11. AF2378
Josef 5.11. DL5457
Alena 6.11. AF2378

=
pasažér letadlo

Petr ČSA
Josef ČSA
. . . . . .

2

Je však i jiné ḿısto, kde jste se zajisté se skládáńım relaćı setkali – jedná se o skládáńı
funkćı. Jak nap̌ŕıklad spoč́ıtáte na kalkulačce výsledek složitěǰśıho vzorce? 2

Stručný p̌rehled lekce

* Přehled základńıch vlastnost́ı funkćı.

* Inverzńı relace a skládáńı (binárńıch) relaćı, p̌ŕıklady.

* Skládáńı funkćı (coby relaćı), speciálně aplikováno na permutace.

* Induktivńı definice množin a funkćı.
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Zopakováńı relaćı a funkćı

• Relace mezi množinami A1, · · · , Ak, pro k ∈ N, je libovolná podmnožina
kartézského součinu

R ⊆ A1 × · · · ×Ak .

Pokud A1 = · · · = Ak = A, hovǒŕıme o k-árńı relaci R na A. 2

• (Totálńı) funkce z množiny A do množiny B je relace f mezi A a B taková,
že pro každé x ∈ A existuje právě jedno y ∈ B takové, že (x, y) ∈ f .2

∗ Množina A se nazývá definičńı obor a množina B obor hodnot funkce f .
Funkćım se také ř́ıká zobrazeńı.

∗ Mı́sto (x, y) ∈ f ṕı̌seme obvykle f(x) = y. Zápis

f : A → B

ř́ıká, že f je funkce s def. oborem A a oborem hodnot B. 2

• Pokud naš́ı definici funkce uprav́ıme tak, že požadujeme pro každé x ∈ A
nejvýše jedno y ∈ B takové, že (x, y) ∈ f , obdrž́ıme definici parciálńı
funkce z A do B.
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6.1 Vlastnosti funkćı6.1 Vlastnosti funkćı

Definice: Funkce f : A → B je

– injektivńı (nebo také prostá) právě když pro každé x, y ∈ A, x 6= y plat́ı,
že f(x) 6= f(y);2

– surjektivńı (nebo také
”
na“) právě když pro každé y ∈ B existuje x ∈ A

takové, že f(x) = y;2

– bijektivńı (vzáj. jednoznačná) právě když je injektivńı a souč. surjektivńı.2

Ukázky vlastnost́ı funkćı.

• Funkce plus : N×N→ N je surjektivńı, ale neńı prostá.2

• Funkce g : Z→ N daná předpisem

g(x) =

{
−2x− 1 jestliže x < 0,
2x jinak

je bijektivńı.2

• Funkce ∅ : ∅ → ∅ je bijektivńı.2

• Funkce ∅ : ∅ → {a, b} je injektivńı, ale neńı surjektivńı.
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6.2 Inverzńı relace a skládáńı relaćı6.2 Inverzńı relace a skládáńı relaćı

Definice: Necht’ R ⊆ A × B je binárńı relace mezi A a B. Inverzńı relace k
relaci R se znač́ı R−1 a je definována takto:

R−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ R}
(R−1 je tedy relace mezi B a A.)2

Př́ıklady inverźı pro relace–funkce.

• Inverźı bijektivńı funkce f(x) = x+ 1 na Z je funkce f−1(x) = x− 1.2

• Inverźı prosté funkce f(x) = ex na R je parciálńı funkce f−1(x) = lnx.2

• Funkce g(x) = x mod 3 neńı prostá na N, a proto jej́ı inverźı je
”
jen“ relace

g−1 = {(a, b) | a = b mod 3}.
Konkrétně g−1 = {(0, 0), (0, 3), (0, 6), . . . , (1, 1), (1, 4), . . . , (2, 2), (2, 5), . . .}. 2

Tvrzeńı 6.1. Mějme funkci f : A → B. Pak jej́ı inverzńı relace f−1 je

a) parciálńı funkce právě když f je prostá, 2

b) funkce právě když f je bijektivńı.

Důkaz vyplývá př́ımo z definic funkce a inverze relace. 2
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Definice 6.2. Složeńı (kompozice) relaćı R a S.
Necht’ R ⊆ A × B a S ⊆ B × C jsou binárńı relace. Složeńı relaćı R a S
(v tomto pǒrad́ı!) je relace S ◦R ⊆ A× C definovaná takto:

S ◦R = {(a, c) | existuje b ∈ B takové, že (a, b) ∈ R, (b, c) ∈ S}2
Složeńı relaćı čteme

”
R složeno s S“ nebo (pozor na pǒrad́ı!)

”
S po R“. 2

Př́ıklady skládáńı relaćı.

• Je-li

∗ A = {a, b}, B = {1, 2}, C = {X},
∗ R = {(a, 1), (b, 1), (b, 2)}, S = {(1, X)},

pak složeńım vznikne relace

∗ S ◦R = {(a,X), (b,X)}. 2
• Složeńım funkćı h(x) = x2 a f(x) = x+ 1 na R vznikne funkce

f ◦ h (x) = f(h(x)) = x2 + 1.2

• Složeńım těchže funkćı
”
naopak“ ale vznikne funkce h◦f (x) = h(f(x)) = (x+1)2.2

Poznámka : Nep̌ŕıjemné je, že v některých oblastech matematiky (nap̌ŕıklad v algeb̌re
p̌ri skládáńı zobrazeńı) se setkáme s právě opačným zápisem skládáńı, kdy se ḿısto
S ◦R ṕı̌se R · S nebo jen RS.
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6.3 Skládáńı relaćı
”
v praxi“6.3 Skládáńı relaćı

”
v praxi“

Př́ıklad 6.3. Skládáńı v relačńı databázi student̊u, jejich předmět̊u a fakult.

Mějme dvě binárńı relace – jednu R přǐrazuj́ıćı student̊um MU kódy jejich
zapsaných předmět̊u, druhou S přǐrazuj́ıćı kódy předmět̊u jejich matěrským
fakultám.

R :

student (učo) p̌redmět (kód)
121334 MA010
133935 M4135
133935 IA102
155878 M1050
155878 IB000

S :

p̌redmět (kód) fakulta MU
MA010 FI
IB000 FI
IA102 FI
M1050 PřF
M4135 PřF

2

Jak z těchto
”
tabulkových“ relaćı zjist́ıme, ktěŕı studenti maj́ı zapsané předměty

na kterých fakultách (ťreba na FI)? 2
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Jedná se jednoduše o složeńı relaćı S ◦R. V našem př́ıkladě ťreba:

S ◦R :

student (učo) fakulta MU
121334 FI
133935 FI
133935 PřF
155878 FI
155878 PřF 2
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Zobecněné skládáńı relaćı

Fakt (skládáńı relaćı vyš̌śı arity): Mějme relace T ⊆ K1 × K2 × · · · × Kk

a U ⊆ L1 × L2 × · · · × Lℓ, přičemž pro nějaké m < min(k, ℓ) plat́ı L1 =
Kk−m+1, L2 = Kk−m+2, . . . , Lm = Kk. 2Pak relaci T lze složit s relaćı U na
zvolených m složkách L1, . . . , Lm (

”
překryt́ı“) s použit́ım Definice 6.2 takto:

• Položme A = K1×· · ·×Kk−m, B = L1×· · ·×Lm a C = Lm+1×· · ·×Lℓ.

• Př́ıslušné relace pak jsou

∗ R = {(~a,~b) ∈ A×B | (a1, . . . ak−m, b1, . . . bm) ∈ T} a

∗ S = {(~b,~c) ∈ B × C | (b1, . . . bm, cm+1, . . . cℓ) ∈ U}. 2

• Nakonec přirozeně položme U ◦m T ≃ S ◦R, takže vyjde U ◦m T =
{
(~a,~c) | ex. ~b ∈ B, že (a1, . . . ak−m, b1, . . . bm) ∈ T a (b1, . . . bm, cm+1, . . . cℓ) ∈ U

}
.

Schematicky pro snažš́ı orientaci:

T ⊆ K1 × · · · ×Kk−m× Kk−m+1 × · · · ×Kk

U ⊆ L1 × · · · × Lm ×Lm+1 × · · · × Lℓ

U ◦m T ⊆ K1 × · · · ×Kk−m︸ ︷︷ ︸
A

× ︸ ︷︷ ︸
B

×Lm+1 × · · · × Lℓ︸ ︷︷ ︸
C
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Př́ıklad 6.4. Skládáńı v relačńı databázi pasažér̊u a let̊u u leteckých společnost́ı.

Pod́ıvejme se na př́ıklad hypotetické rezervace let̊u pro cestuj́ıćı, relace T .
Jak známo (tzv. codeshare), letecké společnosti si mezi sebou

”
děĺı“ ḿısta v

letadlech, takže r̊uzné lety (podle kódů) jsou ve skutečnosti realizovány stejným
letadlem jedné ze společnost́ı. To zase ukazuje relace U .

T :

pasažér datum let
Petr 5.11. OK535
Pavel 6.11. OK535
Jan 5.11. AF2378
Josef 5.11. DL5457
Alena 6.11. AF2378

U :

datum let letadlo

5.11. OK535 ČSA
5.11. AF2378 ČSA
5.11. DL5457 ČSA
6.11. OK535 AirFrance
6.11. AF2378 AirFrance

2

Ptáme-li se nyńı, setkaj́ı se Petr a Josef na palubě stejného letadla? Př́ıpadně,
č́ı letadlo to bude? Odpovědi nám dá zase složeńı relaćı U ◦2 T , jak je posáno
výše.

U ◦2 T :

pasažér letadlo

Petr ČSA
Josef ČSA
. . . . . .

2

Zkuste se zamyslet, lze tyto dvě relace skládat ještě jinak? Co by pak bylo
významem? 2
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6.4 Skládáńı funkćı, permutace6.4 Skládáńı funkćı, permutace

Fakt: Mějme zobrazeńı (funkce) f : A → B a g : B → C. Pak jejich složeńım
coby relaćı v tomto pǒrad́ı vznikne zobrazeńı (g ◦ f) : A → C definované

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) .2

• Jak nap̌ŕıklad na běžné kalkulačce vypočteme hodnotu funkce sin2 x ? 2

Slož́ıme (v tomto pǒrad́ı)
”
elementárńı“ funkce f(x) = sinx a g(x) = x2. 2

• Jak bychom na
”
elementárńı“ funkce rozložili aritmetický výraz 2 log(x2 +1) ? 2

Ve správném pǒrad́ı slož́ıme funkce f1(x) = x2, f2(x) = x+ 1, f3(x) = log x a
f4(x) = 2x. 2

• A jak bychom obdobně vyjáďrili složeńım funkćı aritmetický výraz sinx+ cosx ?
Opět je odpověd’ p̌ŕımočará, vezmeme

”
elementárńı“ funkce g1(x) = sinx a

g2(x) = cosx, a pak je
”
slož́ıme“ daľśı funkćı h(x, y) = x+ y. 2

Vid́ıme však, že takto pojaté
”
skládáńı“ už nezapadá hladce do našeho formalismu

skládáńı relaćı.



Petr Hliněný, FI MU Brno 11 FI: IB000: Skládáńı a Funkce

Skládáńı permutaćı

Definice: Necht’ permutace π množiny {1, 2, . . . , n} je určena sěrazeńım jej́ıch
prvk̊u (p1, . . . , pn). Pak π je zároveň bijektivńım zobrazeńım {1, . . . , n} →
{1, . . . , n} definovaným předpisem π(i) = pi. 2

Tud́ıž lze permutace skládat jako relace podle Definice 6.2. 2

Poznámka : Všechny permutace množiny {1, 2, . . . , n} spolu s operaćı skládáńı tvǒŕı
grupu, zvanou symetrická grupa Sn.

Permutačńı grupy (podgrupy symetrické grupy) jsou velice důležité v algeb̌re, nebot’

každá grupa je vlastně isomorfńı některé permutačńı grupě. 2

Př́ıkladem permutace vyskytuj́ıćım se v programátorské praxi je ťreba zobrazeńı
i 7→ (i+1) mod n (“inkrement”). 2Často se ťreba lze setkat (aniž si to mnohdy
uvědomujeme) s permutacemi při indexaci prvk̊u poĺı.
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V kontextu pohledu na funkce a jejich skládáńı coby relaćı si zavedeme jiný,
názorněǰśı, způsob zápisu permutaćı – pomoćı jejich cykl̊u.

s s
s

s s
ss

s
.

.

1 5

6

2 3

48

7
2

Definice: Necht’ π je permutace na množině A. Cyklem v π rozuḿıme
posloupnost 〈a1, a2, . . . , ak〉 r̊uzných prvk̊u A takovou, že π(ai) = ai+1 pro
i = 1, 2, . . . , k − 1 a π(ak) = a1. 2

Jak název napov́ıdá, v zápise cyklu 〈a1, a2, . . . , ak〉 neńı důležité, kterým prvkem
začneme, ale jen dodržeńı cyklického pǒrad́ı. Cyklus v permutaci může ḿıt i jen
jeden prvek (zobrazený na sebe).

Nap̌ŕıklad permutace (5, 3, 4, 8, 6, 1, 7, 2) je zakreslena svými cykly výše.



Petr Hliněný, FI MU Brno 13 FI: IB000: Skládáńı a Funkce

Věta 6.5. Každou permutaci π na konečné množině A lze zapsat jako složeńı
cykl̊u na disjunktńıch podmnožinách (rozkladu) A. 2

Důkaz: Vezmeme libovolný prvek a1 ∈ A a iterujeme zobrazeńı a2 = π(a1),
a3 = π(a2), atd., až se dostaneme

”
zpět“ k ak+1 = π(ak) = a1. Proč tento

proces skonč́ı? Protože A je konečná a tud́ıž ke zopakováńı některého prvku
ak+1 muśı doj́ıt. Nadto je π prostá, a proto nemůže nastat π(ak) = aj pro
j > 1. Takto źıskáme prvńı cyklus 〈a1, . . . , ak〉. 2

Induktivně pokračujeme s hledáńım daľśıch cykl̊u ve zbylé množině A \
{a1, . . . , ak}, dokud nez̊ustane prázdná. 2 2

Značeńı permutaćı cykly: Necht’ se permutace π podle Věty 6.5 skládá z cykl̊u
〈a1, . . . , ak〉, 〈b1, . . . , bl〉 až ťreba 〈z1, . . . , zm〉. Pak zaṕı̌seme

π = ( 〈a1, . . . , ak〉 〈b1, . . . , bl〉 . . . 〈z1, . . . , zm〉 )2 .

Primitivńı pseudonáhodné generátory v poč́ıtač́ıch iteruj́ı z náhodného počátku per-
mutaci danou vztahem i 7→ (i+ p) mod q. Je pochopitelné, že tato permutace nesḿı
obsahovat krátké cykly, lépe řečeno, měla by se skládat z jediného (dlouhého) cyklu.
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Př́ıklad 6.6. Ukázka skládáńı permutaćı daných svými cykly.

Vezměme 7-prvkovou permutaci (5, 3, 4, 2, 6, 1, 7). Ta se rozkládá na ťri cykly
〈1, 5, 6〉, 〈2, 3, 4〉 a 〈7〉. Jiná permutace (3, 4, 5, 6, 7, 1, 2) se skládá z jediného
cyklu 〈1, 3, 5, 7, 2, 4, 6〉. 2

Nyńı urč́ıme složeńı těchto dvou permutaćı (zápisem cykly):

(〈1, 5, 6〉〈2, 3, 4〉〈7〉) ◦ (〈1, 3, 5, 7, 2, 4, 6〉) = (〈1, 4〉〈2〉〈3, 6, 5, 7〉)

(Nezapoḿınejme, že prvńı se ve složeńı aplikuje pravá permutace!) 2

Postup skládáńı jsme použili následovný:

• 1 se zobraźı v permutaci vpravo na 3 a pak vlevo na 4. 2

• Následně 4 se zobraźı na 6 a pak na 1. T́ım
”
uzav̌reme“ prvńı cyklus 〈1, 4〉.2

• Dále se 2 zobraźı na 4 a pak hned zpět na 2, tj. má samostatný cyklus. 2

• Zbylý cyklus 〈3, 6, 5, 7〉 urč́ıme analogicky.
2
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6.5 Induktivńı definice množin a funkćı6.5 Induktivńı definice množin a funkćı

Př́ımým zobecněńım rekurentńıch definic je následuj́ıćı koncept.

Definice 6.7. Induktivńı definice množiny.
Jedná se obecně o popis (nějaké) množiny M v následuj́ıćım tvaru:

• Je dáno několik pevných (bázických) prvk̊u a1, a2, . . . , ak ∈ M . 2

• Je dán soubor induktivńıch pravidel typu

Jsou-li (libovolné prvky) x1, . . . , xℓ ∈ M , pak také y ∈ M.

V tomto př́ıpadě je y typicky funkćı y = fi(x1, . . . , xℓ). 2

Pak naše induktivně definovaná množina M je určena jako nejmenš́ı (inkluźı)
množina vyhovuj́ıćı těmto pravidl̊um.

Vid́ıte podobnost této definice s uzávěrem relace? (Věta 5.8.) 2

Pro nejbližš́ı p̌ŕıklad induktivńı definice se obrát́ıme na množinu všech p̌rirozených č́ısel.

– 0 ∈ N
– Je-li i ∈ N, pak také i+ 1 ∈ N.
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Pro každé y ∈ N můžeme definovat jinou množinu My ⊆ N induktivně takto:

– y ∈ My.

– Jestliže x ∈ My a x+ 1 je liché, pak x+ 2 ∈ My.

Pak např́ıklad M3 = {3}, nebo M4 = {4 + 2i | i ∈ N}. 2

Definice: Řekneme, že daná induktivńı definice množiny M je jednoznačná,
právě když každý prvek M lze odvodit z bázických prvk̊u pomoćı induktivńıch
pravidel právě jedńım způsobem. 2

Definujme množinu M ⊆ N induktivně takto:

– 2, 3 ∈ M .

– Jestliže x, y ∈ M a x ≤ y, pak také x2 + y2 a x · y jsou prvky M .

Proč tato induktivńı definice neńı jednoznačná? 2Např́ıklad č́ıslo 8 ∈ M lze
odvodit způsobem 8 = 2 · (2 · 2), ale zároveň zcela jinak 8 = 22 + 22.

V čem tedy spoč́ıvá důležitost jednoznačných induktivńıch definic množin?
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Definice 6.8. Induktivńı definice funkce z induktivńı množiny.
Necht’ množina M je dána jednoznačnou induktivńı definićı. Pak ř́ıkáme,
že funkce F : M → X je definována induktivně (vzhledem k induktivńı
definici M), pokud je řečeno:

• Pro každý z bázických prvk̊u a1, a2, . . . , ak ∈ M je určeno F(ai) = ci. 2

• Pro každé induktivńı pravidlo typu

“Jsou-li (libovolné prvky) x1, . . . , xℓ ∈ M , pak také f(x1, . . . , xℓ) ∈ M”

je definováno

F
(
f(x1, . . . , xℓ)

)
na základě hodnot F(x1), . . . ,F(xℓ).2

Pro p̌ŕıklad se pod́ıvejme ťreba do manuálu unixového p̌ŕıkazu test EXPRESSION:

EXPRESSION is true or false and sets exit status. It is one of:

! EXPRESSION EXPRESSION is false

EXPRESSION1 -a EXPRESSION2 both EXPRESSION1 and EXPRESSION2 are true

EXPRESSION1 -o EXPRESSION2 either EXPRESSION1 or EXPRESSION2 is true

[-n] STRING the length of STRING is nonzero

STRING1 = STRING2 the strings are equal

......
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Induktivńı definice se
”
strukturálńı“ indukćı

Př́ıklad 6.9. Jednoduché aritmetické výrazy

Necht’ (abeceda) Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,⊙,⊕, (, )}. Definujme množinu
jednoduchých výraz̊u SExp ⊆ Σ∗ induktivně takto:

– Dekadický zápis každého přirozeného č́ısla n je prvek SExp.

– Jestliže x, y ∈ SExp, pak také (x)⊙ (y) a (x)⊕ (y) jsou prvky SExp. 2

(Jak vid́ıme, d́ıky
”
závorkováńı“ je tato induktivńı definice jednoznačná.)

Pro
”
vyhodnoceńı“ výrazu pak definujme funkci Val : SExp → N induktivně:

– Bázické prvky: Val(n) = n, kde n je dekadický zápis přirozeného č́ısla n. 2

– Prvńı induktivńı pravidlo: Val((x) ⊕ (y)) = Val(x) + Val(y).

– Druhé induktivńı pravidlo: Val((x)⊙ (y)) = Val(x) · Val(y). 2

(T́ımto způsobem jsme našim výraz̊um vlastně přǐradili jejich
”
význam“,

sémantiku.) 2
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Př́ıklad 6.10. Důkaz správnosti přǐrazeného
”
významu“ Val : SExp → N.

Věta. Pro každý výraz s ∈ SExp je hodnota Val(s) č́ıselně rovna výsledku
vyhodnoceńı výrazu s podle běžných zvyklost́ı aritmetiky.2

Matematickou indukćı: Na rozd́ıl od dř́ıve prob́ıraných př́ıkladů zde nevid́ıme
žádný celoč́ıselný

”
parametr n“, a proto si jej budeme muset nejprve definovat.2

Naši indukci tedy povedeme podle
”
délky ℓ odvozeńı výrazu s“ definované jako

počet aplikaćı induktivńıch pravidel poťrebných k odvozeńı s ∈ SExp.

Takto aplikované matematické indukci se často ř́ıká strukturálńı indukce. 2

Důkaz: V bázi indukce ově̌ŕıme vyhodnoceńı bázických prvk̊u, což jsou zde
dekadizké zápisy přirozených č́ısel. Plat́ı Val(n) = n, což skutečně odpov́ıdá
zvyklostem aritmetiky. 2

V indukčńım kroku se pod́ıváme na vyhodnoceńı Val((x) ⊕ (y)) = Val(x) +
Val(y). Podle běžných zvyklost́ı aritmetiky by hodnota Val((x) ⊕ (y)) měla
být rovna součtu vyhodnoceńı výrazu x, což je podle indukčńıho předpokladu
rovno Val(x) (x má žrejmě kratš́ı délku odvozeńı), a vyhodnoceńı výrazu y, což
je podle indukčńıho předpokladu rovno Val(y). Takže skutečně Val((x)⊕(y)) =
Val(x) + Val(y). Druhé pravidlo Val((x)⊙ (y)) se dǒreš́ı analogicky. 2
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7 Jemný úvod do Logiky7 Jemný úvod do Logiky

Základem p̌resného matematického vyjaďrováńı je správné použ́ıváńı (matematické)
logiky a logických úsudků. Logika jako filozofická discipĺına se intenzivně vyv́ıj́ı už od
dob antiky, avšak ke skutečnému rozmachu logiky coby součásti matematiky došlo až
začátkem 20. stolet́ı.

2

Dnes se samožrejmě základńı logický kalkulus použ́ıvá nejen v matematice, ale
”
stoj́ı“

na něm veškeré logické obvody a poč́ıtače.

Stručný p̌rehled lekce

* Výroky v p̌rirozené mluvě a formálńı výroková logika.

* Mechanický postup negace výrokových formuĺı.

* Neformálńı zḿınka o predikátové logice (a kvantifikátorech).
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7.1 Výroky v
”
p̌rirozené“ podobě7.1 Výroky v

”
p̌rirozené“ podobě

Definice: V přirozené mluvě za výrok považujeme (každé) tvrzeńı, o kterém
má smysl prohlásit, že je bud’ pravdivé nebo nepravdivé.2

Několik p̌ŕıkladů, které z nich jsou výroky?

• Dnes už v Brně přselo.2

• Předmět FI: IB000 se vyučuje v prvńım ročńıku.2

• Plat́ı 2 + 3 = 6.2

• To je bez problémů. (Co?)2

• Plat́ı x > 3.2

• Pro každé celé č́ıslo x plat́ı, že x > 3.2

Všimněte si, že pravdivost výroku by mělo být možné rozhodnout bez skrytých souvis-
lost́ı (kontextu), a proto čtvrtý a pátý p̌ŕıklad za výroky nepovažujeme.

Fakt: Z jednoduchých výrok̊u můžeme vytvá̌ret výroky složitěǰśı pomoćı tzv.
logických spojek.
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Několik daľśıch p̌ŕıkladů.

• Katěrina p̌rijela ve 12:00 a šli jsme spolu do kina.2

• Množina {a, b} má v́ıce než jeden prvek a neńı nekonečná.2

• Jestliže má Karel p̌res 90 kilo váhy, nepojedu s ńım výtahem.2

• Jestliže má tato kráva 10 nohou, maj́ı všechny domy modrou sťrechu.2

Zastavme se na chv́ıli nad posledńım výrokem. Co nám ř́ıká? Je pravdivý? 2Skutečně
maj́ı všechny domy modrou sťrechu a p̌red námi stoj́ı kráva s 10 nohama?

Schopnost porozumět takovýmto větám je součást lidského způsobu uvažováńı
a z tohoto hlediska nemá př́ımou souvislost s matematikou (je to

”
přirozená

logika“).2

Formálńı (matematická) logika pak definuje jazyk matematiky a odstraňuje
nejednoznačnosti přirozeného jazyka.
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7.2 (Formálńı) výroková logika7.2 (Formálńı) výroková logika

Definice 7.1. Syntaxe výrokové logiky.
Bud’ AT = {A,B,C, . . . } spočetně nekonečná množina výrokových
proměnných (tzv. atomů).

Množina výrokových formuĺı Φ je definována induktivně následuj́ıćımi pravidly:

(1) AT ⊆ Φ. 2

(2) Jestliže ϕ,ψ ∈ Φ, pak také ¬(ϕ) ∈ Φ a (ϕ) ⇒ (ψ) ∈ Φ. 2

(3) Každý prvek Φ vznikne konečně mnoha aplikacemi pravidel (1) a (2).2

Značeńı: Symbol ¬ je zván negaćı a ⇒ je nazýván implikaćı.

Př́ıklady několika správně utvǒrených formuĺı:

A, (A) ⇒ (B), ((A) ⇒ (¬(B))) ⇒ ((¬(B)) ⇒ (C))2

A také př́ıklady několika ne zcela správně utvǒrených formuĺı:

A⇒ B, A⇒ B ⇒ C, ¬A⇒ B
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Konvence 7.2. Pro zvýšeńı čitelnosti budeme závorky vynechávat, pokud to
nepovede k nejednoznačnostem za předpokladu, že negace ¬ má

”
vyšš́ı prioritu“

než ⇒. (Touto úmluvou se neměńı množina Φ; měńı se jen způsob reprezentace
jej́ıch prvk̊u.) 2

Dále si zavedeme, že

∗ ϕ ∨ ψ (disjunkce) je jiný zápis formule ¬ϕ⇒ ψ,2

∗ ϕ ∧ ψ (konjunkce) je jiný zápis formule ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ),2
∗ ϕ⇔ ψ (ekvivalence) je jiný zápis formule (ϕ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ ϕ).2

Např́ıklad formule
(
¬((A) ⇒ (B))

)
⇒

(
(¬(B)) ⇒ (C)

)
se dá s naš́ı konvenćı

zapsat jako
(A⇒ B) ∨B ∨ C .
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Definice 7.3. Sémantika výrokové logiky.
Valuace (ohodnoceńı) je funkce ν : AT → {true , false}. 2Pro každou valuaci
ν definujeme funkci Sν : Φ → {true, false} (vyhodnoceńı) induktivně takto:

• Sν(A) = ν(A) pro každé A ∈ AT . 2

• Sν(¬ϕ) =
{

true jestliže Sν(ϕ) = false ;
false jinak.

2

• Sν(ϕ⇒ ψ) =

{
false jestliže Sν(ϕ) = true a Sν(ψ) = false ;
true jinak.

2

Tvrzeńı 7.4. Důsledkem této definice je následovné:

• Sν(ϕ ∨ ψ) = true právě když Sν(ϕ) = true nebo Sν(ψ) = true. 2

• Sν(ϕ∧ψ) = true právě když Sν(ϕ) = true a současně Sν(ψ) = true.2

• Sν(ϕ⇔ ψ) = true právě když plat́ı jedna z následuj́ıćıch podḿınek

∗ Sν(ϕ) = true a současně Sν(ψ) = true,

∗ Sν(ϕ) = false a současně Sν(ψ) = false.2

Poznámka : Tento p̌redpis podává nejen definici funkce Sν , ale také návod na to, jak
ji pro daný argument vypoč́ıtat. 2
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Pravdivostńı hodnoty

V praxi často vyhodnoceńı Sν logické výrokové formule zapisujeme do tzv. prav-
divostńı tabulky. Tato tabulka typicky má sloupce pro jednotlivé proměnné,
př́ıpadné

”
meziformule“ (pomůcka pro snažš́ı vyplněńı) a výslednou formuli.

Řádk̊u je 2p (počet valuaćı), kde p je počet použitých proměnných. Mı́sto
true, false ṕı̌seme 1, 0.

Pro naše účely postač́ı uvést pravdivostńı tabulku instruktážńım př́ıkladem. 2

Př́ıklad 7.5. Jaká je pravdivostńı tabulka pro formuli (A⇒ B) ∨B ∨C?

A B C A ⇒ B (A⇒ B) ∨B ∨ C
0 0 0 1 1
0 1 0 1 1
1 0 0 0 0
1 1 0 1 1
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 2
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Definice: Formule ϕ ∈ Φ je splnitelná, pokud pro některou valuaci ν plat́ı, že
Sν(ϕ) = true.2

Formule ϕ ∈ Φ je vždy pravdivá, neboli výroková tautologie, psáno |= ϕ, pokud
pro každou valuaci ν plat́ı, že Sν(ϕ) = true.2

Řekneme, že dvě formule ϕ,ψ ∈ Φ jsou ekvivalentńı, právě když |= ϕ⇔ ψ. 2

Tvrzeńı 7.6. Několik užitečných tautologíı:

• |= A ∨ ¬A2

• |= ¬¬A⇔ A2

• |= (A ∧ (A⇒ B)) ⇒ B2

• |= (¬B ⇒ ¬A) ⇒ (A⇒ B)2

• |= (¬A⇒ (B ∧ ¬B)) ⇒ A

Kde jsme se s užit́ım takových tautologíı už setkali?
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7.3 Jak správně
”
znegovat formuli“?7.3 Jak správně

”
znegovat formuli“?

Přesný význam formuĺı se zanǒrenými negacemi je někdy obt́ıžné zjistit
(podobně jako v běžné řeči).2

”
Neńı pravda, že nemohu něŕıct, že neńı pravda, že tě nemám nerad.“ 2

Výrokové formule se proto obvykle prezentuj́ı v tzv. normálńım tvaru, kde se
negace vyskytuj́ı pouze u výrokových proměnných, formálně:2

Definice: Formule ϕ ∈ Φ je v normálńım tvaru, pokud se v ńı operátor negace
aplikuje pouze na výrokové proměnné.

Nap̌ŕıklad, pokud p̌rijmeme pravidlo
”
dvoj́ı negace“ (¬¬A ⇔ A), tak výše napsanou

větu si p̌revedeme na lépe srozumitelný tvar:

”
Nemuśım ř́ıct, že tě mám nerad.“ 2

Tvrzeńı 7.7. Každou výrokou formuli lze převést do normálńıho tvaru, pokud
k ⇒ povoĺıme i už́ıváńı odvozených spojek ∧ a ∨. 2

• Pro ilustraci k ¬(A⇒ B) je ekvivalentńı A ∧ ¬B,

• k ¬
(
C ∧ (¬A⇒ B)

)
je ekvivalentńı ¬C ∨ (¬A ∧ ¬B).
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Normálńı tvar (formálńı postup)

”
Znegováńım formule ϕ“ se obvykle mysĺı převod ¬ϕ do normálńıho tvaru. 2

Metoda 7.8. Převod formule ϕ do normálńıho tvaru F(ϕ).
Definujeme funktory F a G pro náš převod induktivńımi předpisy

F(A) = A G(A) = ¬A
F(¬ϕ) = G(ϕ) G(¬ϕ) = F(ϕ)

F(ϕ⇒ ψ) = F(ϕ) ⇒ F(ψ) G(ϕ⇒ ψ) = F(ϕ) ∧ G(ψ)
F(ϕ ∧ ψ) = F(ϕ) ∧ F(ψ) G(ϕ ∧ ψ) = G(ϕ) ∨ G(ψ)
F(ϕ ∨ ψ) = F(ϕ) ∨ F(ψ) G(ϕ ∨ ψ) = G(ϕ) ∧ G(ψ)
F(ϕ⇔ ψ) = F(ϕ) ⇔ F(ψ) G(ϕ⇔ ψ) = (F(ϕ) ∧ G(ψ)) ∨ (G(ϕ) ∧ F(ψ))2

Uvažme formuli ¬(A⇒ ¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A))). Užit́ım postupu 7.8 źıskáme:

F(¬(A⇒ ¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A)))) = G(A⇒ ¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A))) = 2

F(A) ∧ G(¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A))) = A ∧ F(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A)) = 2

A ∧ (F(B) ∨ F(¬(C ⇒ ¬A))) = A ∧ (B ∨ G(C ⇒ ¬A)) =

A ∧ (B ∨ (F(C) ∧ G(¬A))) = A ∧ (B ∨ (C ∧ F(A))) =

A ∧ (B ∨ (C ∧A))2
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Uvedené formálńı předpisy takto vyjadřuj́ı
”
intuitivńı postup negace“ v matem-

aticky přesném tvaru. Důkaz tohoto tvrzeńı je zároveň velmi hezkou ukázkou
použit́ı strukturálńı matematické indukce.

Věta 7.9. Pro libovolnou výrokovou formuli ϕ plat́ı, že

a) F(ϕ) je j́ı ekvivalentńı formule v normálńım tvaru

b) a G(ϕ) je formule v normálńım tvaru ekvivalentńı negaci ¬ϕ. 2

Důkaz povedeme tzv.
”
indukćı ke struktuře formule“, tedy indukci povedeme

podle
”
délky“ ℓ – počtu aplikaćı induktivńıch pravidel (Definice 7.1) při ses-

tavováńı formule ϕ. 2

• Báze indukce (ℓ = 0): Pro všechny atomy, tj. výrokové proměnné, žrejmě
plat́ı, že F(A) = A je ekvivalentńı A a G(A) = ¬A je ekvivalentńı ¬A. 2

• V indukčńım kroku předpokládejme, že a) i b) plat́ı pro všechny formule ϕ
délky nejvýše ℓ. Vezmeme si formuli ψ délky ℓ+1, která je utvǒrená jedńım
z následuj́ıćıch způsobů:
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∗ ψ ≡ ¬ϕ (≡ je
”
definičńı rovńıtko“ pro formule).

Podle výše uvedeného induktivńıho předpisu je F(ψ) = F(¬ϕ) = G(ϕ).
Podle indukčńıho předpokladu pak je G(ϕ) formule v normálńım tvaru
ekvivalentńı ¬ϕ = ψ. 2

Obdobně pro funktor G vyjádř́ıme G(ψ) = G(¬ϕ) = F(ϕ). Podle in-
dukčńıho předpokladu pak je F(ϕ) formule v normálńım tvaru ekviva-
lentńı ϕ a to je dále ekvivalentńı ¬¬ϕ = ¬ψ podle Tvrzeńı 7.6. 2

∗ ψ ≡ (ϕ1 ⇒ ϕ2).
Podle výše uvedeného induktivńıho předpisu je F(ψ) = F(ϕ1 ⇒ ϕ2) =
F(ϕ1) ⇒ F(ϕ2). Podle indukčńıho předpokladu jsou F(ϕ1) i F(ϕ2)
formule v normálńım tvaru ekvivalentńı ϕ1 a ϕ2. Potom i F(ϕ1) ⇒
F(ϕ2) je v normálńım tvaru dle definice a podle sémantiky ⇒ je ta
ekvivalentńı formuli (ϕ1 ⇒ ϕ2) = ψ. 2

Obdobně rozeṕı̌seme G(ψ) = G(ϕ1 ⇒ ϕ2) = F(ϕ1) ∧ G(ϕ2). Jelikož
∧ je pro nás jen zkratka, výraz dále rozeṕı̌seme G(ψ) = ¬(F(ϕ1) ⇒
¬G(ϕ2)). Podle indukčńıho předpokladu (a dvoj́ı negace) jsou F(ϕ1)
a ¬G(ϕ2) po řadě ekvivalentńı formuĺım ϕ1 a ϕ2. Tud́ıž nakonec
odvod́ıme, že G(ψ) je ekvivalentńı negaci formule ϕ1 ⇒ ϕ2, což jsme
zde měli dokázat.
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∗ ψ ≡ (ϕ1 ∨ ϕ2).
Zde si muśıme opět uvědomit, že spojka ∨ je pro nás jen zkratka,
a přepsat ψ ≡ (¬ϕ1 ⇒ ϕ2). Potom podle předchoźıch dokázaných
př́ıpadů v́ıme, že F(ψ) = F(¬ϕ1 ⇒ ϕ2) = F(¬ϕ1) ⇒ F(ϕ2) je ekvi-
valentńı formuli (¬ϕ1 ⇒ ϕ2) = ψ, což bylo ťreba dokázat. Stejně tak
G(ψ) = G(¬ϕ1 ⇒ ϕ2) = F(¬ϕ1)∧G(ϕ2) je podle předchoźıch př́ıpadů
důkazu ekvivalentńı (¬ϕ1 ∧ ¬ϕ2) = ¬ψ. 2

∗ ψ ≡ (ϕ1 ∧ ϕ2) a ψ ≡ (ϕ1 ⇔ ϕ2) už dokonč́ıme analogicky.
2
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7.4 Predikátová logika, kvantifikace7.4 Predikátová logika, kvantifikace

• Predikátová logika je obecněǰśı než logika výroková; každá formule výrokové
logiky je i formuĺı predikátové logiky, ale ne obráceně.2

• Predikátová logika pracuje s predikáty. Predikáty jsou
”
parametrizované

výroky“, které jsou bud’ pravdivé nebo nepravdivé pro každou konkrétńı
volbu parametr̊u. 2Výrokové proměnné lze chápat jako predikáty bez
parametr̊u.2

Pro neformálńı p̌ribĺıžeńı si uvedeme několik ukázek predikát̊u:

∗ x > 3 (parameterem je zde x),2

∗ R je ekvivalence na M (parametr R),2

∗ č́ısla x a y jsou nesoudělná (parametry x, y),

∗ obecně psáno P (x, y).2

Definice 7.10. Syntaxe i sémantika predikátové logiky.
Z predikát̊u lze vytvá̌ret predikátové formule pomoćı už známých (viz
Definice 7.1) výrokových spojek a následuj́ıćıch tzv. kvantifikátor̊u:

• ∀x . ϕ
”
pro každou volbu parametru x plat́ı formule ϕ“,

• ∃x . ϕ
”
existuje alespoň jedna volba parametru x, pro kterou plat́ı ϕ“.
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Fakt: Je-li každá proměnná v dané formuli kvantifikovaná (tj. formule je
uzav̌rená), pak je celá formule bud’ pravdivá nebo nepravdivá.2

Konvence 7.11. Pro lepš́ı srozumitelnost zápisu formuĺı predikátové logiky se
domluv́ıme na následuj́ıćım.

∗
”
Neuzav̌rené“ proměnné vyskytuj́ıćı se v predikátech ve formuli ϕ někdy

pro referenci vypisujeme jako
”
parametry“ samotné formule ϕ(x, y, . . . ).2

∗ Poukud neńı z kontextu jasné, co lze za daný parametr dosazovat, už́ıvá
se notace ∀x ∈M . ϕ a ∃x ∈ M . ϕ. (Plat́ı, jen pokud je kvantifikovaný
parametr prvkem nějaké fixńı množiny!). 2

∗ Tečka za symbolem kvantifikátoru se někdy vynechává (p̌ri vhodném
uzávorkováńı formule), nebo se použ́ıvá symbol

”
: “.2

∗ Mı́sto ∀x1 . ∀x2 . · · · ∀xn . ϕ se někdy krátce ṕı̌se ∀x1, x2, · · · , xn(ϕ).
Podobně u existenčńıho kvantifikátoru ∃x1, x2, · · · , xn(ϕ).
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Př́ıklad 7.12. Ukažme si vyjáďreńı následuj́ıćıch slovńıch výrok̊u v predikátové logice:

• Každé prvoč́ıslo věťśı než 2 je liché,

∀n ∈ N . (Pr(n) ∧ n>2) ⇒ Li(n). 2

• Každé č́ıslo n > 1, které neńı prvoč́ıslem, je dělitelné nějakým č́ıslem y kde n 6= y
a y > 1,

∀n ∈ N . (
n > 1 ∧ ¬Pr(n)

)
⇒ ∃y

(
y| n ∧ n 6=y ∧ y>1

)
. 2

• Jsou-li R a S ekvivalence na M , je také R ∪ S ekvivalence na M .
Zde nap̌ŕıklad můžeme ḿıt dva pohledy na toto tvrzeńı – v jednom bereme množinu
M za pevnou

∀R,S : (EqM (R) ∧ EqM (S)) ⇒ EqM (R∪S),
kdežto ve druhém je i množina M parametrem

∀M ∀R,S : (Eq(M,R) ∧Eq(M,S)) ⇒ Eq(M,R∪S).
2
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Jak
”
negovat“ formule predikátové logiky?

Metoda 7.13. Převod predikátové formule ϕ do normálńıho tvaru F(ϕ).
Dř́ıvěǰśı Metodu 7.8 rozš́ı̌ŕıme o následuj́ıćı indukčńı pravidla:

F(P (x1, . . . , xn)) = P (x1, . . . , xn) G(P (x1, . . . , xn)) = ¬P (x1, . . . , xn)
F(∀x . ϕ) = ∀x . F(ϕ) G(∀x . ϕ) = ∃x . G(ϕ)
F(∃x . ϕ) = ∃x . F(ϕ) G(∃x . ϕ) = ∀x . G(ϕ)2

Uvažme nap̌ŕıklad formuli

¬(∀M ∀R,S : (Eq(M,R) ∧ Eq(M,S)) ⇒ Eq(M,R∪S)) .

Pak

F(¬(∀M ∀R,S : (Eq(M,R) ∧ Eq(M,S)) ⇒ Eq(M,R∪S))) =

2G(∀M ∀R,S : (Eq(M,R) ∧ Eq(M,S)) ⇒ Eq(M,R∪S)) =

2∃M ∃R,S : G((Eq(M,R) ∧ Eq(M,S)) ⇒ Eq(M,R∪S)) =

∃M ∃R,S : (Eq(M,R) ∧ Eq(M,S) ∧ ¬Eq(M,R∪S)) .
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8 Dokazováńı vlastnost́ı algoritmů8 Dokazováńı vlastnost́ı algoritmů

Jak jste asi již poznali, uměńı programovat neńı zdaleka jen o tom naučit se syntaxi pro-
gramovaćıho jazyka, ale p̌redevš́ım o schopnosti vytvá̌ret a správně formálně zapisovat
algoritmy. Přitom situace, kdy programátorem zapsaný algoritmus poč́ıtá něco trochu
jiného, než si programátor p̌redstavuje, je určitě nejčastěǰśı programátorskou chybou,
o to zákěrněǰśı, že ji žádný

”
chytrý“ p̌rekladač nemůže odhalit.

2

Proto již na počátku (seriózńıho) studia informatiky je dobré klást důraz na správné
chápáńı zápisu algoritmů i na důkazy jejich vlastnost́ı a správnosti. 2

Stručný p̌rehled lekce

* Jakými postupy ově̌rovat, že poč́ıtačový program
”
správně funguje“?

* Použit́ı matematické indukce k dokazováńı vlastnost́ı algoritmů.

* Několik konkrétńıch algoritmů a jejich důkaz̊u.
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8.1 O
”
správnosti“ programů8.1 O

”
správnosti“ programů

Jak se máme přesvědčit, že je daný program
”
správný“?2

• Co ťreba laděńı programů? 2

Jelikož počet možných vstupńıch hodnot je (v principu) neohraničený, nelze
otestovat všechna možná vstupńı data.2

• Situace je zvláště komplikovaná v př́ıpadě paralelńıch, randomizovaných,
interaktivńıch a nekonč́ıćıch programů (operačńı systémy, systémy ř́ızeńı
provozu apod.). Takové systémy maj́ı nedeterministické chováńı a opako-
vané experimenty tud́ıž vedou k r̊uzným výsledk̊um. (Nelze je rozumně la-
dit, respektive laděńı poskytne jen velmi nedostatečnou záruku správného
chováńı za jiných okolnost́ı.)2

• V některých př́ıpadech je však ťreba ḿıt naprostou jistotu, že program
funguje tak jak má, př́ıpadně že splňuje základńı bezpečnostńı požadavky.2
Nar̊ustaj́ıćı složitost programových systémů a zvýšené požadavky na jejich
bezpečnost si vynucuj́ı vývoj

”
spolehlivých“ formálńıch verifikačńıch metod.
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Připomenut́ı našeho formálńıho popisu algoritmů

• Proměnné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odlǐśıme závorkami p[].

• Přǐrazeńı hodnoty zapisujeme a← b, př́ıpadně a:=b, ale nikdy ne a=b.

• Jako elem. operace je možné použ́ıt jakékoliv aritmetické výrazy v běžném
matematickém zápise. Rozsahem a přesnost́ı č́ısel se zde nezabýváme.

• Podḿıněné větveńı uvedeme kĺıčovými slovy if ... then ... else ...

fi , kde else větev lze vynechat (a někdy, na jednom řádku, i fi).

• Pevný cyklus uvedeme kĺıčovými slovy foreach ... do ... done , kde
část za foreach muśı obsahovat předem danou konečnou množinu hodnot
pro přǐrazováńı do ř́ıd́ıćı proměnné.

• Podḿıněný cyklus uvedeme kĺıčovými slovy while ... do ... done .
Zde se může za while vyskytovat jakákoliv logická podḿınka.

• V zápise použ́ıváme jasné odsazováńı (zleva) podle úrovně zanǒreńı ř́ıd́ıćıch
struktur (což jsou if, foreach, while).

• Pokud je to dostatečně jasné, elementárńı operace nebo podḿınky můžeme
i ve formálńım zápise popsat běžným jazykem.
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8.2 Jednoduché indukčńı dokazováńı8.2 Jednoduché indukčńı dokazováńı

Př́ıklad 8.1. Zjistěte, kolik znak̊u ’x’ v závislosti na celoč́ıselné hodnotě n
vstupńıho parametru n vyṕı̌se následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 8.2.
foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

foreach j← 1,2,3,...,i-1,i do

vytiskni ’x’;

done

done 2

Nejprve si uvědoḿıme, že druhý (vnǒrený) cyklus vždy vytiskne celkem i znak̊u
’x’. Proto iteraćı prvńıho cyklu (nejsṕı̌se) dostaneme postupně 1+2+ · · ·+n
znak̊u ’x’ na výstupu, což již v́ıme (Př́ıklad 2.7), že je celkem 1

2n(n + 1).
2Budeme tedy dokazovat následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta. Pro každé přir. n Algoritmus 8.2 vyṕı̌se právě 1
2n(n+1) znak̊u ’x’.
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Algoritmus 8.2.
foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

foreach j← 1,2,3,...,i-1,i do

vytiskni ’x’;

done

done 2

Věta. Pro každé přir. n Algoritmus 8.2 vyṕı̌se právě 1
2n(n+ 1) znak̊u ’x’.

Důkaz: Postupujeme indukćı podle n. Báze pro n = 0 je žrejmá, neprovede se
ani jedna iterace cyklu a tud́ıž bude vytǐstěno 0 znak̊u ’x’, což máme dokázat.2

Necht’ tedy tvrzeńı plat́ı pro jakékoliv n0 a položme n = n0 + 1. Prvńıch n0

iteraćı vněǰśıho cyklu podle indukčńıho předpokladu vyṕı̌se (ve vniťrńım cyklu)
celkem 1

2n0(n0 + 1) znak̊u ’x’. Pak již následuje jen jedna posledńı iterace
vněǰśıho cyklu s i← n=n0+1 a v ńı se vniťrńı cyklus j← 1,2,...,i=n iteruje
celkem n = n0 + 1 -krát. 2Celkem tedy bude vytǐstěn tento počet znak̊u ’x’:

1

2
n0(n0 + 1) + n0 + 1 =

1

2
(n0 + 1 + 1)(n0 + 1) =

1

2
n(n+ 1)

Důkaz indukčńıho kroku je hotov. 2
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Př́ıklad 8.3. Zjistěte, kolik znak̊u ’z’ v závislosti na celoč́ıselné hodnotě n
vstupńıho parametru n vyṕı̌se následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 8.4.
st ← "z";

foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

vytiskni řetězec st;

st ← st+st ; (žretězeńı dvou kopíı st za sebou)
done 2

Zkuśıme-li si výpočet simulovat pro n = 0, 1, 2, 3, 4 . . . , postupně dostaneme
počty ’z’ jako 0, 1, 3, 7, 15 . . . . 2Na základě toho již neńı obt́ıžné

”
uhodnout“,

že počet ’z’ bude (asi) obecně určen vztahem 2n − 1. Toto je však ťreba
dokázat! 2

Jak záhy zjist́ıme, matematická indukce na naše tvrzeńı p̌ŕımo
”
nezab́ırá“, ale mnohem

lépe se nám povede s následuj́ıćım p̌rirozeným ześıleńım dokazovaného tvrzeńı:
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Algoritmus 8.4.
st ← "z";

foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

vytiskni řetězec st;

st ← st+st ; (žretězeńı dvou kopíı st za sebou)
done

Věta. Pro každé přirozené n Algoritmus 8.4 vyṕı̌se právě 2n−1 znak̊u ’z’
a proměnná st bude na konci obsahovat řetězec 2n znak̊u ’z’. 2

Důkaz: Postupujeme indukćı podle n. Báze pro n = 0 je žrejmá, neprovede se
ani jedna iterace cyklu a tud́ıž bude vytǐstěno 0 znak̊u ’z’, což máme dokázat.2

Necht’ tedy tvrzeńı plat́ı pro jakékoliv n0 a položme n = n0 + 1. Podle in-
dukčńıho předpokladu po prvńıch n0 iteraćıch bude vytǐstěno 2n0−1 znak̊u ’z’
a proměnná st bude obsahovat řetězec 2n0 znak̊u ’z’. V posledńı iteraci cyklu
(pro i← n=n0+1) vytiskneme daľśıch 2n0 znak̊u ’z’ (z proměnné st) a dále
řetězec st

”
zdvojnásob́ıme“. 2

Proto po n iteraćıch bude vytǐstěno celkem 2n0 −1+2n0 = 2n0+1−1 = 2n−1
znak̊u ’z’ a v st bude uloženo 2 · 2n0 = 2n0+1 = 2n znak̊u ’z’. 2
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8.3 Algoritmy pro relace8.3 Algoritmy pro relace

Relace jsou velice vhodnou strukturou pro algoritmické zpracováńı.

Algoritmus 8.5. Symetrický uzávěr.
Pro danou relaci R na n-prvkové množině A = {a1, a2, . . . , an} vytvǒŕıme jej́ı

symetrický uzávěr
↔
R takto:

↔
R ← R ;

foreach i← 1,2,...,n-1,n do

foreach j← 1,2,...,n-1,n do

if (ai, aj) ∈ R ∧ (aj , ai) 6∈ R then
↔
R ←

↔
R ∪{(aj , ai)} ;

done

done 2

Důkaz: Zde neńı důkaz v̊ubec obt́ıžný. Relace
↔
R je žrejmě symetrická, nebot’

(vniťrńı) tělo cyklu pro všechny dvojice (ai, aj) ∈ R přidá i (aj , ai). Z druhé

strany všechny dvojice
”
přidané“ v

↔
R \R muśı být obsaženy podle definice

symetrické relace, takže
↔
R je skutečně symetrickým uzávěrem podle definice

uzávěru relace. 2
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Algoritmus 8.6. Tranzitivńı uzávěr.
Pro danou relaci R na n-prvkové množině A = {a1, a2, . . . , an} vytvǒŕıme jej́ı
tranzitivńı uzávěr R+ takto:

R+ ← R ;

foreach k← 1,2,...,n-1,n do

foreach i← 1,2,...,n-1,n; j← 1,2,...,n-1,n do

if (ai, ak) ∈ R+ ∧ (ak, aj) ∈ R+ then

if (ai, aj) 6∈ R+ then R+ ← R+ ∪ {(ai, aj)} ;
fi

done

done 2

Jak by se dala dokázat správnost popsaného algoritmu? Př́ımá aplikace indukce
podle n nevypadá př́ınosně. . . (Zkuste si sami!)2

Nejkratš́ı cesta k ćıli vede použit́ım indukce (podle proměnné k vněǰśıho cyklu)
na vhodně ześıleném tvrzeńı. Pro jeho formulaci si definujeme, že relace S na
A je k-částečně tranzitivńı, pokud pro libovolná i, j a pro ℓ ≤ k plat́ı, že z
(ai, aℓ), (aℓ, aj) ∈ S vyplývá (ai, aj) ∈ S.



Petr Hliněný, FI MU Brno 10 FI: IB000: Dokazováńı algoritmů

Věta. Po každých k ≥ 0 iteraćıch vněǰśıho cyklu Algoritmu 8.6 aktuálńı
hodnota relace R+ udává k-částečně tranzitivńı uzávěr relace R na A. 2

Důkaz: Báze indukce pro k = 0 jasně plat́ı, nebot’ věta v tom př́ıpadě nic
něŕıká.2

Předpokládejme nyńı, že tvrzeńı plat́ı pro nějaké k0 ≥ 0 a dokažme jej i pro
k = k0+1. Zřejmě stač́ı uvažovat př́ıpad k0 < n. Každá dvojice (ai, aj) přidaná
do R+ uvniťr cykl̊u muśı náležet do k-částečně tranzitivńıho uzávěru podle
definice. Zbývá zdůvodnit, proč každá dvojice (ai, aj) náležej́ıćı do k-částečně
tranzitivńıho uzávěru, ale ne do k0-částečně tranzitivńıho uzávěru, bude do R+

v k-té iteraci přidána. 2

Neńı těžké ově̌rit, že (ai, aj) nálež́ı do k-částečně tranzitivńıho uzávěru, právě
když v relaci R nalezneme takovou cestu

”
po šipkách“ z ai do aj, která přecháźı

pouze přes prvky aℓ kde ℓ ≤ k. V naš́ı situaci vyplývá, že taková cesta muśı
použ́ıt i prvek ak (jen jednou!), a proto (ai, ak) i (ak, aj) nálež́ı do k0-částečně
tranzitivńıho uzávěru R. V k-té iteraci tud́ıž bude př́ıslušná if podḿınka splněná
a (ai, aj) bude přidána do R+. 2
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Dokazováńı konečnosti algoritmu

Všimněte si, že jsme se zat́ım v důkazech v̊ubec nezamýšleli nad t́ım, zda náš algorit-
mus v̊ubec skonč́ı. (To jistě neńı samožrejmé a důkaz konečnosti je nutno v obecnosti
podávat!) 2

Prozat́ım jsme však ukazovali algoritmy využ́ıvaj́ıćı jen foreach cykly, p̌ritom podle naš́ı
konvence obsahuje foreach cyklus p̌redem danou konečnou množinu hodnot pro ř́ıd́ıćı
proměnnou, neboli náš foreach cyklus vždy muśı skončit. Ale už v p̌ŕı̌st́ım algoritmu
využijeme while cyklus, u kterého v̊ubec neńı jasné kdy a jestli skonč́ı, a tud́ıž bude
poťrebný i důkaz konečnosti. 2

Metoda 8.7. Důkaz konečnosti.
Máme-li za úkol dokázat, že algoritmus skonč́ı, postupujeme nejlépe následovně:

• Sledujeme zvolený celoč́ıselný a zdola ohraničený parametr algoritmu
(ťreba přirozené č́ıslo) a dokážeme, že se jeho hodnota v pr̊uběhu algo-
ritmu neustále osťre zmenšuje. 2

• Př́ıpadně předchoźı př́ıstup rozš́ı̌ŕıme na zvolenou k-tici přirozených
parametr̊u a dokážeme, že se jejich hodnoty v pr̊uběhu algoritmu lexiko-
graficky osťre zmenšuj́ı.

Pozor, naše
”
parametry“ v̊ubec nemusej́ı být proměnnými v programu.
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Algoritmus 8.8. Cykly permutace.
Pro danou permutaci π na n-prvkové neprázdné množině A = {1, 2, . . . , n}
vyṕı̌seme jej́ı cykly (viz Odd́ıl 6.4) takto:

U ← {1, 2, . . . , n};
while U 6= ∅ do

x ← min(U); (nejmenš́ı prvek množiny)
zač́ınáme výpis cyklu ’〈’ ;
while x∈U do

vytiskneme x;

U ← U\{x} ; x ← π(x) ;
done

ukonč́ıme výpis cyklu ’〉’ ;
done

Jak dokážeme správnost tohoto algoritmu? 2

Opět plat́ı, že př́ımá aplikace indukce podle n nepřinese nic podstatného. Důkaz
si tentokrát rozděĺıme na dvě části (podle dvou while cykl̊u). Všimněte se nav́ıc,
že tentokrát je nezbytnou součást́ı důkazu správnosti algoritmu i důkaz, že oba
while cykly vždy skonč́ı.
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while U 6= ∅ do

........

done

Věta. Za předp., že vniťrńı while cyklus pro jakoukoliv poč. volbu x skonč́ı,
vyṕı̌se cyklus permutace π obsahuj́ıćı x a odebere všechny prvky tohoto
cyklu z množiny U, Algoritmus 8.8 vždy skonč́ı se správným výsledkem. 2

Důkaz: Postupujeme indukćı podle počtu cykl̊u v permutaci π. Jediný cyklus v
π (báze indukce) je vypsán dle předpokladu věty a množina U z̊ustane prázdná,
tud́ıž vněǰśı while cyklus skonč́ı po prvńı iteraci a výsledek je správný. 2

Podlě Věty 6.5 se každá permutace dá zapsat jako složeńı disjunktńıch cykl̊u.
Necht’ π je tedy složena z ℓ > 1 cykl̊u. Po prvńı iteraci while cyklu zbude
v restrikci permutace π na množinu U celkem ℓ − 1 cykl̊u. Podle indukčńıho
předpokladu pak tyto zbylé cykly budou správně vypsány a algoritmus skonč́ı.

2

Vid́ıte, že v tomto důkaze indukćı je indukčńı krok zcela triviálńı a důležitý je zde
p̌redevš́ım základ indukce?
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while x∈U do

vytiskneme x;

U ← U\{x}; x ← π(x) ;
done

Věta. Pokud π je permutace, tak vniťrńı while cyklus vždy skonč́ı a
nalezne v π cyklus obsahuj́ıćı libovolný počátečńı prvek x ∈ U . Nav́ıc
všechny prvky nalezeného cyklu odebere z množiny U . 2

Důkaz: Zde př́ımo zopakujeme argument důkazu Věty 6.5: Vezmeme libovolný
prvek x = x1 ∈ U a iterujeme zobrazeńı xi+1 = π(xi) pro i = 1, 2 . . . , až
dojde ke zopakováńı prvku xk = xj pro k > j ≥ 1. (To muśı nastat, nebot’

A je konečná.) Jelikož prvek xj byl již odebrán z U , v kroku x = xk dojde
k ukončeńı našeho while cyklu. Nadto je π prostá, a proto nemůže nastat
xk = xj = π(xj−1) pro j > 1. Takto byl nalezen a odebrán z U cyklus
〈a1, . . . , ak−1〉 a důkaz je hotov. 2
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8.4 Zaj́ımavé algoritmy aritmetiky8.4 Zaj́ımavé algoritmy aritmetiky

Např́ıklad umocňováńı na velmi vysoké exponenty je podkladem RSA šifry:

Algoritmus 8.9. Binárńı postup umocňováńı.
Pro daná č́ıslo a, b vypočteme jejich celoč́ıselnou mocninu (omezenou na
zbytkové ťŕıdy modulo m kv̊uli prevenci přetečeńı rozsahu celých č́ısel v
poč́ıtači), tj. c = ab mod m.

c← 1;

while b> 0 do

if b mod 2 > 0 then c ← (c·a) mod m ;

b ← ⌊b/2⌋ ; a ← (a·a) mod m ;

done

výsledek c ; 2

Zde použijeme k důkazu správnosti algoritmu indukci podle délky ℓ binárńıho
zápisu č́ısla b.

Věta. Algoritmus 8.9 skonč́ı a vždy správně vypočte hodnotu mocniny
c = ab mod m.
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c← 1;

while b> 0 do

if b mod 2 > 0 then c ← (c·a) mod m ;

b ← ⌊b/2⌋ ; a ← (a·a) mod m ;

done

výsledek c ;

Důkaz: Báze indukce je pro ℓ = 1, kdy b = 0 nebo b = 1. Přitom pro b = 0
se cyklus v̊ubec nevykoná a výsledek je c = 1. Pro b = 1 se vykoná jen jedna
iterace cyklu a výsledek je c = a mod m. 2

Necht’ tvrzeńı plat́ı pro ℓ0 ≥ 1 a uvažme ℓ = ℓ0 + 1. Pak žrejmě b ≥ 2 a
vykonaj́ı se alespoň dvě iterace cyklu. Po prvńı iteraci bude a′ = a2, b′ = ⌊b/2⌋
a c′ = (ab mod 2) mod m. Tud́ıž délka binárńıho zápisu b′ bude jen ℓ0 a podle
indukčńıho předpokladu zbylé iterace algoritmu skonč́ı s výsledkem

c = c′ · a′ b′ mod m =
(
ab mod 2 · a2⌊b/2⌋

)
mod m = ab mod m.

2



Petr Hliněný, FI MU Brno 17 FI: IB000: Dokazováńı algoritmů

Na závěr lekce si ukážeme jeden netradičńı krátký algoritmus a jeho analýzu a
důkaz ponecháme zde otev̌rené. Dokážete popsat, na čem je algoritmus založen?

Algoritmus 8.10. Celoč́ıselná odmocnina.
Pro dané přirozené č́ıslo x vypočteme dolńı celou část jeho odmocniny r =
⌊√x⌋.

p← x; r← 0;

while p> 0 do

while (r + p)2 ≤ x do r ← r+p ;

p ← ⌊p/2⌋ ;
done

výsledek r ;
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9 Jednoduchý deklarativńı jazyk9 Jednoduchý deklarativńı jazyk

Pokračujeme v tématu p̌redchoźı lekce, tj. budeme se zabývat matematickým doka-
zováńım vlastnost́ı a správnosti algoritmů. Třebaže mnohým mohla p̌rij́ıt už Lekce 8
v́ıce než dost formálńı, neńı tomu úplně tak; nyńı si ukážeme (ještě) p̌resněǰśı p̌ŕıstup
založený na myšlenkách funkcionálńıho programováńı.

f(3) 7→ if 3 then 3 ∗ f(3 − 1) else 1 fi 7→ 3 ∗ f(3 − 1) 7→
3 ∗ f(2) 7→ 3 ∗ (if 2 then 2 ∗ f(2 − 1) else 1 fi) 7→ 3 ∗ (2 ∗ f(2 − 1)) 7→
3 ∗ (2 ∗ f(1)) 7→ 3 ∗ (2 ∗ (if 1 then 1 ∗ f(1 − 1) else 1 fi)) 7→ 3∗(2∗(1∗ f(1−1))) 7→
3∗(2∗(1∗f(0))) 7→ 3∗(2∗(1∗(if 0 then 0 ∗ f(0−1) else 1 fi))) 7→ 3 ∗ (2 ∗ (1 ∗ 1)) 7→
3 ∗ (2 ∗ 1) 7→ 3 ∗ 2 7→ 6

2

Stručný p̌rehled lekce

* Zavedeńı jednoduchého deklarativńıho jazyka, jeho formálńı p̌ŕınos.

* Formalizace pojmu
”
výpočet“ z hlediska našeho jazyka.

* Několik konkrétńıch zápis̊u algoritmů a jejich vyhodnoceńı / důkaz.
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O
”
správnosti“ programů, podruhé

Vrat’me se k otázce, jak se máme přesvědčit, že program funguje
”
správně“?2

• V některých př́ıpadech, jak už jsme zḿınili, je ťreba ḿıt naprostou jistotu,
že program funguje tak jak má, např́ıklad v ř́ıd́ıćıch systémech, na nichž
záviśı lidské životy. 2

V takovém př́ıpadě je jedinou
”
dostatečně spolehlivou“ možnost́ı podat

formálńı matematický důkaz chováńı algoritmu. 2

• A co tedy důkazy vlastnost́ı symbolicky zapsaných (procedurálńıch) algo-
ritmů z Lekce 8? Všimli jste si, co v nich bylo problematickým bodem?2
Náš procedurálńı zápis algoritmu totiž přesně nedefinuje, co je to

”
ele-

mentárńı krok“ výpočtu – to je sice většinou docela žrejmé, někdy však
může hlavńı problém nastat právě zde. Sice by bylo možné použ́ıt k definici
některý z přesných teoretických model̊u výpočtu jako je Turing̊uv stroj
(nebo ťreba i některý vhodný z reálných programovaćıch jazyk̊u), avšak
pak by se formálńı důkazy staly velmi složitými. 2

• Vhodněǰśım řešeńım (pro poťreby formálńıho dokazováńı) se jev́ı př́ıklon
k
”
funkcionálńımu“ zápisu algoritmů pomoćı matematicky zcela přesných

deklaraćı.
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9.1 Popis jednoduchého deklarativńıho jazyka9.1 Popis jednoduchého deklarativńıho jazyka

Definice 9.1. Deklarativńı programovaćı jazyk (pro přednášky FI: IB000).

• Necht’ Var = {x, y, z, . . . } je spočetná množina proměnných.2

• Necht’ Num = {0,1, . . . 52, . . . 397, . . . } je množina všech dekadických
zápis̊u přirozených č́ısel. 2

• Necht’ Fun = {f, g, h, . . . } je spočetná množina funkčńıch symbol̊u. Ke
každému f ∈ Fun je přǐrazeno č́ıslo a ∈ N, které nazýváme arita f .
Dále předpokládáme, že pro každé a ∈ N existuje nekonečně mnoho f ∈
Fun s aritou a. 2

• Množina výraz̊u Exp je (induktivně) definována následuj́ıćı abstraktńı syn-
taktickou rovnićı:

E ::= x | n
| E1 + E2 | E1 −E2 | E1 ∗ E2 | E1 ÷ E2 | (E1 )
| f(E1, · · · , Ea)
| if E1 then E2 else E3 fi

V uvedené rovnici je x ∈ Var , n ∈ Num, f ∈ Fun a a ∈ N je arita f .
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Poznámka : Taková specifikace syntaxe je abstraktńı v tom smyslu, že se nezabývá
t́ım, jak výrazy jednoznačně zapsat do řádku jako posloupnost symbol̊u. Je na nás,
abychom napsali dostatečně mnoho závorek a p̌ŕıpadně stanovili prioritu operátor̊u tak,
aby bylo zcela jasné, jak daný výraz podle uvedené rovnice vznikl.2

(Ve smyslu Lekce 6 tato induktivńı definice neńı jednoznačná. To nám však nebude v
Definici 9.2 vadit.)

Pro lepš́ı pochopeńı uvád́ıme několik př́ıkladů výraz̊u (Exp) z definice.

• 254

• 2+ 3 ∗ 42
• f(2)÷ g(5)

• f(2+ x, g(y,3 ∗ y))2
• if x− 1 then (2+ f(y)) else g(x, x) fi

(Vyhodnoceńı podḿınky v
”
if“ testuje nenulovost argumentu.)
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Definice: Deklarace (v jazyce Definice 9.1) je konečný systém rovnic tvaru

f1(x1, · · · , xa1) = E1
...

...
fn(x1, · · · , xan) = En

,

kde pro každé 1 ≤ i ≤ n plat́ı, že fi ∈ Fun je funkce arity ai, že x1, . . . , xai ∈
Var jsou proměnné a Ei je výraz, v němž se mohou vyskytovat pouze proměnné
x1, . . . , xai a funkčńı symboly f1, . . . , fn. 2

Opět uvád́ıme pro osvěteńı několik př́ıkladů deklaraćı z naš́ı definice.

• f(x) = if x then x ∗ f(x− 1) else 1 fi 2

• f(x) = g(x− 1, x)
g(x, y) = if x then f(y) else 3 fi
(Jak uvid́ıme formálně později, konvenćı našich výpočt̊u je neuž́ıvat záporná
č́ısla, ḿısto toho 0− 1

”
=“ 0.)2

• g(x, y) = if x− y then x else y fi 2

• f(x) = f(x) 2

(Nezapisuje toto náhodou
”
nekonečnou smyčku“?)
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9.2 Formalizace pojmu
”
výpočet“9.2 Formalizace pojmu

”
výpočet“

Za výpočet (nad ∆) budeme považovat posloupnost úprav výraz̊u, které jsou

”
postaveny“ na naš́ı uvažované deklaraci ∆. To je formálně podchyceno v
následuj́ıćıch dvou definićıch. Srovnejte si Definici 9.2 také s neformálńım po-
jet́ım algoritmů jako konečných posloupnost́ı elementárńıch krok̊u v Odd́ıle 1.4.

Definice: Bud’ ∆ deklarace. Symbolem Exp(∆) označ́ıme množinu všech
výraz̊u E, které splňuj́ı zároveň tyto dvě podḿınky:

– E neobsahuje žádnou proměnnou.

– Jestliže E obsahuje funkčńı symbol f , pak f byl v ∆ deklarován.2

D́ıvejte se na množinu Exp(∆) jako na soubor
”
platných vstupů“ (jako u programu)

pro deklaraci ∆, nad kterými bude prováděn výpočet.

Fakt: Množinu Exp(∆) lze definovat také induktivně:

E ::= n | (E1) | E1 + E2 | E1 − E2 | E1 ∗ E2 | E1 ÷ E2

| f(E1, · · · , Ea) | if E1 then E2 else E3 fi

V uvedené zápise je n ∈ Num, f ∈ Fun je funkčńı symbol deklarovaný v ∆ a
a ∈ N je arita tohoto f .



Petr Hliněný, FI MU Brno 7 FI: IB000: Deklarativńı jazyk

Definice 9.2. Výpočet a krok výpočtu v našem deklarativńım jazyce.
Funkci

”
krok výpočtu“ 7→ : Exp(∆) → Exp(∆) definujeme induktivně takto;

ḿısto 7→ (E) = F budeme psát E 7→ F .

• n 7→ n pro každé n ∈ Num. 2

• Pro E ≡ (E1) definujeme krok výpočtu takto:

∗ Jestliže E1 7→ F ∈ Num, pak (E1) 7→ F .

∗ Jestliže E1 7→ F 6∈ Num, pak (E1) 7→ (F ).2

• Pro E ≡ E1 + E2 definujeme krok výpočtu takto:

∗ Jestliže E1, E2 ∈ Num, pak E1 + E2 7→ z, kde z je dekadický zápis
č́ısla E1 +E2.

∗ Jestliže E1 6∈ Num, pak E1 + E2 7→ F +E2, kde E1 7→ F .

∗ Jestliže E1 ∈ Num a E2 6∈ Num, pak E1+E2 7→ E1+F , kde E2 7→ F .



Petr Hliněný, FI MU Brno 8 FI: IB000: Deklarativńı jazyk

• Pro E ≡ E1 − E2 definujeme krok výpočtu takto:

∗ Jestliže E1, E2 ∈ Num, pak E1 − E2 7→ z, kde z je dekadický zápis
č́ısla max{0, E1 − E2}. (Pozor na nezápornost výsledku odč́ıtáńı!)

∗ Jestliže E1 6∈ Num, pak E1 − E2 7→ F −E2, kde E1 7→ F .

∗ Jestliže E1 ∈ Num a E2 6∈ Num, pak E1 − E2 7→ E1 − F , kde
E2 7→ F .2

• Pro E ≡ E1 ∗ E2 definujeme krok výpočtu takto:

∗ Jestliže E1, E2 ∈ Num, pak E1 ∗E2 7→ z, kde z je dekadický zápis č́ısla
E1 ∗ E2.

∗ Jestliže E1 6∈ Num, pak E1 ∗E2 7→ F ∗ E2, kde E1 7→ F .

∗ Jestliže E1 ∈ Num a E2 6∈ Num, pak E1∗E2 7→ E1∗F , kde E2 7→ F .2

• Pro E ≡ E1 ÷ E2 definujeme krok výpočtu takto:

∗ Jestliže E1, E2 ∈ Num, pak E1 ÷ E2 7→ z, kde z je dekadický zápis
(celé části) č́ısla ⌊E1/E2⌋. Pokud E2 ≡ 0, je z ≡ 0 (děleńı nulou!).

∗ Jestliže E1 6∈ Num, pak E1 ÷ E2 7→ F ÷E2, kde E1 7→ F .

∗ Jestliže E1 ∈ Num a E2 6∈ Num, pak E1÷E2 7→ E1÷F , kde E2 7→ F .
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• Pro E ≡ if E1 then E2 else E3 fi definujeme krok výpočtu takto:

∗ Jestliže E1 ∈ Num a E1 ≡ 0, pak if E1 then E2 else E3 fi 7→ (E3).

∗ Jestliže E1 ∈ Num a E1 6≡ 0, pak if E1 then E2 else E3 fi 7→ (E2).

∗ Jestliže E1 6∈ Num, pak
if E1 then E2 else E3 fi 7→ if F then E2 else E3 fi, kde E1 7→ F .2

• Pro E ≡ f(E1, · · · , Ek) definujeme krok výpočtu takto:

∗ Jestliže E1, · · · , Ek ∈ Num, pak f(E1, · · · , Ek) 7→ (Ef (x1 ↾E1, · · · , xk ↾Ek)).

∗ Jinak f(E1, · · · , Ek) 7→ f(E1, · · · , Ei−1, F,Ei+1, · · · , Ek), kde i je ne-
jmenš́ı index pro který plat́ı Ei 6∈ Num a Ei 7→ F .2

V zápise jednotlivých bodů vždy plat́ı, že E1, E2, · · · ∈ Exp(∆). Znak ≡ zde
znamená

”
textovou“ rovnost na množině výraz̊u Exp.

Při nejednoznačnosti vždy aplikujeme prvńı použitelné pravidlo naš́ı definice
zleva.

Reflexivńı a tranzitivńı uzávěr relace 7→ znač́ıme 7→∗ (
”
výpočet“).
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Tato rozsáhlá a důležitá definice si zaslouž́ı několik podstatných připoḿınek.

• Za prvé si dobře povšimněte některých
”
aritmetických“ aspekt̊u výpočtu.

– Výsledek odeč́ıtáńı je vždy nezáporný, neboli všechna záporná č́ısla jsou
nahrazena nulou. 2

– Výsledek děleńı je vždy celoč́ıselný, poč́ıtáme jeho dolńı celou část. 2

– Děleńı nulou je definováno (neńı chybou), výsledkem je opět nula. 2

• Daľśı připoḿınka se týká pǒrad́ı vyhodnocováńı ve výrazu — to je přesně
dáno pǒrad́ım pravidel v Definici 9.2, neboli vždy aplikujeme prvńı pravidlo,
které aktuálně lze použ́ıt na výraz E, a to na prvńım možném ḿıstě zleva.2
Mimo jiné je takto

”
definována“ nejvyšš́ı priorita vyhodnoceńı

uzávorkovaného výrazu. 2

• Uvědomte si dobře, že definice výpočetńıho kroku 7→ je (poněkud skrytě)
rekurzivńı. Třeba krok (2 ∗ 1) 7→ 2 je ve skutečnosti jediným krokem,
přestože

”
vyvolá“ použit́ı dvou pravidel v sobě – vyhodnoceńı součinu i

odstraněńı závorek. 2

• Ještě si uved’me, že naše definice připoušt́ı jistý nedeterminismus: Je možné
ḿıt v deklaraci ∆ zadaných v́ıce rovnic pro tutéž funkci f(), pak se však z
7→ stává pouhá relace. My se touto možnost́ı nebudeme zabývat.
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9.3 Př́ıklady výpočt̊u a d̊ukaz̊u9.3 Př́ıklady výpočt̊u a d̊ukaz̊u

Př́ıklad 9.3. Ukážeme si několik ilustrativńıch
”
výpočt̊u“ nad r̊uznými deklaracemi.

Uvažme deklaraci f(x) = if x then x ∗ f(x− 1) else 1 fi. Pak ťreba f(3) 7→∗ 6, nebot’

f(3) 7→ if 3 then 3 ∗ f(3− 1) else 1 fi 7→ 3 ∗ f(3− 1) 7→
3 ∗ f(2) 7→ 3 ∗ (if 2 then 2 ∗ f(2− 1) else 1 fi) 7→ 3 ∗ (2 ∗ f(2− 1)) 7→
3 ∗ (2 ∗ f(1)) 7→ 3 ∗ (2 ∗ (if 1 then 1 ∗ f(1− 1) else 1 fi)) 7→ 3∗(2∗(1∗ f(1−1))) 7→
3∗(2∗(1∗f(0))) 7→ 3∗(2∗(1∗(if 0 then 0 ∗ f(0−1) else 1 fi))) 7→ 3 ∗ (2 ∗ (1 ∗ 1)) 7→
3 ∗ (2 ∗ 1) 7→ 3 ∗ 2 7→ 6 .2

Uvažme deklaraci f(x) = g(x−1, x) a g(x, y) = if x then f(y) else 3 fi. Pak nap̌ŕıklad

f(3) 7→ g(3− 1,3) 7→ g(2,3) 7→ if 2 then f(3) else 3 fi 7→ f(3) .2

Uvažme deklaraci f(x) = f(x). Pak pro každé n ∈ Num plat́ı

f(n) 7→ f(n)

a podobně f(f(n)) 7→ f(f(n)). Ale f(f(2+ 3)) 7→ f(f(5)) 7→ f(f(5)). 2 2

Poznámka : Všimněte si, že p̌ri našich úpravách výraz̊u si dovolujeme vynechávat
zbytečné

”
vněǰśı“ závorky kolem celého výrazu.
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Př́ıklad 9.4. Jak bude p̌resně vyhodnocen následuj́ıćı výraz?

1 + 2− 3 + 4− 52

Řešeńı: Kĺıčem k řešeńı tohoto je správné pochopeńı Definice 9.2. Prvńım použitelným
pravidlem našeho deklarativńıho jazyka je to pro E ≡ E1 + E2. Je použito na prvńım
ḿıstě zleva, tj. pro E1 ≡ 1 a E2 ≡ 2− 3 + 4− 5. Podle definice je tedy nutno upravit
E1 ∈ Num i E2 6∈ Num, neboli definici aplikovat (rekurzivně) na výraz E2. 2

Při vyhodnocováńı E2 = E′ ≡ 2− 3 + 4− 5 je prvńım použitelným pravidlem opět to
pro E′ ≡ E′

1 +E′
2, p̌ričemž E′

1 ≡ 2− 3 a E′
2 ≡ 4− 5. Podle definice je nutno v tomto

ḿıstě vyhodnotit výraz E′
1 7→ 0. Celkem v prvńım kroce

1 + 2− 3 + 4− 5 7→ 1 + 0 + 4− 5.2

Nakonec stejným postupem źıskáme:

1 + 0 + 4− 5 7→ 1 + 0 + 0 7→ 1 + 0 7→ 1

2
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Důkaz správnosti programu

Př́ıklad 9.5. Pro ukázku uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı pouze rovnici

f(x) = if x then x ∗ f(x− 1) else 1 fi .

Věta. Pro každé n ∈ N plat́ı f(n) 7→∗ m, kde m ≡ n!.2

Důkaz povedeme indukćı podle n:

• Báze n = 0. Plat́ı f(0) 7→ if 0 then 0 ∗ f(0− 1) else 1 fi 7→ 1 a také
0! = 1.2

• Indukčńı krok. Necht’ n+ 1 ≡ k. Pak

f(k) 7→ if k then k ∗ f(k− 1) else 1 fi 7→ k ∗ f(k− 1) 7→ k ∗ f(w) ,

kde w ≡ k − 1 = n. 2Podle I.P. plat́ı f(w) 7→∗ u, kde u ≡ n!. Proto
k ∗ f(w) 7→∗ k ∗ u 7→ v, kde v ≡ (n+ 1) · n! = (n+ 1)!. 2

2

Vid́ıte, jak
”
hutný“ a formálně zcela p̌resný zápis důkazu naše formalizace umožňuje?
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Důkazy
”
neukončenosti“ výpočt̊u

Věta 9.6. Bud’ ∆ deklarace. Pro každé i ∈ N definujeme relaci 7→ i ⊆
Exp(∆) × Exp(∆) předpisem 7→ i = 7→ ◦ · · · ◦ 7→︸ ︷︷ ︸

i

. Dále definitoricky

klademe 7→ 0 = {(E,E) | E ∈ Exp(∆)}. Pak plat́ı 7→∗ =
⋃∞

i=0 7→ i.2

Podle předchoźı věty plat́ı, že E 7→∗ F právě když E 7→ i F pro nějaké i ∈ N.
Nav́ıc muśı existovat nejmenš́ı i s touto vlastnost́ı. Toto pozorováńı bývá velmi
užitečné v důkazech

”
neukončenosti“ výpočt̊u. 2

Př́ıklad 9.7. Uvažme deklaraci f(x) = f(x).

Věta. Pro každé n ∈ Num plat́ı, že neexistuje žádné m ∈ Num takové,
že f(n) 7→∗ m.2

Důkaz sporem: Předpokládejme, že existuj́ı n,m ∈ Num takové, že
f(n) 7→∗ m. Pak existuje nejmenš́ı i ∈ N takové, že f(n) 7→ i m. Jelikož
výrazy f(n) a m jsou r̊uzné, plat́ı i > 0. Jelikož 7→ i = 7→ i−1 ◦ 7→ a
f(n) 7→ f(n), plat́ı f(n) 7→ i−1 m, což je spor s minimalitou i. 2


