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1. POLYNOMY A INTERPOLACE

Touto kapitolou zapocneme budovani nastroji umoznujicich modelovani zavislosti, které nejsou
ani linearni ani diskrétni. S takovou potiebou se napt. setkdme, kdykoliv popisujeme systém vyvijejici
se v ¢ase a to ne jen v nékolika vybranych okamzicich ale ,souvisle, tj. pro vSechny mozné okamziky:.
Nékdy je to piimo zamér ¢i potieba (tfeba ve fyzikalnich procesech), jindy je to vhodné pfibliZeni
diskrétniho modelu (tfeba u ekonomickych nebo populaénich modeli).

Polynomem nad R rozumime zobrazeni f : R — R dané vjrazem

f(x)=a 2" +ap 12" '+ +arx+ ao,

kde a; € R, i =0,...,n, jsou pevné dané ¢isla (koeficienty).
Pokud je a,, # 0, fikdme, ze polynom f je stupné n. Stupén nulového polynomu neni definovan.

Pro polynomy f stupné n a g stupné m, existuji jednoznacné urc¢ené polynomy g a r takové, ze
stuperi r je mensi nez m nebo jer = 0a f = ¢-g-+r. Je-li pro néjaky prvek b € R hodnota f(b) = 0,
pak to znamena, ze v podilu f(x) = ¢(z)(xz — b) + r(x) musi byt = 0. Jinak by totiz nebylo mozné
dosadhnout f(b) = q(b) - 0 + r, kde stupeni r je nulovy. Rikadme, Ze b je kofen polynomu f. Stupeti ¢
je pak pravé n — 1. Pokud méa ¢ opét kofen, miizeme pokracovat a po nejvyse n krocich dojdeme
ke konstatnimu polynomu. Dokézali jsme tedy, ze kazdy nenulovy polynom nad R ma nejvyse tolik
korentl, kolik je jeho stupen. Odtud jiz snadno dovodime i nésledujici pozorovani.

Lemma 1. Dva polynomy [ a g nad R jsou si rovny (jako zobrazeni), prdvé kdyZ magi shodné
koeficienty.

Diikaz. Predpokladejme f = g, tj. f — g = 0 jako zobrazeni. Polynom (f — ¢)(z) tedy mé nekone¢né
mnoho kofent, coz je mozné pouze tehdy, je-li nulovym polynomem. O

Priklad 1. Uvédomme si, Ze u konecnych poli samoziejmé takové tvrzeni neplati. Uvazte napf.
polynom p(z) = 2? + x nad Zy = {0, 1}. Potom je p(0) =0 a p(1) = 1+ 1 = 0, ale p(z) neni nulovy
polynom. (]

1.1. Interpolace. Cast4 prakticka tloha vyzaduje stanoveni funkce (polynomu), pro kterou mame
zadany hodnoty v predem danych danych bodech xy, ..., z,. Pokud by slo o nulové hodnoty, umime
primo zadat polynom

flz)=(x—x0) (x — 1) ... (x — x,),

ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a nikde jinde. To ale neni jedina odpovéd,
protoze pozadovanou vlastnost ma i nulovy polynom. Ten je pritom jediny s touto vlastnosti ve
vektorovém prostoru polynomi stupné nejvyse n. Obdobné to dopadne i v obecném piipadé.

Véta 1. Pro kaZdnou mnoZinu riznych bodi xg,...,z, € R a predepsané hodnoty yo,...,y, € R
existuje pravé jeden polynom f stupné nejvyse n (pripadné nulovy polynom), pro ktery plati

flz)=v;, i=0,... n.
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Diikaz. Oznacme si prozatim neznamé koeficienty polynomu f stupné n
fzan:c"+~'+a1:c—|—ao.

Dosazenim pozadovanych hodnot dostaneme systém n + 1 rovnic pro stejny pocet neznamych koefi-
cientu a;

ag + xoay + - -+ + (z0)"an = Yo
ap + Tpay + -+ (2n) " = Yy

Jak je dobfe znamo z MB101, tento systém linearnich rovnic ma pravé jedno feseni pokud je
determinant jeho matice rizny od nuly, Musime tedy vysSetfit tzv. Vandermondiiv determinant

} i Exogz R El’ogz
V(zg,...,x,) = : le xl xl
1z, (z2)* ... (z,)"

V demonstrativnim cvic¢eni k MB101 (viz Priklad 42 v souboru <demo_cviceni_il2.pdf>) jsme
ukazali, ze

V(zg,...,x,) = H (z; —xj) #0,

§,j=0,....,n
1>7

protoze jsou body z, ..., x, (po dvou) rizné. Odtud ale vyplyva jednoznacna existence hledaného

polynomu. Protoze polynomy jsou jako zobrazeni stejné, pravé kdyz maji stejné koeficienty, véta je

dokéazana. O

Jednozna¢né urceny polynom f z predchozi véty nazyvame interpola¢ni polynom pro hodnoty v;
v bodech z;.

Polynomy tvoii mnozinu funkci jedné proménné, kterou mizeme pouzit na prolozeni jakékoliv
sady predem zadanych hodnot. Navic se zdaji byt snadno vyjadritelné, takze by s jejich pomoci mélo
byt dobfe mozné pocitat i hodnoty téchto funkci pro jakoukoliv hodnotu proménné x. Pti pokusu o
praktické vyuziti v tomto sméru ovSsem narazime hned na nékolik problém.

Prvnim z nich je potfeba rychle vyjadiit polynom, kterym zadanad data prolozime. Pro feseni
vyse diskutovaného systému rovnic totiz budeme obecné potiebovat ¢as timérny tfeti mocniné poctu
bodti, coz pti hustéjsich datech je jisté tézko prijatelné. Podobnym problémem je pomalé vycisleni
hodnoty polynomu vysokého stupné v zadaném bodé. Oboji Ize castecné obejit tak, ze zvolime vhodné
vyjadieni intepola¢niho polynomu (tj. vybereme lepsi bazi prislusného vektorového prostoru vsech
polynomt stupné nejvyse n, nez je ta standardni 1, x, 22, ... 2").

1.2. Lagrangeuv interpola¢ni polynom. Sestrojime si nejprve pomocné polynomy /¢; s vlastnosti
1 i=3
Ztejmé musi byt tyto polynomy az na konstantu rovny vyraztim

(x —x0) ... (r—xim1) (@ — mig1) ... (T — xp),


https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2006/MB101/um/demo_cviceni_il2.pdf?fakulta=1433;obdobi=3523;kod=MB101

a proto
H#i@ — ;)

blo) = Hj;éi(xi — )

Hledany Lagrangetv interpola¢ni polynom pak snadno zadame vzorcem

f(:E) = yofo($) + ylgl(x) +eeet ynfn(x)'

Toto vyjadieni ma nevyhodu ve velké citlivosti na neptesnosti vypoctu pii malych rozdilech zada-
nych hodnot x;, protoze se v ni témito rozdily deli. Vsimnéme si ale, ze pfima konstrukce Lagrangeova
polynomu miize nahradit existenc¢ni ¢ast diikazu v predchozi Véte 1.

Jesté horsim problémem je velice $patna stabilita hodnot realnych nebo racionalnich polynomi
pri zvétsujici se hodnoté proménné z. Brzy budeme mit néastroje na presny popis kvalitativniho
chovani funkci, nicméné i bez nich je zfejmé, ze podle znaménka koeficientu u nejvyssi mocniny
polynomu se hodnoty velice rychle pii rostoucim = vydaji bud do plus nebo do minus nekone¢na. Ani
toto znaménko koeficientu u nejvyssiho stupné se ale u interpola¢niho polynomu pii malych zménach
prokladanych hodnot nechovéa stabilné. Viz str. 129 ve skriptech nebo demonstrativni cviceni k MB101
(soubor <interpolace.pdf>).

Priklad 2. Naleznéte polynom P spliujici nasledujici podminky:
P(2)=1, P3)=0, P4)=-1, P(5) =6.

Reseni. Resime bud piimo, t.j. sestavenim soustavy ¢ty linedrnich rovnic o étyfech neznamych.
Ptredpokladdme polynom ve tvaru asz® + ap2? + a12; + ag. Vime, Ze polynom stupné nejvyse tii
splnujici podminky v zadani je dan jednoznacné.
aop + 2a1 + 4as + 8asz =
ag + 30,1 + 90,2 + 27&3 = 0
ag + 4a; + 16as + 64a3 = —1
ag + day + 25as + 125a3 = 6.

Kazda rovnice vznikla z jedné z podminek v zadani.

Druhou moznosti je vytvorit hledany polynom pomoci fundamentalnich Lagrangeovych polynomii:

B (x —3)(x — 4)(z — b)
P(z) = 1~(2_3)(2_4)(2_5)—1—0'(...)—1—

(x —2)(x — 3)(z — )

B VT R T B S R G T Y oy
4, , 101
= ;o' -122"+ — w29

Koeficienty tohoto polynomu jsou samoziejmé jedinym fesenim vyse sestavené soustavy linearnich
rovnic. U


https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2006/MB101/um/interpolace.pdf?fakulta=1433;obdobi=3523;kod=MB101
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1.3. Derivace polynomu. Derivace polynomu je linearni zobrazeni prostoru P,, polynomu stupné
nejvyse n do prostoru P,_; polynomi stupné nejvyse n — 1 takové, Ze kazdy polynom z* standardni
béze je zobrazen na polynom kz*~!. Tuto operaci znacime ’.

Piiklad 3.
() =1, (2*) =2, (2% =32 (') =1002", (1) =0.

Z linearity tohoto zobrazeni tedy plyne, Ze derivace polynomu
P)=a,a" +a, 12"+ -+ aya® + a1+ ag

je polynom
P(z)=na,z" '+ (n—1a, 12" >+ +2ayz + a.

Druha derivace polynomu je opét linearni zobrazeni prostoru P,, do prostoru P, _» definované jako
iterace vyse uvedeného zobrazeni derivace. Tj. polynom x* standardni baze je zobrazen na polynom
k(k — 1)z*=2. Tuto operaci zna¢ime ”.

Pr¥iklad 4.
()" =(1) =0, (2*)"=22) =2, (2*) = (32%) = 6w,
(z')” = (1002*°)" = 99002, (1)" = (0)' = 0.

Vice se o derivacich (nejen polynomi) dozvite pozdéji v tomto semestru.

1.4. Hermitetiv interpola¢ni polynom. Uvazme opét m+ 1 riznych bodt o, . .., Ty, tj. ; # z;
pro vSechna i # j. PredepiSme dale hodnoty y; a y! aproximované funkce a jejich derivaci. To
znamena, ze mame predepsany hodnoty a prvni derivace v zadanych bodech x;. Hleddme polynom
f, ktery bude nabyvat téchto predepsanych hodnot a derivaci.

Zcela analogicky jako u interpolace pouhych hodnot obdrzime pro neznamé koeficienty polynomu
f(z) = apa™ + ... ay systém rovnic

ag + xoay + -+ - + ()" an = Yo

ap + Tmay + -+ (Tm)"@n = Ym

ay + 2xoag + - - -+ n(zo)" a, = yp

ay + 2Tmag + - -+ n(zy,)" ta, =y

Toto je systém 2m + 2 rovnic pro n + 1 neznamych. Volbou stupné hledaného polynomu n = 2m + 1
bude determinant tohoto systému rovnic nenulovy a tudiz bude existovat pravé jedno reseni. Nalezeny
polynom nazyvame Hermitetv interpolacni polynom.




Priklad 5. Naleznéte polynom P spliujici nasledujici podminky:
P(1)=0, P(1)=1, P(2)=3, P'(2)=3.

Reseni. Mame m = 1 a hleddme polynom stupné n = 2m+1 = 3, tj. P(z) = az 2*+ax 2>+ a1 v+ ao.
Dosazenim za = = 1 a © = 2 do vyrazu pro P(z) a P'(x) dostaneme systém

P(1) =as+as+a; +ap =0,

P(2) = 8ag + 4as + 2a; + ag = 3,

P'(1) = 3az + 2az + a; = 1,

P'(2) = 12a3 + 4as + a; = 3.
Vyiesenim tohoto systému dostaneme P(z) = —2x3 + 1022 — 13z + 5. O

Stejné jako pfi konstrukei Lagrangeova polynomu lze Hermitetiv interpolac¢ni polynom zkonstruovat
pfimo pomoci tzv. fundamentalnich Hermiteovych polynomt. Podrobnosti viz skripta prof. Slovaka.

Nejjednodussi pripad je zadani hodnoty a derivace v jediném bodé. Tim urc¢ime beze zbytku
polynom stupné n = 1, tj.
f(@) = f(xo) + f'(wo) - (x — o),

tj. praveé rovnici primky zadané hodnotou a smérnici v bodé x.

Priklad 6. Naleznéte polynom P splnujici nasledujici podminky:
P(1)=2, P'(1)=3.
Resend.
P(x)=P(1)+ P (1) - (x—1)=2+3(x—1) =3z — 1.
0J

Kdyz zaddme hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. f(zo) = vo, f'(x0) = 0, f(z1) = y1, f/(x1) =
Y} pro dva ruzné body zy a 7, dostaneme jesté porad snadno pocitatelny problém. Ukazme si jej v
zjednoduseném provedeni, kdy zo =0, z; = 1.

P¥iklad 7. Hledame polynom stupné n = 2m+1 = 3, tj. f(x) = a3 x®+as 2> + a1 ¥ + ap. Dosazenim
zax =0ax=1do vyrazu pro f(z) a f'(z) dostaneme systém

f0)=ao=yo, f(1)=as+as+ai+ay=uy, f/(o):alzyé)a f'(1) = 3as + 2a2 + a1 = yj.

Tedy matice tohoto systému a jeji inverze maji tvar

0001 2 -2 1 1
(111 4 |3 3 —2 4
A=loo1ol" 4 =|lo o 1 o0

3210 1 0 0 0

(Vypoctéte si tuto inverzi nékterou z metod z MB101!)

P#imym vynasobenim A - (a3, as,a;,a9)” pak vyjde vektor (yo,v1,ys, vi)", neboli

as Yo 2yo = 2y1 +yo + ¥4
az | _ ger | U | 3% 30 =20 —w
a1 Yo Yo ’

Qo U Yo



.
f(x) = 2yo — 2u1 +yo + ¥4) @* + (=3yo + 3y1 — 2y — y}) ° + yh T + vo.
[l

Obdobné lze predepisovat libovolny koneény pocet derivaci v jednotlivych bodech a vhodnou
volbou stupné polynomu obdrzime vzdy jednoznac¢né interpolace.

Bohuzel, u téchto interpolaci porad ztstavaji problémy zminéné uz v pripadé jednoduchych inter-
polaci hodnot — slozitost vypoctti a nestabilita. Pouziti derivaci vSak podbizi jednoduché vylepseni
metodiky.

1.5. Interpolace splajny. Jak jsme vidéli na obrazcich demonstrujicich nestabilitu interpolace jed-
celkové zmény chovani vysledného polynomu. Nabizi se tedy vyuziti malych polynomialnich kouskii,
které ale musime umét rozumné navazovat.

Nejjednodussi je propojeni vzdy dvou sousednich bodt linedrnim polynomem. Tak se nejcastéji
zobrazuji data (tj. vznikd lomena ¢ara). To znamend, Ze derivace budou na jednotlivych tsecich
konstantni a pak se skokem zméni. O néco sofistikovanéjsi moznosti je predepsat v kazdém bodé
hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme mit 4 hodnoty a jednoznac¢né tim urc¢ime Hermitetv
polynom 3. stupné, viz vyse. Takové polynomidlni ptiblizeni po kouscich uz bude mit tu vlastnost,
ze derivace na sebe budou navazovat.

V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace dostateéné a navic pii namérenych datech ne-
mivame hodnoty derivaci k dispozici. P¥imo se proto vnucuje pokus vyuzivat pouze zadané hodnoty
ve dvou sousednich bodech, ale pozadovat zaroven rovnost prvnich i druhjch derivaci u sousednich
kouskti polynomii tfetiho stupné:

Definice 1 (Kubicky splajn). Nechf zy < z; < .-+ < 1z, jsou realné hodnoty, ve kterych jsou
zadany pozadované hodnoty vy, . .., y,. Kubickym interpola¢nim splajnem pro toto zadani je funkce
S : R — R, kterad splituje nasledujici podminky:

e zlZeni S na interval [z;_1,x;] je polynom S; tietiho stupné, i = 1,...,n,
o Si(x;i1) =vyi1 a S;(x;) =y; pro véechny i = 1,...n,

e Si(x;) = SI i(x;) pro vSechny i = 1,...,n — 1,

o S/(x;) =S/ (x;) pro vSechny i =1,...,n — 1.

O

Kubicky splajn pro n + 1 bodi sestava z n kubickych polynom, tj. mame k dispozici 4n volnych
parametri (prvni definiéni podminka). Dalsi podminky pfitom zadavaji 2n+ (n—1)+(n—1) rovnosti,
tj. dva parametry ziistavaji volné. Pti praktickém pouziti se dodavaji predpisy pro derivace v krajnich
bodech, tzv. ,aplny splajn“, nebo jsou tyto zadany jako nula, tzv. ,pfirozeny splajn‘.

Piiklad 8. Zadani viz Ptiklad 2 (interpolace). Obr. viz. soubor <interpolace_a_splajn.pdf> [

Vypocet celého splajnu uz neni bohuzel tak jednoduchy jako u nezavislych vypocti Hermiteovych
polynomt tietiho stupné, protoze data se prolinaji vzdy mezi sousednimi intervaly. Pii vhodném
uspotradani se vSak dosahne matice systému, kterda méa nenulové prvky prakticky jen ve tfech dia-
gonalach, a pro takové existuji vhodné numerické postupy, které umozni splajn pocitat také v case
umérném poctu bodi. Vice ve skriptech prof. Slovaka.


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/interpolace_a_splajn.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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1.6. Rozklad na parcidlni zlomky. Jsou-li P(x) a Q(x) polynomy, Q(z) # 0 (t.j. polynom @ neni
identicky roven nulovému polynomu), potom se vyraz

P(x)
Q(x)

Je-li st P < st @, pak R(r) nazyvame ryze lomenou.

R(z) :=

nazyva racionalni lomenou funkei.

Pokud nemaji polynomy P(z) a Q(z) spoleény kofen (tj. ve funkci R(z) jiz nejde zadny vyraz s
proménnou z pokratit), potom kazdou takovou ryze racionalni lomenou funkei lze rozlozit na soucet
parcialnich zlomkt. Tento soucet je az na poradi jednotlivych zlomk® urcen jednoznacné.

Tvar jednotlivych parcialnich zlomki najdeme podle kofentt a nasobnosti jmenovatele, tj. podle
funkce Q(x). Elementarni kofenové ¢initele polynomu Q(z) lze nad R uvazovat bud linedrni (odpovi-
dajici redlnym kotfentiim) nebo kvadratické (odpovidajici dvojicim komplexné sdruzenych komplexnich
kofenit).

e Je-li @ € R realny koien nisobnosti k, potom polynom @Q(z) obsahuje ¢initel (z — a)*, a
prislusné parcialni zlomky jsou tvaru
Ay Ay Az Ay,

(x—a)k+(x—a)k*1+($—oz)k*2+”'+x—o[

e Je-li §+~i € C dvojice komplexné sdruzenych komplexnich kofenti nasobnosti & (kazdy z
nich), potom polynom Q(z) obsahuje &nitel (22 + pz + ¢)*, jehoZ diskriminant je zaporny, a
prislusné parcialni zlomky jsou tvaru

Bll' -+ Cl BQJZ‘ -+ 02 Bgl’ —+ Cg Bkl' -+ Ck
2 FT T2 1T 2 2 T T 3 :
(22 +pr+q)F (22 +pr+q) (2% + px + q) 22 +pr+q

Je nutné vzdy zahrnout vSechny parciélni zlomky (az so stupné k)!

Priklad 9.

4+ Tr+1
R(z) =
(z) z(r—1)3(x2+z+1)2
A B C D FEx+ F Gex+H

:;—i_(x—1)3+(x—1)2+:p—1+(x2+x—|—1)2+x2—|—x+1'

OJ

Neznéame koeficienty u parcidlnich zlomku hleddme bud pievodem nazpét na spoleéného jmeno-
vatele a porovnanim koeficientii u jednotlivych mocnin (coz vede na systém linedrnich rovnic), nebo
jednoduseji dosadime za proménnou z hodnoty kofenti polynomu Q(z).

Priklad 10.
R(z) = (z—1)(z —2)? _x—1+(x—2)2+$—2
CA@=2P+B-1)+C@—1)(r—-2)
a (x—1)(x—2)?

Porovnavame polynomy v citateli:
r+1=A@—-2>*+Bx—-1)+C(x—1)(z—2).
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Volbou = = 1 dostaneme A = 2, volbou = = 2 dostaneme B = 3. Dalsi kofeny jiz jmenovatel nema,
zvolime proto libovolnou jinou ,,jednoduchou“ hodnotu, napt. x = 0 a dostaneme 4A — B+ 2C = 1,

tj. C'= —2. Je tedy
2 3 2
R(x)_x—1+(x—2)2_x—2’




2. DIFERENCIALNI POCET

2.1. Realna cisla. Realna cisla zavedeme v podstaté intuitivné jako obrazy bodd na primce, kde
vyznac¢ime bod 0 oznac¢ujici pocatek a rozhodneme o kladném sméru (doprava). Zna¢ime R. Matema-
ticky lze realna ¢isla zavést pomoci axiomt, viz skripta prof. Slovaka. Zejména si z MB101 zopakujte
pojmy suprema a infima, se kterymi budeme pracovat.

2.2. Supremum a infimum v R. Nechf je ddna neprazdna mnozina A C R. Prvek b € R nazveme
horni zavorou mnoziny A, pokud Vo € A: x <b,
tj. pokud je prvek b vétsi (nebo roven) nez vSechny prvky v mnoziné A. Obdobné se definuje

dolni zévora mnoziny A, tj. je to prvek a € R s vlastnosti, ze a < x pro vSechny x € A.

Rekneme, ze mnozina A je shora ohranic¢end (shora omezend), pokud mé A alesporii jednu horni
zévoru. Podobné se definuje zdola ohranicend (zdola omezend) mnozina A. Mnozina A je ohrani¢end
(omezend), pokud je A soucasné zdola i shora ohrani¢ena. Viz piiklady redlnych intervalu.

Nejmensi horni zéavora mnoziny A se nazyva supremum mnoziny A. Tj. prvek b € R je supremum
mnoziny A, pokud jsou splnény nasledujici dvé podminky:
—VrzeA: z<b (. bje horni zdvora mnoziny A),
— je-li y € R horni zavora mnoziny A, potom je b < y (tj. b je nejmensi horni zavora).

Supremum mnoziny A znacime jako
b =sup A.

Obdobné se definuje infimum mnoziny A, neboli je to nejvétsi dolni zavora mnoziny A, znacime

a = inf A.

Priklad 11. Je-li A libovolny z intervalia (0, 1), [0, 1], [0,1) nebo (0, 1], potom je vzdy
supA=1 a infA=0.
(]

Ma-li mnozina A nejvétsi prvek b (tj. vSechny ostatni prvky jsou mensi nez b), potom je b = sup A.
Podobné, mé-li mnozina A nejmensi prvek a (tj. vSechny ostatni prvky jsou mensi nez a), potom
je a = inf A. Vyhoda suprema ¢i infima oproti nejvétsimu ¢i nejmensimu prvku spociva v tom, Ze
nejvetsi ¢i nejmensi prvek nemusi v A existovat, i kdyz je mnozina A ohranicend, ale supremum a
infimum existuji vzdy.

Axiom 1.

(i) Kazda neprazdnd shora ohrani¢end mnozina A C R mé supremum.
(ii) Kazda neprazdna zdola ohrani¢end mnozina A C R mé infimum.

Tyto axiomy zarucuji, ze v mnoziné realnych ¢isel nejsou zadné ,diry*. Navic lze jednoduse dokazat,
ze tvrzeni (i) a (ii) jsou navzajem ekvivalentni, tj. stac¢i mit k dispozici jen jeden z nich, a ten druhy
pak jiz plati automaticky.
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2.3. Intervaly. Budeme se striktné drzet znaceni, ze uzavieny interval je oznaCen hranatymi zaé-
vorkami [a,b] (krajni body tam patii), zatimco otevieny interval je oznacen kulatymi zadvorkami
(a,b) (krajni body tam nepatii). Podobné budeme uvazovat polouzaviené intervaly [a,b) a (a, b].

Nekonec¢né intervaly (neohranic¢ené zdola nebo shora) zna¢ime jako

(—00,00), [a,), (a,00), (—o0,b], (—00,b).

Symbol —oco a oo do intervalu nikdy nepatfi, je to jen znaceni, ze do intervalu patii libovolné velké
zaporné ¢i kladné body.

Konec 1. prednasky (19.2.2007)]

Defini¢ni obor funkce f(z) budeme znacit symbolem D(f), obor hodnot pak symbolem H(f).

2.4. Limita. V tomto odstavci se budeme podrobné zabyvat situaci, kdy se né€jaké hodnoty funkce
(nebo posloupnosti) ,blizi“ k n&jakému éislu ¢i k +oo. To pak pfirozené vede k zavedeni pojmu
Hlimita®.

Priklad 12.
(a) K priblizeni pojmu ,limita“ muZze dobie poslouzit jiz zndmy pojem infima ¢i suprema. V
Prikladu 11 jsme ukéazali, ze
0 =inf(0,1), 1=sup(0,1),

a pritom ani jedno z ¢isel 0, 1 v mnoziné (0, 1) nelezi. Uvazujme posloupnost bodu

1N~ (111 € (0.1)
nf,_, 127347 ’

pro zvysujici se n. Potom vidime, Ze se hodnoty této posloupnosti ,nekonec¢né blizi“ k hodnoté
infima (k nule), ale nikdy této hodnoty nedosdhnou. Podobné toto plati pro posloupnost

n—11° 1 3 4
=< — — —. ... »€e(0.,1
{n} {2,4,5, } (0,1)

a hodnotu suprema (jednicku).

(b) Naopak, ¢leny posloupnosti

{n}>, =10,1,2,3,...}
se ,nekonecné blizi“ k +o0o (ale nikdy této ,hodnoty“ nedosdhnou), stejné tak jako ¢leny
posloupnosti

{—n}>*, ={0,-1,-2,-3,...}
se ,nekonecné blizi“ k —oo (ale nikdy této ,hodnoty“ nedosdhnou).

(¢) Podobné se funkéni hodnoty funkce f(z) = + ,nekonecné blizi“ k ¢islu 0 kdyz se nezévisla
proménnd x zvysuje k +oo (viz obr.).

O

Intuitivni definice limity: ,Funkce f(x) ma limitu L v bodé x, pokud se funkéni hodnoty f(x)
libovolné blizi k ¢islu L, kdyz je x dostatecné blizko k x(.“ Piseme

lim f(z) = L.

T—x0
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Piiklad 13. Uvadime rizné ,druhy“ limit — vlastni/nevlastni limita ve vlastnim/nevlastnim bodé.
(a) Pro funkci f(z) = 3z + 1 mame (viz obr.)
lir%(?):p +1) =10, lim (3z + 1) = oo.
(b) Pro funkci f(z) = - méme (viz obr.)
1 1 , 1

lim — = oo, lim — =0, lim — =0.
z—0 12 T—00 12 z——o0 T2

Oznaceni . R* := R U {#+o00}. Body = € R se nazyvaji vlastni body, body = 400 se nazyvaji
nevlastni body.

Definice 2 (Okoli bodu). Bud zy € R*. Okoli O(xy) bodu z, je otevieny interval s vlastnosti (viz

obr.)
(g — 0,29 + 9), je-li zy € R,
O(xg) =} (a,0), je-li xy = 00 (a € R),
(—o00,b), je-li xy = —oo (b € R).

Mnozina O(xg) \ {Zo} (pro zo € R) se nazyva ryzi (téz prstencové) okoli bodu xy.

Pro zo € R definujeme pravé okoli bodu zy jako interval [zg,z¢ + ) a levé okoli bodu zy jako
interval (x¢—d, zo]. Podobné je pravé ryzi okoli bodu zg interval (xq, zo+9) a levé ryzi okoli bodu
interval (xo — 9, xg). O

Definice 3 (Limita). Bud o, L € R*. Funkce f(x) ma v bodé xy limitu L, piSeme
lim f(z) =L,

T—To

pokud pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje okoli O(xg) bodu x, tak, ze
pro viechna = € O(zo) \ {zo} je f(x) € O(L). (1

~—

To, ze v podmince (1) pozadujeme, aby |x # x|, znamena, Ze

limita nezévisi na hodnoté funkce v bodé z!

Interpretace Definice 3 zélezi na tom, jestli je xo a L vlastni nebo nevlastni bod.

Definice 4 (Vlastni limita ve vlastnim bodé). Bud zy, L € R. Funkce f(z) mé v bodé z limitu
L, pokud pro kazdé € > 0 (toto ¢islo € urcuje okoli O(L) = (L — e, L + ¢) bodu L) existuje § > 0
(toto ¢islo 0 urcuje okoli O(xg) = (zg — 9, zo + ¢) bodu zy) takové, ze

pro vSechna z takovd, ze 0 < |z —xo| <d je |f(z)—L| <e. (2)

g

20\ {70} f(@)€0(L)
0
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Zkracené lze Definici 4 prepsat jako

Ve >030>0tak,zeVe: 0<|z—z| <0 = |f(zx)—L|<e.

Priklad 14. Ukazte z definice, ze lim, .3(3z + 1) = 10, viz obr.

Reseni. Bud e > 0 libovolné. Chceme najit ¢islo & > 0 takové, aby |y — 10| < &, kdykoliv bude
0 < |z—3| <d. Tedy
€

|(Bz+1) = 10| <&, tj. [3z—9<e, i |;c—3\<3

Staci tedy vzit | := £ |, pfipadné libovolné jiné ¢ splnujici 0 < § <

£
3

wlm

Definice 5 (Vlastni limita v nevlastnim bodé&). Bud zy = oo, L € R. Potom
lim f(z) = L,

pokud pro kazdé € > 0 (toto ¢islo € uréuje okoli O(L) = (L — &, L + ) bodu L) existuje a > 0 (toto
¢islo a uréuje okoli O(c0) = (a, 00) bodu oo) takové, ze

pro vSechna z > a je |f(z) — L| <e. (3)
2€0(c0) f@)eO(L)

Bud 2y = —o0, L € R. Potom
lim f(x)=L,

pokud pro kazdé € > 0 (toto ¢islo € urcuje okoli O(L) = (L — ¢, L + ) bodu L) existuje b < 0 (toto
¢islo b urcuje okoli O(—o00) = (—00,b) bodu —o0) takové, ze

pro vSechna g <b je |f(x)—L| <e. (4)
#€0(~e0) f@)eo(r)
U

Priklad 15. Ukazte z definice, ze lim,_, ., i = 0, viz obr.

Reseni. Bud € > 0 libovolné. Chceme najit &islo a > 0 takové, aby |y — 0| < ¢, kdykoliv bude z > a.
Tedy

1 . 1
<eg ot —<eg ot T >-—.
T €

\ . ; L vr < 7e Lo g v es s 1
Staci tedy vzit |a := < |, pfipadné libovolné jiné a spliujici a > <. O
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Priklad 16. Urcete limitu posloupnosti a,, = (1 + %)n pro n — oQ.

Reseni. Ukaze se, Ze je tato posloupnost rostouci a shora ohrani¢end a tudiz m4 limitu. Tuto limitu
ozna¢ujeme symbolem e a nazyvame ji Eulerovym ¢islem (zaklad pfirozenych logaritmu). Je tedy

) 1\"
lim (1 + —) =e|.
n—oo n

Vice ve skriptech prof. Slovaka (str. 153-154). U

Podobné interpretujeme

— nevlastni limitu ve vlastnim bodé (zy € R, L = +00),
— nevlastni limitu v nevlastnim bodé (z¢ = £o0, L = £00).

Ve vlastnich bodech z( se miizeme blizit k bodu z( také jen zprava nebo jen zleva, tj. v Definici 3
pouzijeme v podmince (1) pouze pravé ryzi okoli bodu xy nebo pouze levé ryzi okoli bodu x.
Dostavame pak pojmy limity zprava a limity zleva:

Definice 6 (Limita zprava/zleva). Bud zy € R, L € R*. Funkce f(z) ma v bodé x( limitu zprava
rovnu ¢islu L, piSeme

lim f(z) =L,

m—)xg
pokud pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje § > 0 tak, ze
pro vSechna z € (zo, 29 +0) je f(z) € O(L). (5)

Funkce f(z) ma v bodé z limitu zleva rovnu ¢islu L, piSeme
lim f(x) =L,

T—Ty
pokud pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje § > 0 tak, ze
pro vSechna z € (zg — d,x9) je f(x) € O(L). (6)

Piiklad 17.
(a) Pro funkci sgnx (,signum“=znaménko, viz obr.) definovanou jako

1, pro x > 0,
sgnzx = ¢ —1, pro x < 0,
0, pro x = 0,
plati
lim sgnz =1, lim sgnx = —1.
x—07F z—0~
(b) Pro funkci < plati (viz obr.)
.1 .1
lim — = oo, lim — = —o0.
z—0t T x—0- T
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A kdy limita neexistuje? Pokud méa funkce v bodé zy a jeho okoli néasledujici chovani:

e skok — funkce ma obé jednostranné limity vlastni, které jsou ale rizné (viz Ptiklad 17(a)),

e nekonecny* skok — funkce ma obé jednostranné limity, pricemz alespon jedna z nich je ne-
vlastni (tj. £00), tyto jednostranné limity jsou ale rizné (viz Piiklad 17(b)),

e oscilace — napf. funkce f(x) = sin% v bodé z¢ = 0, viz obr.
Priklad 18. Funkce

1, pro x € Q (tj. pro x racionalni),
q() = 0, pro x ¢ Q (tj. pro x iraciondlni),

nema limitu v zadném bodé xy € R*, protoze v libovolném okoli zvoleného bodu z( se nachazaji jak
raciondlni tak iracionalni ¢isla a tedy tato funkce zde nabyva hodnot 11 0 (a tedy zde nemuze mit
limitu). O

V nésledujicim si priblizime nékteré zakladni vlastnosti limit.

Véta 2 (Vlastnosti limit).
(i) Funkce f(x) md v bodé xy € R* nejuyse jednu limitu.
(i) Md-li f(x) vlastni limitu L € R v bodé xy € R*, potom je f(x) na néjakém ryzim okoli bodu
zo ohramicend.
(i) Limita existuje prave kdyz existuji obé jednostranné limity a jsou si rovny, tj.

lim f(z) =1L & lim, f(z)=L= lim f(x).

T—Io Ty T—T)

Véta 3 (Vlastnosti limit). Jsou-li

Jim f(z) =L,  lim g(z) =M,
kde L, M € R (pouze vlastni limity!) a xo € R*, potom
I [7(x) + ()] = L& M, ™
i f(2) - g(e) = L. M, )
xlgl;) % = %, pokud M # 0, 9)
Jlim [f(2)| = | lim f(2)| =|L]. (10)

Véta 4 (O tfech limitach). Necht xy, L € R*. Je-li g(z) < f(z) < h(z) na néjakém ryzim okoli
bodu xqy a je-li
lim g(z) = L = lim h(z),

T—T0 T—T0
potom také existuje limita funkce f(x) a je rovna ¢islu L, tj.
lim f(z) = L.

T—x0
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Priklad 19. Rozhodnéte, jestli mé funkce x sin% limitu v bodé xg = 0.

Reseni. Protoze je funkce sinx ohrani¢ené (jednickou shora a minus jednickou zdola), pro x # 0
plati nerovnosti

1
—lz| <@sin— < |zl
T

A protoze lim, g |z| = 0, existuje podle Véty 4 také limita funkce x sin% a plati

lim zsin — = 0.
z—0 x

Poznamka 1. Vsechny vlastnosti limit uvedené ve Vétach 2, 3 a 4 plati i pro jednostranné limity,
tj. pro limity zprava a zleva. U

Poznamka 2. Pro vypocet limit pouzivame znaceni pro ,typ“ dané limity, napr. ’typ % , }typ %

Y

}typ £ , }typ 21, atd. Typ dané limity zjistime tak, Ze dosadime do dané¢ho vyrazu pfimo limitni
hodnotu x = xy. Kuptikladu

im > =4 Jip 2 2 0

im —|=0.

eo222+4 |08

O

2.5. Spojitost. Spojitost funkce je dtlezitym znakem jejiho chovéani. Uvidime, Ze spojité funkce
maji témeér vsechny ,dtlezité” vlastnosti.

Funkce f(z) je spojitd v bodé zy € R, jestlize existuje v tomto bodé vlastni limita L, v bodé zg
existuje funkéni hodnota f(xy) a tyto dvé ¢isla jsou si rovny, tj. pokud

lim f(@) = f(ao)

Spojitost zprava a spojitost zleva v bodé xy se definuje stejné, ale s pomoci jednostranné limity;,
tj.

1im+ f(z) = f(wo), lim f(z) = f(zo).

Piiklad 20. Funkce (viz obr.)

(2 —x, pro x € [0, 1),
2, pro x € [1,2),
1, pro x = 2,
f(z) = 2, pro x € [2,3],
5—x, pro x € (3,4),
2, pro x =4,
\

je
e spojitd v kazdém bodé = € [0, 4] kromé x = 0,1, 2,4,
e spojité zprava v kazdém bodé x € [0, 4] kromé = = 2,4,
e spojité zleva v kazdém bodé x € [0, 4] kromé = = 0,1, 2, 4.
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Véta 5 (Vlastnosti spojitych funkci).
(i) Jsou-li funkce f(x) a g(x) spojité v bodé xq, pak jsou zde spojité i funkce

flx
D@, f@)a@) T roglen £o.
(ii) (Véta o zdmeénnosti limitniho prechodu a funkce.) Necht xy € R*. Je-li lim, .., g(x) = M a
je-li funkce f(y) spojita v bodé yo = M, potom
lim f(g(x)) = f( lim g(x)) = f(M).

(iii) (Spojitost sloZené funkce.) Je-li funkce g(x) spojitda v bodé xo a je-li funkce f(y) spojitd v
bodé yo = g(x0), potom je sloZend funkce (f o g)(z) = f(g(x)) spojitd v bodé xy.

Vsimnéte si, ze vlastnost (10) je specidlnim pi¥ipadem Véty 5(ii), protoZe je |x| spojité funkce.

Priklad 21. Ve Vété 5(ii) mize existovat lim, ., f(g9(z)) i v pipads, Ze lim,_.,, g(z) neexistuje.
Napf. pro g(z) = sgnx a f(y) = y? plati, Ze lim, o sgn x neexistuje, ale pfesto je

. IERT 2 1 -
lim f(g(x)) = lim(sgnz)” = lim 1 = 1.

Priklady spojitych funkeci:
e konstantni funkce f(z) = C (v kazdém bodé x € R),
e polynom P(z) (v kazdém bodé = € R),
e racionalni lomend funkce R(z) = 2% (v kazdém bodé x € D(R), tj. v kazdém bods z, kde

Q(z)
Q(x) #0),

e trigonometrické funkce (vSude, kde jsou definovany).

Spojitost funkci lze dobfe vyuzit k vypoctu limit — prostym dosazenim.

Priklad 22.
lim (2% 4 27) = (—1)? + 2(~1) = —1, lim cosz = cos0 = 1.

r——1 z—0

V nésledujicich prikladech uvadime tzv. zakladni limity.

Priklad 23. Urcete
. sinx
lim
z—0

Reseni. Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu }g’.

Pro z € (0, %) plati
sinr <z <tgw (viz obr.).
A protoze je pro tato x hodnota sinz > 0, je
T 1 sinx

tj. cosT <

- < , < 1.
S1In T COST T

1<
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JelikoZ je funkce cosz spojita (v nule), obé strany nerovnosti se pro x — 07 blizi k 1, a tedy podle

véty o tfech limitach (Véta 4) je

sin x
lim =1.
z—0t X
Protoze je funkce Si;“” suda, exsituje také limita zleva a je rovna 1, tj.
. sinz . sinz Véta 2(iii . sinz
lim =1= lim #a 20 lim =1]. (11)
z—0- X z—0t X z—0 T
0J
Priklad 24. Urcete
. 1l—coszx
lim ————.
z—0 X
Reseni. Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu }g’.
. 1l—cosz ) 1—cosx 1+coszx ) 1 —cos’x 1
lim ——— = lim . = lim .
z—0 T z—0 T 14 cosx z—0 T 1+ cosx

) .
1 1 1
— lim (22T —lim [ 2 ging - ——— ) =1.0.==0.
z—0 T 1+ cosx z—0 T ~~ 1+ coszx 2
~—— —0 N—

—1 1
-3
Proto je
1 —
lim — " — (12)
x—0 x
O
Priklad 25. Urcete —
lim c - .
z—0 X

Reseni. Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu }g’.

Pomoci nerovnosti

xr
<et <1
r+1 ¢ +1—2367

neboli (viz. soubor <limita e na x.pdf>)
1 - e’ —1 - 1
r+1 x 1—2z’

dostaneme z véty o t¥ech limitach (Véta 4), ze

1+

pro z € (0, %),

pro z € (0, %),

et —1
lim =1.
z—0t X
Podobné, plati
1 et —1 1

<

< € (—3.0
1—2zx x r+1 pro 2 € (=3, 0),


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/limita_e_na_x.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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a tedy podle véty o tfech limitach (Véta 4) plati

Coet—1
lim =
z—0~ X

1.

Celkové tedy podle Véty 2(iii) je

=1/. (13)

Priklad 26. Urcete

lim L(l i x)
x—0 x

Reseni. 7 Prikladu 25 mame, Ze pro malé z je e* — 1 ~ z, tedy je e® ~ 1+ x. Logatitmovanim obou
stran dostaneme, ze x ~ In(1 + x). Tedy plati, ze

In(1
g 2O+ 2) ) (14)
x—0 x

O
Priklad 27. Urcete

oat—1

lim

x—0 €T

Reseni. Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu }g’.

Pomoci rovnosti a® = %" = ¢ "¢ dostaneme
a® e Ina 1
lim = lim -lna =1Ina,
z—0 T z—0 xIlna
—1
a tedy je
a®—1
lim =Inal. (15)
z—0 T
Vsimnéte si, Ze nyni je limita (13) specidlnim pfipadem limity (15) pro a = e. O

Priklad 28. Urdcete |
lim 70&‘(1 + x)
z—0 T

Reseni. Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu }g’.

Pomoci rovnosti log, (1 + z) = w dostaneme
log, (1 In(1 1 1
lim log, (1 + ) = lim n(l+7) . = :
z—0 x z—0 x Ina Ina
—

—1
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a tedy je
1 1 1
lim 2a1+2) 1| (16)
x—0 T Ina
Vsimnéte si, Ze nyni je limita (14) specidlnim pfipadem limity (16) pro a = e. O

Spojitost na intervalu — Bud I C D(f). Funkce f(z) je spojitd na intervalu I, je-li spojita v kaz-
dém vnitinim bodé intervalu I a patii-li levy/pravy krajni bod do intervalu I, je v ném f(z) spojita
zprava/zleva. Piseme

feC(), piipadné f € Cla,b], pokud I = [a,b.

(Pismeno ,,C“ pochézi z anglického continuous=spojity.)

Priklad 29.
(a) f(x) = V4 — a2 (viz obr.), f(z) je spojita na intervalu [—2,2], tj. f € C[-2,2].

(b) f(z) =% (viz obr.), f(z) je spojité na intervalu (—oo,0), na intervalu (0, 0o), ale neni spojita

na intervalu (—oo, 00) (na R).

(c) Vsimnéte si, ze spojitost funkce na intervalech (—oo,0) a [0, 00) stale jesté nemusi stacit pro
spojitost na celém R. Napf. funkce (viz obr.)

fa) = { (1), pro z < 0,

, pro xz > 0,

je spojitd na kazdém z intervall intervalech (—o0,0) a [0, 00), ale neni spojitd na R.

Véta 6 (Weierstrassova). Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a,b], tj. na uzavieném konecném
intervalu, potom je na tomto intervalu ohranicend a nabyvd v ném své nejmensi a nejvetsi hodnoty

(viz obr.).

Diikaz. Je zalozen na principu suprema a infima. O

Poznamka 3. Zadna z podminek ve V&t& 6 nemiize byt vypusténa, protoze by pak existence nejmensi
nebo nejvétsi hodnoty v daném intervalu nemusela byt zarucena, jak ukazuji nasledujici priklady.

(a) Interval musi byt kone¢ny. Napf. f(x) = x na uzavieném intervalu [0, co) nabyvéa své mini-
mum v bodé z = 0, ale nenabyva zde své maximum. Navic je tato funkce neohranicené. (Viz

obr.)

(b) Interval musi byt uzavieny. Napf. f(z) = & na intervalu (0,1] nabyva své minimum v bodé
x = 1, ale nenabyva zde své maximum. Navic je tato funkce neohranic¢ena. (Viz obr.)

(c) Interval musi byt uzavieny. Napf. f(z) = x na intervalu (0, 1) nenabyva v tomto intervalu
své minimum ani své maximum, ale tato funkce je ohranic¢ena. (Viz obr.)

O
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Véta 7 (Bolzanova). Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a,b], tj. na uzavieném konecném in-
tervalu, potom f(x) nabyvd v tomto intervalu vSech hodnot mezi svou nejmensi a nejuétsi hodnotou
(viz obr.). Tj. oznacime-li m := min f(x) a M := max f(z), potom pro kaZdou hodnotu y € [m, M]
ezistuge (alespori jedno) c € |a, b] tak, Ze plati f(c) =y.

Volbou y = 0 v predchozi vété dostaneme nasledujici.

Dusledek 1. Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a,b] a maji-li hodnoty f(a) a f(b) riznd zna-
ménka, pak existuje bod ¢ € (a,b) tak, Ze plati f(c) = 0, tj. rovnice f(z) = 0 md v intervalu (a,b)
alespori jedno Tesent (viz obr.).

Véta 8 (O spojitosti inverzni funkce). Je-li funkce f(x) spojitd a ryze monotonni (tj. stdle
sroste“ mebo stdle ,klesd“) na intervalu I, potom je také inverzni funkce f~'(xz) spojitd a ryze
monotonni na intervalu J := f(I).

7 vyse uvedené véty plyne spojitost cyklometrickych funkci arcsin x, arccos x, arctg x, arccotgz, a
dale spojitost logaritmickych funkei.

Konec 2. pfednasky (26.2.2007)

2.6. Body nepojitosti. Rozlisujeme nésledujici typy nespojitosti (v bodech xy € R):

1. Odstranitelna nespojitost — existuje vlastni limita lim,_,, f(x), ale tato limita je rtzna od
f(zo) (pfipadné f(x¢) neni viibec definovana). Tento typ nespojitosti lze ,odstranit* prede-
finovanim (pifipadné dodefinovanim) hodnoty f ().

Priklad 30.

(a) Funkce ;
- —4
fle) ==
mé v bodé xy = 2 odstanitelnou nespojitost (v podstaté je f(x) = x + 2 pro = # 2).
(b) Funkce '
sin
fl) ==

méa v bodé xy = 0 odstanitelnou nespojitost.
O

2. Skok (téz nespojitost prvniho druhu) — existuji vlastni jednostranné limity limxﬁxg f(z) a

limm_)xa f(z), ale tyto jednostranné limity jsou rtzné (pfitom viibec nezélezi na hodnoté

f (o).

Piiklad 31. Funkce f(z) = sgnx méa v bodé xo = 0 nespojitost typu skok. U

3. Nespojitost druhého druhu — alespon jedna jednostranna limita je bud nevlastni nebo neexis-
tuje.
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Priklad 32. Funkce

1 o1
f@) =5 fla)=sn-
maji v bodé zy = 2 nespojitost druhého druhu. 0]
2.7. Derivace. Jako motivaci uvedme vypocet nasledujicich limit.
Priklad 33.
. ’ (z—1)(z+1)
.oxt—1 0 r—1)(z+1
N AT I e
v ’ (z—2)(z+2)
o ox*—4 . r—2)(x+2 .
i@zx—2’typ6 =l =y = lm+2) =4
() .
lim =0 | p ': lim (z = 20) (& + o) = lim (x + ) = 2.
r—x0 T — Xg T—x0 Tr — 2o T—T0
O
Priklad 34.
(a) 1 1
- — 0 o 1— -1
lim £ typ —| = lim —*5 = lim Y im == 1
r—1 0 r—1 xl r—1 (;L' — 1) z—1
(b) 11 2
- — 3 = 2 — -1 1
lim &—2 |typ —| = lim 2_”2 lim lim =——
=2 x — 2 0 =2 a-22r(z—2) @220 4
() L
- = e — -1 1
lim =~ | typ —' = lim =% = lim o B . ——
a—z0 T — T z—z 5 z—z0 T Ty (T — o) -0 T T xg
O
Definice 7 (Derivace). Necht zy € D(f). Pokud existuje
lim @) = flwo) (vlastni nebo nevlastni), (17)

s—z0 T — X
nazyvame tuto limitu derivaci funkce f(x) v bodé zy a znac¢ime f'(zo). Je-li tato limita nevlastni (tj.
+00), nazyva se f'(xy) nevlastni derivaci funkce f(z) v bodé x. O

Jiné terminologie je diferencovatelnost funkce f(z) v bodé .

Co je to vlastné ,derivace” v bodé xy?
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1. Analyzujme difereéni podil (viz obr.)

f(z) = f(xo) o — smérnice seény prochazejici body
v—a 07 M=z, f(x) a N = [z, f(x)

2. Pokud se z blizi k xq (tj. bod N se blizi k bodu M), se¢na M N se stava tecnou v bodé M,

a tedy je
f'(z¢) = lim f(z) = [(z0) = |smérnice tecny | v bodé M = [zg, f(xo)].
z—z0 T — T
Priklad 35. Funkce f(z) = % ma v bodé zy = 1 tecnu, kterd ma smérnici a = —1. A proto je také
f'(1) = —1, srovnejte s Piikladem 34(a). O

Poznamka 4.

(i) Derivace f’(zo) (jako limita) je vzdy limitou typu .

(ii) Pokud nahradime limitu ve vyrazu (17) jednostrannymi limitami, dostaneme definici derivace
zprava a derivace zleva v bodé x, tj.

[i(xo) = lim J@ = o) g L8 S0

1'4»333 xr — l‘() z—»xa xr — l‘()

Ziejmé pak f'(xo) existuje < existuji f’ (xo) a fi(xo) a tyto jednostranné derivace jsou si
rovny.

(i) Kazda funkce méa v libovolném bodé xy nejvyse jednu derivaci.

(iv) Hodnota f’(xo) popisuje rychlost zmény funkce f(x) v bodé zq (rist nebo pokles a soucasné
velikost tohoto rtistu nebo poklesu).

(v) Polozime-li h := x — xy, dostaneme

f(x) — f(xo) lim f(xo +h) — f(xo)
> .

f'(xg) = lim —————= =

T—x0 Tr — X h—0

(18)

(vi) Aby mohla mit funkce f(z) derivaci v bodé xy, musi byt definovdna na néjakém okoli bodu
xo (véetné bodu xg)!

(vii) f'(zo) nékdy piseme jako %(wo), nebo jako f'(z)|

r=x0"

Poznamka 5. Rovnice tecny ke grafu funkce f(z) v bodé [z, f(x¢)] je pak
Y — o = f'(zo) (x — 20), kde yo = f(x0).



Piiklad 36. Urcete smérnici teény a rovnici tecny funkce f(x) = % v bodé xg = 2.

Resend. 7 Piikladu 34(b) vime, ze f'(2) = —1, tedy smérnice te¢ny v bodé zy =2 je a = —

Protoze je f(2) = %, je podle Poznamky 5 rovnice tecny v bodé zq = 2
L Yaso o oy=-tesn
Y 5~ 1 T ) J- Y= 1 T .

Priklad 37. V Prikladech 33 a 34 jsme vlastné odvodili vztahy

=2 (2)

T=x0

NI
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O

7 geometrické vlastnosti, ze derivace je smérnice te¢ny, mizeme tedy odvodit nasledujici pravidla:

(:p)"w:mo =1, (azx + b)" = a, (k:)”m:xo =0.

T=x0
Priklad 38.
3 .3 . 2 2
| _ = lm A T (¢ — o) (2% + o +a7) _ lim (22 + 220 + 22) — 322,
T=Zo r—x0 T — X T—x0 T — Xg T—x0

0

Podobné lze odvodit takové pravidlo pomoci binomického rozvoje pro (x — x)" pro funkci 2™ (kde

n € N), tj.
" —
n\/ — | o _ ... n—1 ti. n\/ — nfl.

(@) | amay = J0 nog e | (@], = nag
Porovnejte tento vysledek s definici derivace polynomu v odstavci 1.3.
Piiklad 39. Urcete derivaci funkce f(z) = +/z v bodech zy € D(f).
Reseni. Z¥ejmé je D(f) = [0, 00). Pro zy > 0 je

f/(xo):hmM:lim (\/_—\/ﬁ_o'\/f—F\/ﬁ):hm —
z—z0 T — T T—x0 T — Tg VT +/Zo z—zo ( — xo) (v/Z + \/Zo)

1 1
= lim

=20 T+ /To | 2v/T0 |

(19)

Pro zy = 0 derivace neexistuje (je to krajni bod defini¢niho oboru, a tudiZz v ném neexistuje limita

— existuje zde pouze limita zprava). Vypoétéme tedy derivaci zprava:

"(0) = lim M: lim @Z lim i:
fi
z—0+t 1 —0 z—0t X z—0t \/E

Funkce f(z) = /= tedy ma v pocatku nevlastni pravostrannou derivaci f’ (0) = oo, neboli tecna v

bodé xy = 0 je svisla primka.

O
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Pokud se na bod zy budeme divat jako na ,proménnou“, potom miizeme derivaci chapat jako
zobrazeni, které kazdému bodu x ptitadi hodnotu f’(z) (pokud je tato hodnota vlastni). Tedy f'(x)
je opét funkce proménné x, pficemz pro jeji defini¢ni obor plati, ze

D(f") € D(f).

Priklad 40. V Ptikladu 39 je D(f) = [0,00) a D(f") = (0, 00), prestoze f)(0) existuje (ale jen jako
nevlastni derivace). O

Tedy prozatim odvozené vztahy pro derivace mizeme shrnout jako

(") =na"L, n €N, (1> - =

€T T

Ma-li funkce f(x) derivaci v kazdém bodé mnoZiny (napi. intervalu) I, pak fikdme, ze f(x) je
diferencovatelna na /. Napi. 2" je diferencovatelna na R, nebo % je diferencovatelnd na (0, 00) a na
(—00,0).

Normala ke grafu v bodé x( je piimka, kterd prochézi bodem [x¢, f(z0)] a je kolmé na teénu (viz
obr.). Je-li a; smérnice teény a ay smérnice normély, potom plati vztah

al.agz—l .

Priklad 41. Urcete rovnici teény a normély ke grafu funkce f(x) = 2* v bodé zy = 1.

Reseni. Te¢na: ProtoZe je smérnice tecny v bodé zy = 1 rovna f'(1) = (4x3)‘x:1 = 4 a protoze je
f(1) =1, podle Poznamky 5 je rovnice tecny

y—1=4(x—-1), tj. y=4z-3.

Normala: Protoze je smérnice normaly v bodé zy = 1 rovna ay = —ﬁ = —i a protoze i normala
(stejné jako tecna) prochazi bodem [z, f(x¢)] = [1, 1], je rovnice normély
1 1 5
—1l=—(zr—-1 tj. = —— —.
Y g1t y=—gaty
OJ

Piiklad 42. Urcete zda ma funkce f(z) = |x| v bodé zy = 0 derivaci.

Resend. 2] — [0] "
P ] el (L) IS ] I - -
1(0) = 9101_{% 0 = 91013}) = glCLmO sgnx ...limita neexistuje.

Funkce |z| nemd v poc¢atku derivaci. Pochopitelné, protoze miti derivaci = miti (pravé jednu) tecnu.

Na druhou stranu, mizeme vypocitat jednostranné derivace v pocatku:

10
1(0) = tim O B Ty 2,
z—0+ 1 —0 r—0t T z—0t & z—0
x| =0 e -
(0) = 1 el Pl fim =2 = lim(=1) = —1.
f0) = lim =—p= = lm =% = lim —= = lim(-1)

Tedy tyto jednostranné derivace jsou rizné, a proto podle Poznamky 4(ii) neexistuje f'(0). O
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Derivace v praxi

1. Je-li s(t) poloha hmotného bodu na pfimce v ¢ase ¢, potom je vyraz
celkova draha  s(t) — s(to)
celkovy ¢as ~ t—tp

roven prumérné rychlosti za ¢asovy tsek [to,t]. Zfejmé je pak
s(t) — s(t
L sl) — slto)

/
=s(t
t—to t— 1ty 5 ( O)
rychlost v okamziku %y, a tedy je
v(t) = §'(t), ‘rychlost je derivace dréhy ‘

Zde je nutné vzit v uvahu, ze rychlost v(¢) ma znaménko, tj. v(t) > 0 ve sméru pohybu, kdy
se s(t) zvétsuje a v(t) < 0, kdyz se s(t) zmensuje.

2. Protoze je zrychleni a(t) zména rychlosti, podobné plati, ze

t) — ot
lim v(t) = vlto) = v'(to)
tl—to t—1g
je zrychleni v okamziku ty, a tedy je

a(t) ='(t), ‘zrychleni je derivace rychlosti|.

3. Protoze plati, ze

, zmeéna prace
vykon = ——,
zména c¢asu

je

P(t) =W'(t), ‘V}'fkon je derivace prace|.

4. Protoze plati, ze

L zména napéti
elektricky proud = ——,
zmeéna ¢asu

je

I(t) =U'(t), ‘proud je derivace napéti|.

2.8. Vlastnosti a pravidla derivaci. V tomto odstavci odvodime zakladni vlastnosti funkce a jeji
derivace a pravidla pro pocitani derivaci.

Véta 9. Md-li f(x) v bodé xy vlastni derivaci f'(xqy), potom je funkce f(x) spojita v bodé xy.

Diikaz. Cheeme ukazat, ze lim, .., f(x) = f(xo). Protoze existuje vlastni f'(zo) je

lim f(z) = lim [f(x) — f(z0) + J(x0)] = lim (M (w0} + o) )

z—o z—0 z—0 T — @
~ o) —0 — f(zo0)
= f'(x0) . 0+ f(0) = f(20).
Je tedy f(z) spojita v bodé z. O

Z Véty 9 plyne, ze pokud je funkce f(z) nespojitd v bodé o, pak v ném nemuze mit derivaci.

Piiklad 43. Funkce sgnz je nespojitd v pocatku, a proto zde nemd (vlastni) derivaci. O]
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Pozor! Opacné tvrzeni k Vété 9 neplati, tj. ze spojitosti v xg neplyne existence derivace v bodé xy.
Ptikladem je funkce |z| v bodé xy = 0.

Pokud méa funkce nevlastni derivaci v bodé xy, tak stale jesté muze byt spojitd v zg. Obecné
pravidlo jako ve Vété 9 ale k dispozici nemame.

Priklad 44.
(a) Funkece f(z) = /x je zfejmé spojitd v bodé 2 = 0 (dokonce na celém R). Pfitom

P v R/ R | 1|
fO) =l == = lim - = o= (P g7

Tato funkce mé tedy v pocatku nevlastni derivaci (tecna je svisla pfimka = osa y, viz obr.)
a pritom je spojita.

(b) Funkce f(z) = sgnx je nespojitd v bodé xy = 0. Pfitom

, B sgnxr —sgnlO . sgnx 1 i
=l = e = T TR PP T
— 0 -1 -1
/2(0) = lim SERT TR fim BT~ i - typ —| = o0,
z—0- z—0 e—0- T t—0~ T 0~

a tedy také f’(0) = oo existuje. Tato funkce mé tedy v pocatku nevlastni derivaci a pfitom
je zde nespojitd (nemd teénu v pocatku).

O

Véta 10 (Pravidla pro derivace).
(i) Pravidlo konstantniho ndsobku:

(ii) Pravidlo souctu a rozdilu:

(ili) Pravidlo soucinu:

(iv) Pravidlo podilu:

[fm]’ _ P(a).glx) — f(=) (@)
9() 9@ |

Diikaz. Pravidla (i) a (ii) jsou trividlni z definice derivace (jako limity). Ukdzeme pravidlo sou¢inu:

f(x).g(x) — f(x0) . g(w0)

_ i £ @) -9(@) = (o) - g(2) + f(20) - 9(2) — f(20) - g(w0)

= P e —g(xo)  —f(z0) o (x0)

= f'(0) . g(x0) + f(20) . ¢'(w0),

— lim {M g(x) +f(x0).w}
L — Zo ~~
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pri¢emz jsme pouzili Vétu 9 pro spojitost funkee g(x) v bodé xy. Pravidlo podilu se ukdZe podobné,
jako pravidlo soucinu. O

Piiklad 45.
(22° + 32+ 1) =2(2%) +3(x) + (1) =2.32° +3.1+0 = 62° + 3,
(

(xz - 1>, N 2+ 1) (22 =1) — (2> + 1) (2* = 1)
x? -1 (22 —1)2

20 (2? — 1) — (a*+1)2x  —dz
B (2 —1)2 (22— 1)
1
(Vz :L‘Z), = (Vo) . 2+ Vr. (Y = —=. 2"+ V1. 20
2\/x
1 5 5
= 595% +2x% = 595% = 5\/5
Vsimnéte si, ze posledni uvedeny piiklad méa na levé strané (x%)/ 0

Priklad 46. Uvazujme soukoli tii ozubenych kol, pricemz kolo A ma 12 zubti, kolo B méa 4 zuby a
kolo C' méa 6 zubu (viz obr.). Jestlize kolo A udéla y otacek, kolo B udéla u otacek a kolo C' udéla x
otacek, potom plati

1 . 3
Y= -u, u=—-x, atedyje y= 3T=357%

w

1 1

—-—UuU = —
3 3 3 2
Velikost zmény y ke zméné u je zfejmé %, velikost zmény u ke zméné x je zfejmeé %, a proto velikost
zmény y ke zméné x je - 3 =

(\V]

1
5

Ukézali jsme tedy, Ze pii sklddani funkci se velikost zmén (= derivace) nésobi. O

Véta 11 (Derivace slozené funkce). Ma-li funkce y = f(u) derivaci v bodé ug := g(xo) a funkce
u = g(z) derivaci v bodé xo, potom md sloZend funkce y = (f o g)(z) = f(g(x)) derivaci v bodé xq
a plati

(fog)(z) = f(u). g'(x0) = f'(9(x0)) . g' (o).

Priklad 47. Urcete derivaci funkce v/x? + z.
Reseni. Oznatme f(u) = u au = g(x) = 2* + z. Potom je f'(u) = ﬁ a ¢'(r) = 2z + 1. A proto
je podle Véty 11

1 20+ 1
Vizt+z) = —— . (2z+1 -
( ) 2\/6 ( )u:x2+x 2\/$2+$
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Slozenou funkci je vyhodné derivovat podle pravidla vnéjsi funkce a vnitini funkce:

/ / /
T = Xz . X
[ f( g )( )] f'(9(x)) g'(x)
vnéjsl  vnitini derivuj Vnéjéi derivuj
nechej jako vnitini

argument vnitini

Priklad 48.

1
3 2 r_ . 2
(Vad + 22 + 2+ 1) = (327 + 22 + 1),

[(2* + 7)Y =2 (2® +2). (20 + 1) = 42° + 627 + 2.

Vsimnéte si, ze posledni uvedeny piiklad lze spocitat i pfimo
(2% + 2)?) = (2* + 22° + 2°) = 42® + 627 + 24,
nebo podle pravidla soucinu
[(2* +2)Y =[(2* + ). (2* +2)]) = 2r+1). (2* +2) + (2 + ). (22 + 1) = 42° + 62° + 2.
O

Druhd derivace funkce f(x) v bodé z se definuje jako derivace funkce f'(z) v bodé x, tj. f"(z) :=

()]

Podobné definujeme n-tou derivaci funkce f(x) v bodé z, jako derivace funkce f™~Y(x) v bodé

zo, tj. [ (@) = [f D (@)

Priklad 49.

o~ () -4 ) 4 e ol
UJ

Posledni pravidlo, které budeme pro derivovani potfebovat, je pravidlo pro derivaci inverzni funkce.
Jak jiz vime, funkce f m4 inverzni funkci f~! pouze pokud je f(x) prosta (injektivni v terminologii
MB101), tedy na zadaném intervalu bud stéle roste nebo stéle klesa (tj. je tzv. ryze monoténni).
SloZeni funkce f a jeji inverze f~! (v libovolném potadi) déva identické zobrazeni a tudiZ jsou grafy
funkce f a jeji inverze f~! soumérné podle pfimky y = x (tj. podle osy 1. a 3. kvadrantu).

Jelikoz budeme nyni primarné studovat vlastnosti funkce inverzni f~!, oznacime si tuto funkci v

proménné x, tj. inverzni funkce f~! bude zadéna jako piedpis y = f~!(x) na svém defini¢nim oboru
D(f~1) = J. Nezndmé vlastnosti (zejména tedy derivaci) inverzni funkce f~!(z) vyjadiime pomoci
derivace ,ptvodni“ a tudiz znamé funkce f, kterou si ozna¢ime v proménné y. Tj. , ptivodni funkce je
déana ptedpisem x = f(y) na svém definicnim oboru D(f) = I = f~!(J), neboli D(f~') = J = f(I).

Ptiklad 50. Zajimaji nds vlastnosti (napf. derivace) funkce /x. Tato funkce je inverzni k funkci 3.

Oznaéime si proto tuto inverzi v proménné x, tj. | f~(z) = /x|, a ,ptvodni® funkci v proménné y,
6. [ f(y) =9*].
3

Potom budeme moct vyjadfit derivaci funkce /x pomoci derivace ,ptvodni“ funkee f(y) = y?,
tj. pomoci f'(y) = 3y>. O
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Véta 12 (Derivace inverzni funkce). Je-li funkce x = f(y) spojitd a ryze monotonni na intervalu
J aje-liyg € J vnitini bod tohoto intervalu takovy, Ze f(y) md derivaci (vlastni nebo nevlastni) f'(yo)
v bod¢ o, potom md inverzni funkce y = f~Y(x) derivaci (f71) (xo) v bodé x¢ := f(yo). Pro tuto
deriwaci plati nasledugici:

(i) Je-li f'(yo) # 0, potom je

(f71) (20)

11
o) f(f (o)) |

(i) Je-li f'(yo) =0, potom je (f~')'(xo) nevlastni a pFitom

(f 1) (o) = o0, pro f(y) rostouct,
(f71) (o)

—00, pro f(y) klesagici.

Diikaz. Oznacme jako

¢ = (znédmy) smérovy thel tecny ke grafu funkce x = f(y) v bodé [yo, o]

vzhledem ke kladnému sméru osy y,

Y = (neznamy) smérovy thel teény ke grafu funkce y = f~(z) v bodé& [z, yol,

vzhledem ke kladnému sméru osy z,

pticemz plati, ze | tg = f'(yo)| je zndmé hodnota a my chceme uréit nezndmou hodnotu

tgy = (1) (wo) |-

Vzhledem k tomu, ze ¢ +1) = 7 (viz obr.), je pro tgp # 0

teh = t T _Sin(%—cp)_Singcoscp—cosgsingo_cosgo
sV =8 2 7 —cos(g—gp)_cos%coscp—singsingp—sincp

1
= cotgyp = —

nebot sin § = 1 a cos § = 0. Je tedy

(f_ )/(:EO) = f/(yO)

Je-li tgp = 0 (tecna ke grafu puvodni funkce z = f(y) je vodorovnd), potom je tecna ke grafu

inverzni funkce y = f~!(z) svisla, tj. (f~1)(x¢) je nevlastni. O

Poznamka 6. Derivaci inverzni funkce lze také odvodit z pravidla pro slozenou funkci (Véta 11).
Je totiz pro kazdé x € D(f1)

z=f(f(2)),
a tedy derivovanim na obou stranach této rovnosti dostaneme
o -1 I el p—1 —1\/ . —1\/ o 1
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Piiklad 51. Urcete derivaci funkce /z.
Reseni. Ozna¢me si (viz Piiklad 50)

y=f2)=Ve, a=fy)=y = fly) =3y"
Tedy podle Véty 12 je

R 1 , . .- _2
Vsimnéte si, ze /r = x3 a vyraz na pravé strané je %x 3. 0

2.9. Derivace elementarnich funkci. V tomto odstavci odvodime derivace vSech elementarnich
funkeci.

Ze vztahu (19) vime, Ze pro n € N U {0} je (z") 0 =
1)y =

mizeme v tomto vztahu interpretovat jako 0 = (
definujeme jako 0).

nw (pro n = 0 derivaci funkce z
) L pficemz posledni uvedeny vyraz

(«9

Nyni ukézeme, Ze stejny vztah plati pro libovolné (redlné) exponenty, nejen pro pfirozena c¢isla.

Tvrzeni 1 (Derivace mocniny). Pro libovolny exponent r € R plati, Ze

(") = ra”, (20)
kdykoliv maji uvedené vyrazy smysl.
Diikaz.
Krok I. (r =n € NU{0}). To jsme jiz ukazali ve vzorecku (19).
Krok II. (r = m € Z). Necht m je zaporné celé ¢islo, tj. m = —n pro néjaké n € N. Potom
2™ =27 = =& a tedy derivaci funkce 2™ odvodime z pravidla pro derivaci podilu (Véta 10(iv)):
1\ 0.z2"—1.nz"' —na™!
my/ _ [ _— _ _ _(_ (n—=1)—2n _ ( —n—1 __ m—1
(™) _(x”) = )2 = =(—n)x =(—n)x =maz™ .

Krok III. (r = é, kde ¢ € N). Derivaci funkce ri = V/x odvodime z véty o derivaci inverzni funkce
(Véta 12, podobné jako v Pifkladu 51). Oznacme si y = f~!(z) = ¥z a x = f(y) = y?. ProtoZe je
q € N, je podle Kroku I. f'(y) = qy?~!. A tedy podle Véty 12 plati, ze

1 1 1 1 1 .,

(@) = (Vo) = —y = ===

@ g(yn)T a4 T a

Krok IV. (r = p € Q, kde p € Z a q € N). Derivaci funkce ra = (:L‘%)p odvodime z véty o derivaci
slozené funkce (Veta 11) a z Kroku I. a III.:

p—1 1 1., p p1 1-¢ P p-lilog P 2 1
|:( ):| (xl1> . — X1 = - 9 .xr 9 = -2 q == — 1 = Trx .
q q q q
Nebo lze postupovat v obraceném poradi, tj. derivovat vyraz Tq = (xp)% jako slozenou funkci.

Vyzkousejte si tuto druhou moznost sami.

Krok V. (r € R). Tento posledni krok plyne napi. z pravidla pro derivovani exponencidlni funkce,
které odvodime pozdéji (viz Dusledek 2). O
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Poznamka 7. Vyraz x" obecné neni definovan pro libovolné » € R a x € R. Napt. pro r = % je
tento vyraz definovan pouze pro x > 0. Obecné lze s jistotou fici, Ze rovnost (20) plati pro x > 0 (a
libovolné r € R).

Navic, pro nékteré exponenty mize rovnost (20) platit i pro z < 0. Napf. pro r > 1 plati i pro

x =0, ¢ pro r celé zdporné (tj. pro r = —1, -2, —3,...) rovnost (20) plati pro vSechna x < 0 (kromé
jiz uvedenych z > 0). O

Piiklad 52.
= (viz Priklad 39),

1\’ 1
(_) — (x—l)’ =(-1) [ — (viz Priklad 37),
xr

T
(xﬂ')/ = xﬂ'*l

]

Tvrzeni 2 (Derivace trigonometrickych funkci). Pro trigonometrické funkce plati
(sinz)" = cosx, (cosz)' = —sinz, (21)

1

tgx) = cotgr) = — . 22
(tgz)' = —5—, (cotga)' = ——5— (22)

Diikaz. Derivace funkei sinx a cosz vypocteme z definice (Definice 7 a vzorec (18)) za pouziti
souctovych vzorct:

sin(x + h) —sinz (sinz) (cosh) + (cosz) (sinh) — sinx

. A T T
R e h
1 —cosh inh
= }llir% {(— sinz) - % +(cos ) - = } = (—sinz) .0+ (cosz).1 = cosuz,
) 0 1
(cos ) = lim cos(x + h) — cosx — tim (cosx) (cosh) — (sinx) (sinh) — cosx
h—0 h h—0 h
inh 1—cosh
= lllir% {(— sinz) - s —(cosx) - % } = (—sinz).1—(cosz).0 = —sinz.
) 1 0

Derivace funkei tgz a cotga odvodime z pravidla pro derivaci podilu (Véta 10(iv)):

(tg ) = sinz )’ _ (cosz).(cosz) — (sinz).(—sinz) _ cos’  + sin®x _ 1
CoS (cos x)? cos? cos?z’
(cotg )’ cosz\  (—sinz).(sinz) — (cosz).(cosx) —sin®z — cos’x 1
cotgx) = = = - _ _
& sin x (sin x)? sin? sin’

Vsimnéte si také, Ze derivaci cotgx lze spocitat z pravidla pro derivaci slozené funkce (Véta 11),
protoze plati

(COtgl'), = [(tg :L‘)_l}/ — (_1) (tgx)_Q . 1 1 1 1

= (-1 —

tg?xr cos?x sin?z’

cos? x
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Déle uvedeme derivace exponencialnich a logaritmickych funkci. O ¢islu e vice v Ptikladu 16.

Tvrzeni 3 (Derivace exponencidlnich a logaritmickych funkci). Pro exponencidlni a logarit-
mické funkce plati

(") = e€", (a®) = a” Ina, (23)
1 1
Inz) == 1 ' = . 24
(no)y =2, (loga) = —— (24)
Diikaz. Derivace funkei e* a a” vypocteme z definice (Definice 7) za pouziti zakladnich limit (13) a
(15):
ath _ or et . el —e” et —1
T\ __ 1: — . — xT . — x — X
R Y - A
=1
z+h .z T ah gt h _q
(ax)/:%%%:}{%%:ax.}lg%a =a". Ina.

=Ina

Vsimnéte si, ze derivaci funkce a” je také mozné vypocitat z derivace slozené funkce pomoci

(@) = (") =" Ing =a” Ina.

Derivace funkei Inx a log, x vypoc¢teme z definice (Definice 7) za pouziti zakladni limity (14):

1 h) —1 In z£h In(1+2) 1 11

(Inz) = lim n(x+h) nx:limnileimw._zl.—:—,

h—0 h h—0 h h—0 Z x x T
—_———

o= (22 = Ly !

ne)  Ina xlna

Vsimnéte si, ze derivaci funkce In x 1ze také spocitat z derivace funkce inverzni (Véta 12), nebot pro
y=f"Yz)=1Inz aprox = f(y) = e’ mame f'(y) = €Y, takze podle Véty 12 je
1 1 1 1

l / = = — = = —.
( Ill') f/(y) ey elnz T
O
Dusledek 2 (Derivace mocniny). Pro libovolné r € R plati
(") =ra" 1, x> 0.
Diikaz. Z pravidla pro derivaci slozené funkce (Véta 11) a z derivace logaritmu plyne, Ze
1
(z) = (¢ 1”), =" (rlnz) =2".r—=ra". a7 =ra"
x
OJ

Konec 3. pfednasky (5.3.2007)
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Poznamka 8. V Prikladech 23, 24, 25, 26, 27 a 28 jsme ukazali, Ze

sinh_ 1—cosh_

iy o= =0
lim & _1:1’ hmM:L
h—0 hh h—0

—1 1 1 1
lim 2 =Ina, lim 0g,(1+ 1) = .
h—0 h—0 h Ina

Tyto limity ale nevyjadiuji nic jiného, nez derivace funkci sinz, cosz, €*, a* v bodé 0 a derivace
funkci Inz, log, x v bodé 1, nebot

sin h

(sinz)| _, = }llli% T = 1, (cosz)'| _, = llzli% T = 0,
(ex),}xzo _ ]1113}) ehf: 1 _ 3 (lna)| - }1112}) ln(lh—l— h) 1
g = i (o) = iy P <
0
Tvrzeni 4 (Derivace cyklometrickych funkci). Pro cyklometrické funkce plati
(arcsinz)’ = ﬁ, (arccosz)" = —ﬁ, (25)
(arctgx) = i a2 (arccotg )’ = —ﬁ. (26)

Driikaz. Derivace vSech téchto cyklometrickych funkci vypocteme z pravidla pro derivovani invezrni
funkce (Véta 12).

e Proy = f~'(z) = arcsinz a pro v = f(y) = siny mame f'(y) = cosy, a proto podle Véty 12
plati, ze
( in ) 1 1 1
arcsinz)’ = — — '
f'(y) cosy  cos(arcsinx)

Protoze ale pro libovolné y € R je (cosy)? + (siny)? = 1 (zejména tedy pro y = arcsinx), je
1 = [cos(arcsin z) ]2 + [ sin(arcsin x) }2 = cos®(arcsin ) + 2%,
—_——
= cos(arcsinz) = V1 — 22
A tedy plati, ze
o 1 1
(arcsinz)’ = =

cos(arcsinx) /1 — 22

e Pro y = f~(x) = arccosz a pro x = f(y) = cosy mame f'(y) = —siny, a proto podle Véty 12
plati, ze

(arceos 2/ = = — 1
arccos r) = = - _ '
f'(y) —siny sin(arccos )

Protoze ale pro libovolné y € R je (cosy)? + (siny)? = 1 (zejména tedy pro y = arccos z), je

1 = [ cos(arccos z) }2 + [ sin(arccos x) ]2 = 27 + sin®(arccos ),
—_————

=x

= sin(arccosz) = V1 — 22
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A tedy plati, ze

1 1
(arccosz) = —————— = —

sin(arccos ) V1—22

e Pro y = f}(z) = arctgz a pro x = f(y) = tgy mame f'(y) = a proto podle Véty 12

plati, ze

cos2y?

(arctgz)’ = = cos’y = cos®(arctg x).

1
f'(y)
ProtoZe ale pro libovolné y € R je (cosy)? + (siny)? = 1 (zejména tedy pro y = arctg ), je

1 = [cos(arctg z) ]2 + [sin(arctg z) ]2.

Vydélenim obou stran této rovnosti vyrazem [ cos(arctgz) }2 dostaneme

1 in(arctgx) \ *
- —14+ w :1+[tg(arctg:p) }2:1+:p27
cos?(arctg z) cos(arctg x) —_—
= cos’(arctgr) = !
8 T 11z
A tedy plati, ze
1
tg ) = cos®*(arctgz) = :
(arctgx)" = cos”(arctg z) 2
e Pro y = f~!(x) = arccotgz a pro x = f(y) = cotgy méame f'(y) = —ﬁ, a proto podle
Veéty 12 plati, ze
1
(arccotg z) = = —sin?y = —sin?(arccotg x).
f'(y)

Protoze ale pro libovolné y € R je (cosy)? + (siny)? = 1 (zejména tedy pro y = arccotg ), je
1 = [ cos(arccotg z) ]2 + [ sin(arccotg z) ]2.
Vydélenim obou stran této rovnosti vyrazem [sin(arccotg x) ]2 dostaneme

1 B (cos(arccotg x) ) 2

= +1= 2 2
1 cotg(arccotgx +1=2a"+1,
sin?(arccotg x) sin(arccotg x) [\ 8( & ), }

~\~
=X

.2
sin”(arccotg ) 22

A tedy plati, ze
1

1+ 22

(arccotg r)’ = — sin*(arccotg ) = —

Piiklad 53. Zkuste si promyslet, jak by se vypocitaly derivace funkei typu [f(z)]9®), jako napi.

", e AR (sinx)®, atd.
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2.10. Véty o stfedni hodnoté.

Véta 13 (Rolleova). Necht f(x) je spojita na [a,b], f(x) je diferencovatelnd na (a,b) a necht
f(a) = f(b). Potom ezistuje (alespor jeden) bod ¢ € (a,b) s vlastnosti

f'(e)=0 (tj. tecna v bodé x = ¢ je vodorovnd).

Dukaz. Viz obr. O

Véta 14 (Lagrangeova). Necht f(x) je spojitd na |a,b] a f(x) je diferencovatelnd na (a,b). Potom
ezistuje (alespori jeden) bod ¢ € (a,b) s vlastnosti

o) = f(b) — f(a) (tj. tecna v bodé x = ¢ je rovnobézind s primkou
~ b-a prochazejici body [a, f(a)] a [b, f()])

Dukaz. Viz obr. O

Véty o stfedni hodnoté maji celou fadu disledki tykajicich se vlastnosti funkci. Napi.:

e Které funkce maji nulovou derivaci? — Pouze konstantni funkce.

e Které funkce maji stejnou derivaci? — Pravé ty funkce, které se navzajem lisi o konstantu.

Dusledek 3. Je-li f(x) diferencovatelnd na (a,b) a je-li f'(x) =0 na (a,b), potom
f(z) =c¢ na(a,b).

Diikaz. Pro libovolné dva body z1, 22 € (a,b), z1 < xo, plati, Ze f(x) je spojita na [zr1,z5] (podle
Véty 9, nebot existuje vlastni f/(x)) a diferencovatelnd na (xy, z2). Podle Lagrangeovy véty (Véta 14)
je pak pro né&jaky bod ¢ € (x1, xs)

f(%) — f(z1)

To — X1

=fl=0 = [flz)=f(za).

A protoze byly body x; a x5 vybrany libovolné v intervalu (a, b), musi byt nutné f(z) konstantni na
intervalu (a, b). O

Duisledek 4. Jsou-li f(x) a g(x) diferencovatelné na (a,b) a je-li f'(x) = ¢'(x) na (a,b), potom
f(z) =g(x) +c na(a,b) (f(z) a g(x) se lisi o konstantu,).

Diikaz. Funkce (f — g)(x) je diferencovatelnd na (a,b) a (f — g)'(z) = f'(z) — ¢'(x) = 0 na (a,b).
Podle Disledku 3 je pak

f(z) —g(x)=c nmna(a,b), tj. f(x)=g(x)+c na(a,b).
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2.11. I’Hospitalovo pravidlo. Nékteré limity typu g nebo i% lze Tesit pomoci tzv. I’'Hospitalova
pravidla. (Pfipadné i typu %, tyto limity jsou ale automaticky rovny 0.)

Véta 15 (L’Hospitalovo pravidlo). Bud xy € R* a necht je

0 +
lim @) typu — nebo = (27)
=0 g() 0 +00
Ezistuje-li (vlastni nebo nevlastni) limita
!
lim f/(x) =L,
=m0 g'(x)

potom existuje také limita (27) a tyto dvé limity jsou si rovny, tj.

tim 1) _ i £1@)

S =L (eRY). (28)
=20 g(x)  o—w0 g'(7)
Piiklad 54.
(a)
' o Inzx —00 | 1Hosp. .. (Inz)’
lim o Inx ’typ 0. (=) ' =T ’typ o | = (L)
1
= lim —5 = lim (—x) =0.

z—0t — ) z—0t

. spojitost e” ; (a)
= lim e* Inx 20! lim, g4 @ Inz & eO —1.

z—0t

e
x—0t

lim ’ typ 0°

OJ

Poznamka 9. L’Hospitalovo pravidlo ¥ika, Ze jestlize existuje limita podilu derivaci, potom exituje
také limita podilu funkei (a tyto dvé limity jsou si rovny)! Nic vic.

(i) L’Hospitalovo pravidlo nelze pouzit, pokud limita podilu derivaci neexistuje. Napf. limita
podilu funkci

lim

r—00

sin « ohr.
= O’

typ —
O

ale limita podilu derivaci neexistuje, protoze

. (sinz) . COSX , L
lim = lim = lim cosx (neexistuje).
T—00 (,1‘)/ T—00 1 T—00

(ii) L’Hospitalovo pravidlo nelze pouzit na typ limity @! Pokud je ve jmenovateli typ 0, musi
pak byt i v ¢itateli typ 0 (aby bylo mozné 'Hospitalovo pravidlo pouzit). Napf. limita podilu

funkeci
Y arctg x . 3
im ———— =1 =00
z—oo arccotg x YP o+ '
ale limita podilu derivaci je jina, protoze
arctg ) s
lim B T

1

z—oo (arccotgz)  w—o0 —i
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Poznamka 10.
(i) Limity typu oo — oo lze pfevést na typ g nasledovné:

. : 1 1 : 2 T 0
lim [f(z) — g(z)] ’typoo—oo}: lim (T_T) = lim % 'typ6 '

T—T0 T—T0 m m

(i) Limity typu 0.oc lze pievést na typ § (viz Piiklad 54(a)) nebo na typ 2 nasledovné:

B l0) 9] | 000 | = i B | g |
g(x)

o iy g(lzc) ' typ s
f(@)

(0.9] ‘

r—x0

(iii) Limity typu 0° 0o? 1% lze pievést na typ 0.occ pres exponencidlni funkci (viz napf. Pii-
klad 54(b)):

lim f(x)g(””) = lim e9(® /(@) — plima—z, 9(@) In f(z) ' typ 0.00 nebo 00 .0 ‘

T—x0 T—x0

2.12. Derivace implicitné zadanych funkci. Pokud mame zadénu funkci f(x) vzorcem y = f(x),
hovotime o jejim explicitnim zadéni. Obecnéjsim zadanim funkce je rovnice F'(z,y) = 0, kde zavisla
proménna y predstavuje ,nezndmou“ funkci. Pokud tuto rovnici nelze (nebo to nepotiebujeme)
vytesit vzhledem k y, pak hovofime o funkci zadané implicitné. AvSak i v tomto obecnéj$im pripadé
budeme schopni vypocitat ¢'(x) (aniz bychom znali explicitni vzorec pro y(z)), a to pomoci pravidla
pro derivaci sloZené funkce (Véta 11).

Piiklad 55. Rovnice 3? = x definuje dvé diferencovatelné funkce
1 1
=/, =— = Y= h= ——— > 0).
=z Y2 Ve h=5 /i Yo SN (z > 0)
Avsak i bez znalosti samotnych funkei y; a v» lze derivovanim rovnice y? = x spod&itat, Ze
1
W= = w/'=1 = y=g,

coz je jediny vzorec pro vy’ obsahujici jak 1, tak ys. 0

Pfi derivovani implicitné zadanych funkci obsahuhe vyslednd derivace 3’ jak proménnou x tak
proménnou y (na rozdil od ,norméalniho“ derivovani funkce, kdy je ve vysledku pouze proménna z).

Pfi derivovani implicitné zadanych funkei musime brat zavislou proménnou (obvykle) y jako funkci

funkce (Véta 11), viz Piiklad 55.
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Priklad 56. Urcete smérnici te¢ny ke kruznici 2 4+ y? = 25 v bodé P = [—3,4].

Reseni. Derivovanim zadané rovnice podle proménné z dostaneme

(®+9*) =(25) = 2z2+2yy/=0 = y,:_g'

A proto je smérnice teény v bodé P (=derivace v bodé P) rovna
, =3 3
YT Ty

V Piikladech 55 a 56 bylo mozné neznamou funkei y explicitné vypocitat (i kdyz jsme to nepotie-
bovali) a najit tak ¥’ ptivodnim zpisobem. V nasledujicim piikladu ale y jiz vyjadiit nelze, a tudiz
je implicitni derivovani jedinym moznym zpusobem, jak y’ najit.

Ptiklad 57. Urcete derivaci funkce y = f(x), kterd je zadand rovnici 4y = x3 + cosy.

Reseni. Derivovanim zadané rovnice podle proménné = dostaneme
, 322

4y) = (2* "= 4y =327 — (si "= =
(4y) = (2° + cosy) Y z” — (siny)y Y 4+sing

Timto zptisobem lze pocitat i derivace vyssich rada.

Ptiklad 58. Urcéete prvni a druhou derivaci funkce y = f(x), kterd je zadana rovnici 3z* — 4y = 1.

Reseni. Derivovanim zadané rovnice podle proménné x dostaneme

Bt —4y?) = (1) = 122 -120%'=0 = 2*—y*/'=0 = |y==|

Opétovnym derivovanim ptredposledni uvedené rovnice podle proménné = dostaneme

(@® =% =) = 3222w .¥y+y*.y)=0 = 32°—2y) —y*y =0

" 3.%2 - 2y (y/)2
e

=

Vsimnéte si, Ze pro derivaci vyrazu 3%y’ musime pouzit pravidlo souéinu, protoze obé funkce y? a 1/’
jsou funkce proménné x. Ve vysledku samoziejmé jesté muzeme dosadit za ' z predchoziho vypoctu,
tj.

3z — 2y (2—2)2 322y — 28

i
y = =
y? y°
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2.13. Monotonie funkce a extrémy.

Definice 8 (Monotonie funkce). Funkce f(x) je

e rostouci na intervalu I, pokud f(x1) < f(x3) pro kazdé z1, x5 € I, 11 < 9,
e klesajici na intervalu I, pokud f(z1) > f(x2) pro kazdé xq, x5 € I, 11 < o,
e neklesajici na intervalu 7, pokud f(z1) < f(22) pro kazdé x1, 25 € I, 11 < 29,

e nerostouci na intervalu I, pokud f(x1) > f(z2) pro kazdé x1, x5 € I, 11 < xo.

Véta 16 (Monotonie funkce). Necht f(x) md viastni derivaci na otevieném intervalu I. Potom
plati nasledugict.

(i) Funkce f(x) je neklesajici na intervalu I < f'(z) >0 Vo € I.

(ii) Funkce f(x) je rostouct na intervalu I <  f'(x) > 0 Vo € I, pricemZ rovnost f'(z) = 0
neplati na Zadném podintervalu intervalu I.

(i) Funkce f(x) je nerostouci na intervalu I < f'(x) <0 Vx € I.

(iv) Funkce f(z) je klesajici na intervalu I < f'(z) < 0 Vx € I, pricemZ rovnost f'(x) = 0
neplati na Zadném podintervalu intervalu I.

Diikaz. VSechna tvrzeni plynou z (Lagrengeovy) véty o stfedni hodnoté (Véta 14), nebot
f(z2) = f(z1)
——— = [f(0),

Lo — X1
>0

a tedy vyraz f(zs) — f(z1) mé stejné znaménko jako f’. O

Piiklad 59. Funkce f(z) = = + cosz ma derivaci f'(z) = 1 — sinx pro kazdé x € R. Protoze je
hodnota sinz € [—1,1], je f'(x) € [0,2] a tedy je f'(x) > 0 na celém R. Tedy podle Véty 16(i) je
funkce f(x) neklesajici na R. Navic, protoze rovnost f’(z) = 0 znamena, Ze sinz = 1 a tato rovnost
evidentné neplati na zddném podintervalu R, je podle Véty 16(ii) funkce f(x) rostouci na R. U

Dusledek 5. Necht f(x) md vlastni derivaci na otevieném intervalu I. Potom plati nasledujici.

(i) Jestlize f'(x) > 0 Vo € I, potom je funkce f(x) je rostouci na intervalu I.

(i) Jestlize f'(x) < 0 Yz € I, potom je funkce f(z) je klesajici na intervalu I.

Tedy pro urceni intervali monotonie funkce f(z) staci ur¢it body, kdy f’(x) méni znaménko.

Zejména to jsou body, ve kterych je| f'(z) = 0|nebo ve kterych | f’(x) neexistuje |
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Priklad 60. Urcete intervaly monotonie funkce
x x

LG Sy TR o3y g 12
Reseni. Vypocteme derivaci:
/ 2
, T —z° — 16
_ - .= <0 -2, 8.
/') (x2 —61‘—16) (x — 8)% (x4 2)? ’ pro & 7 =2,
(Viz tabulka.) Tedy je tato funkce klesajici na intervalu (—oo, —2), na intervalu (—2, 8) a na intervalu
(8,00). O

Priklad 61. Urcete intervaly monotonie funkce

flz) = % 67,

Reseni. Vypocteme derivaci:
Flx) =% (322 —6) =3¢" 75 (22 —2), pro z € R.
Vidime, ze f'(z) = 0 pouze pro = +v/2. Na kazdém z intervalii (—oo, —v/2), (—v/2,v/2), (v/2,0)

ur¢ime znaménko derivace napt. vybérem néjakého bodu z tohoto intervalu, protoze vime, zZe se
znaménko f’(z) v téchto intervalech jiz neméni (viz tabulka). Tedy

f(z) je rostouci na intervalu (—oo, —v/2] a na intervalu [v/2, 00),
f(z) je klesajici na intervalu [—+/2, v/2].

Definice 9 (Lokalni extrémy). Funkce f(z) mé v bodé xy € D(f)

e lokdlni maximum, pokud f(z) < f(z¢) pro vSechna z z né&jakého okoli bodu xy,

e lokdlni minimum, pokud f(z) > f(x¢) pro vSechna z z néjakého okoli bodu xy,

e ostré lokalni maximum, pokud f(x) < f(xo) pro vSechna x z néjakého ryziho okoli bodu xy,

e ostré lokalni minimum, pokud f(x) > f(xg) pro vSechna x z néjakého ryziho okoli bodu .

OJ

Nasledujici véta rika, ze tecna v bodech lokalnich extrému (pokud tedy existuje vlastni derivace v
takovych bodech) musi nutné byt vodorovna.

Véta 17. Ezistuje-li vlastni derivace f'(xg) v bodé xo, kde md funkce f(x) lokalni extrém, potom je
nutné | f'(xq) = 0.

Body, kde f’(x) = 0, se nazyvaji stacionéarni body funkce f(z).

Opacné tvrzeni k Vété 17 neplati, tj. z f'(x9) = 0 neplyne extrém v bodé zy. Nejjednodussim
ptikladem je funkce f(z) = 23, kterd v pofatku nemd extrém, ale je f'(0) = 3x2’m:0 =0 (tj. te¢na v
bodé zy = 0 je vodorovna).
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Dusledek 6. Funkce f(x) miZe mit lokdlni extrémy pouze ve svych stacionarnich bodech nebo v

bodech, kde f'(x) neezistuje.

Zda v daném staciondrnim bodé x¢ nebo v bodé, kde f’(x¢) neexistuje, je nebo neni lokalni extré,
miizeme urcit z chovani znaménka f’(x) v okoli bodu z.

Véta 18 (Lokalni extrémy a derivace). Necht f(x) je spojitd v bodé xy € D(f) a existuje viastni
derivace f'(x) na néjakém ryzim okoli bodu xy.

(i) Md-li f'(x) v levém a pravém okoli bodu xy opacnd znaménka, potom je v bodé xo lokdlni
extrém. Pritom

e je-li zména f'(x) 2 © do @, potom je v bodé xqy lokdlni minimum,

e je-li zména f'(x) z ® do S, potom je v bodé xy lokdlni mazimum.

(il) Md-li f'(x) v levém a pravém okoli bodu o stejnd znaménka, potom neni v bodé xq lokdlni
extrém. Pritom

e md-li f'(x) v okoli bodu xo kladné znaménko, potom je f(x) v bodé xy rostouct,

e md-li f'(x) v okoli bodu o zdporné znaménko, potom je f(z) v bodé xqy klesajic.

Priklad 62. Urcete lokalni extrémy funkce

fla)=z—=1=/|z|,  D(f)=R

Reseni. Protoze

47

r<0: fl)=z—-1-—y-12 = f’(x):l—#'(—l):o 74dné feseni pro z < 0.

xT

Tedy kandidati na lokalni extrémy jsou: stacionarni bod z = i a bod, kde neexistuje f'(z), tj.
r=0.

Volbou napi. = —1, = 5 a # = 1 uréime znaménko f'(z) v kazdém z intervalt (—o0,0), (0, 1)
a (§,00) (viz tabulka). Tedy je

ostré lok. max. vz = 0,

ostré lok. min. v x =

PN

Véta 19 (Lokalni extrémy a druha derivace). Necht xy je staciondrni bod funkce f(z), tj.
f'(x9) =0, a necht existuje f"(xg).

(i) Je-li f"(xo) > 0, potom je v bodé xqy ostré lokdlni minimum.

(i) Je-li f"(x9) <0, potom je v bodé xq ostré lokdlni mazimum.
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Diikaz. (i) f"(x¢) > 0 a f'(x9) = 0 znamenad, ze f'(x) roste v bodé zg z © do @ hodnot, tedy funkce
f(z) samotnd klesé a pak roste. Tedy je v bodé zq ostré lokalni minimum.

(ii) f"(zo) < 0a f'(x9) = 0 znamena, ze f'(x) klesd v bodé x¢ z & do © hodnot, tedy funkce f(x)
samotné roste a pak klesa. Tedy je v bodé x( ostré lokalni maximum. 0

Priklad 63. Stejné jako v Piikladu 62 je

1 1 _s , . 1
fl/(i) =47 2 . =2>0 = ostré lok. min. v xg = x
T4
O
Poznamka 11. Obecnéji, je-li
fl(wo) = ["(wo) =+ = fE V() =0 a  fP(w) £0,

potom

e pro k sudé je ostry lokalni extrém v bodé x, pricemz
— pro f®)(z0) > 0 je v bodé z¢ ostré lokalni minimum,
— pro f%)(z4) < 0 je v bodé xy ostré lokdlni maximum,

e pro k liché neni lokalni extrém v bodé xy, pricemz
— pro f®)(x9) > 0 funkce f(x) roste v bodé xy,
— pro f®)(x0) < 0 funkee f(x) klesa v bodé .

Vsechny tyto pfipady si mtizete lehce ilustrovat na mocninnych funkcich 22, 3, 2*, 2°, atd. v bodé

33'0:0. ]

Definice 10 (Globalni extrémy). Funkce f(z) ma v bodé = € D(f)

e globalni maximum na mnoziné M C D(f), pokud f(z) < f(zo) pro vSechna x € M,

e globalni minimum na mnoziné M C D(f), pokud f(z) > f(zo) pro vSechna x € M.

Poznamka 12.

(i) Misto globalni max/min se také pouziva termin absolutni max/min.

(i) Globalni max/min nemusi byt jediné. Napi. funkce f(z) = z? na intervalu [—1, 1] m4 globalni

max 1 v bodech z = —1 a x = 1, kdezto globalni min 0 v bodé = = 0.
(ili) Globélni max/min nemusi ani existovat (viz Poznamka 3).

(iv) Weierstrassova véta (Véta 6) zarucuje existenci globalniho max/min — za predpokladu spoji-
tosti funkce f(z) na intervalu [a, b].

(v) Pokud vime, Ze globélni extrémy exituji, potom musi tyto globalni extrémy byt
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ve staciondrnich bodech nebo v bodech, kde neexistuje f’(z), nebo v krajnich bodech

daného intervalu. Nemusime jiz pak urcovat, jestli jsou ve stacionarnich bodech lokalni ex-
trémy ¢i nikoliv.

O

Poznamka 13. Z Poznamky 12(v) plyne postup pro nalezeni globélnich extrémii spojité funkce f(x)
na intervalu [a, b] (z Weierstrassovy véty vime, Ze globalni max/min existuje):

e Najdeme stacionarni body funkce f(z) a body, kde neexistuje f'(z).
e V téchto bodech a v krajnich bodech intervalu ur¢ime funkéni hodnoty.

e Vybereme z nich max a min hodnotu.

Priklad 64. Urcete globalni extrémy funkce
flz) =2z —1—+/|z|, na intervalu [—1, 1].

Reseni. Protoze je f(z) spojitd na intervalu [—1, 1], globalni extrémy v tomto intervalu existuji. Z
Prikladu 62 vime, ze x = i je jediny staciondrni bod a z = 0 je bod, kde neexistuje f'(x), v intervalu
[—1,1]. Méme tedy

stacionarni body: r = i, f(i) = i —-1- % = —%,
A fl(x) x =0, f(0) =—1, «— max
krajni body: x=-1, f(-)=-1-1-1=-3, «— min
1, fy=1-1-1=-1. — max
Tedy je
globalni min —3 v bodé x = —1,

globalni max —1 v bodech z =0, x = 1.

2.14. Konvexnost, konkavnost, inflexe. Pojmy konvexnost, konkévnosti a inflexnich bodu slouzi
ke studiu toho, jak dand funkce (& presnéji jeji graf) ,zataci“. Tyto pojmy budeme uvazovat pouze
pro deferencovatelné funkce.

Definice 11 (Konvexnost, konkavnost). Necht mé funkce f(x) vlastni derivaci na intervalu
I CD(f). Funkce f(x) se nazyva

e konvexni na intervalu I, pokud je f’(x) neklesajici na I,

e konkdvni na intervalu I, pokud je f’(z) nerostouci na I.

0

Poznamka 14. To, Ze funkce f'(z) je neklesajici na intervalu I (tj. f(x) je konvexni), znamen4, Ze
teCny maji ,neklesajici smérnici“, tj. (viz obr.)
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graf funkce f(x) ,zataci doleva®“ a tecny lezi pod grafem.

To, ze funkce f’(z) je nerostouci na intervalu I (tj. f(x) je konkdvni), znamend, Ze teny maji
,nerostouci smérnici“, tj. (viz obr.)

graf funkce f(x) ,zataci doprava®“ a tecny lezi nad grafem.

Priklad 65.
(a) Funkce f(r) = 2? m4 derivaci f'(x) = 2z, coZ je funkce rostouci (tudiZ neklesajici) na R. A
proto je z? konvexni na R (viz obr.).

(b) Funkce f(z) = 2® ma derivaci f'(z) = 322, coZ je na intervalu [0, c0) funkce rostouci (tudiz

neklesajici). A proto je z* konvexni na [0, 00) (viz obr.).

(c) Funkce f(z) = 2® ma derivaci f'(x) = 32?2, coZ je na intervalu (—oo, 0] funkce klesajici (tudiz

nerostouci). A proto je 3 konkdvni na (—oo, 0] (viz obr.).

(d) Funkce f(z) = ax + b ma derivaci f'(z) = a, coz je funkce konstantni (tudiz neklesajici) na
R. A proto je ax + b konvexni na R. Soucasné je konstantni funkce f’(x) = a nerostouci na
R, a proto je ax + b také konkavni na R.

O

Véta 20 (Konvexnost a konkavnost a druha derivace). Necht I C D(f) je otevieny interval
a necht ma funkce f(x) druhou derivaci f"(x) na I.

(i) Je-li f"(x) >0 na I, potom je f(x) konverni na intervalu I.
(i) Je-li f"(x) <0 na I, potom je f(x) konkdavni na intervalu I.

Diikaz. (i) Je-li f”(z) > 0 na intervalu I, potom je podle Disledku 5(i) (ktery aplikujeme na funkci
f'(x)) funkce f'(x) rostouci na intervalu /. Tedy je podle Definice 11 funkce f(z) konvexni na
intervalu [.

(ii) Je-li f"(x) < 0 na intervalu I, potom je podle Disledku 5(ii) (ktery aplikujeme na funkci
f'(x)) funkce f'(x) klesajici na intervalu /. Tedy je podle Definice 11 funkce f(x) konkavni na 7. [J

Tam, kde se méni konvexnost na konkavnost nebo naopak, se nachazeji tzv. inflexni body funkce.

Definice 12 (Inflexni bod). Nechf mé funkce f(z) vlastni nebo nevlastni derivaci f'(xg). Je-li
f'(xp) nevlastni, potom navic pfedpokladejme, ze je f(z) spojitd v bodé . Bod zq je inflexni bod
funkce f(x), pokud v néjakém levém okoli bodu ¢ je funkce f(x) konvexni a v néjakém pravém okoli
bodu z je funkce f(z) konkévni, nebo naopak (viz obr.) O

Véta 21 (Vlastnosti inflexnich bodu).
(i) Pokud ezistuje vlastni druhd derivace f"(x¢) = 0 v inflexnim bodé xq, potom je f"(xq) = 0.

(i) Je-li f"(x9) =0 a f"(x) méni znaménko v bodé xy, potom je xq inflexni bod.

(iii) Je-li f"(xo) =0 a f"(x9) # 0, potom je xo inflexni bod.
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Zejména ¢ast (ii) v predchozi vété ukazuje, jak inflexni body najit. Sou¢asné ze zmény znaménka
f"(x) (tedy jestli se jednd o zménu z & do & nebo o zménu z & do &) pozname, kterym smérem
graf funkce f(x) v bodé zy ,zataci“.

Priklad 66. Urcete monotonii, lokalni extrémy, konvexnost/konkavnost a inflexni body funkce

f(z) =x+sinxz  na intervalu [0, 47].

Resend.
e f'(x) = 1+ cosz = 0 implikuje, ze cosx = —1, tedy x = 7,37 jsou staciondrni body (v
intervalu [0, 47]). Body, kde neexistuje f'(z) nejsou. V kazdém z intervala (0,7), (m,37) a
(3w, 4m) vybereme jeden bod pro urceni znaménka f’(x) v téchto intervalech (viz tabulka).

Tedy
f(z) je rostouci na [0, 47|,
f(z) nemé lokalni extrémy.
e f"(r) = —sinz = 0 implikuje, ze x = 0,m, 27, 37,47 jsou kandidati na inflexni body. V

kazdém z intervali (0, ), (7, 27), (27, 37) a (37, 47) vybereme jeden bod pro urc¢eni znaménka
f"(x) v téchto intervalech (viz tabulka). Tedy

f(z) je konvexni na |7, 27| a na [3m, 47,
f(z) je konkévni na [0, 7] a na [27, 37],

f(z) ma inflexi v bodech = = 7, 27, 37.

e A protoze miZzeme jednoduse vypocitat funkéni hodnoty a hodnoty derivace (pro sklon tecny)
ve zminovanych stacionarnich, inflexnich a krajnich bodech,

f(0)y=0, f(m)=m,  f@2m)=2m, fQBw)=3m,  f(4m) =4,
fL0)=2, f(m)=0, f'(2r) =2, f'(3m) =0, L (4m) =2,

muzeme také naértnout graf této funkce na intervalu [0, 47| (viz obr.).

2.15. Asymptoty. Funkce f(z) mize mit jako asymptotu svislou pfimku (asymptota bez smérnice)
nebo primku se smérnici. Ve druhém pripadé pak rozliSujeme asymptoty v oo a v —o0.

Definice 13 (Asymptoty funkce).
e Piimka 2 = ¢ (svisld pfimka) je asymptotou bez smérnice funkce f(x), pokud je alespori
jedna jednostranna limita v bodé x(y nevlastni, tj.

lim+ f(z) = £o0 nebo lim f(x) = +oc0.

T T—Ty

e Piimka y = ax + b (a,b € R) je asymptotou se smérnici v oo, pokud

lim [(x) — (az -+ 8)] =0,

pripadné je asymptotou se smérnici v —oo, pokud
lim [f(z) — (ax 4+ b)] = 0.
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Priklad 67.
(a) Funkce f(2) = 1 ma asymptotu bez smérnice 2 = 0 a asymptotu se smérnici y = 0 (v £00).

(b) Funkce f(z) = 22 m4 asymptotu se smérnici y = 0 (v £00), protoze

xT

sinx sin x ohr.
lim —0) = lim typ — | =0
r—+00 ( x ) r—+oo I ‘ yp +00

(c) Funkce f(x) = ax + b je svou vlastni asymptotou (v £00).

OJ

Poznamka 15. Je zfejmé, ze asymptoty bez smérnice mohou byt pouze v bodech nespojitosti funkce
f(z). Viz napt. Piiklad 67(a). Samozfejmé ne kazdy bod nespojitosti zadava asymptotu, viz napft.

Priklad 67(b) a bod x = 0. O

Véta 22 (Asymptoty se smérnici). Primka y = ax + b je asymptotou funkce f(x) v oo <

a = lim @, b= lim [f(x) — ax]. (29)

T—00 €T r—00

Podobné, primka y = ax + b je asymptotou funkce f(x) v —oc0 <

a= lim @, b= lim [f(x)— ax]. (30)

r——00 €T r——00

Diikaz. Byti asymptotou v oo znamena, ze

f(z)~axr+b  prox— oo. (31)
Tedy pokud obé strany podélime vyrazem x, dostaneme, ze
x b
m ~Ra+ — pro xr — o0.
x x

A protoze vyraz g — 0 pro x — 00, dostavame odtud vzorecek pro hodnotu koeficientu a.

Déle, zname-li kouficient a, potom z vzorce (31) plyne, Ze
f(z) —ax~=b  prox — oo,

tj. dostavame odtud vzorecek pro hodnotu koeficientu b.

Podobné to plati pro z — —oc. O

Poznamka 16. protoze se mize snadno stat, ze limity v (29) a (30) se napf. pro koeficient a nebo
pro koeficient b lisi, pouzivame ve vypoctu téchto koeficientti znaceni

pro limity voo  a a_, b_ | pro limity v —oo0.

Tedy
a; = lim @, by = lim [f(z) —ay .z, (32)
a- = lim @, b = lim [f(z) —a_.xl. (33)
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Konec 4. pfednasky (12.3.2007)

Samoziejmeé, pokud alespon jedna z limit definujicich koeficienty a, b je nevlastni nebo neexistuje,
tak potom dana funkce asymptotu v prislusném oo nebo —oo nema.

Priiklad 68. Urcete asymptoty funkce

@) =
Resent.

e Asymptoty bez smérnice: Protoze je funkce f(z) spojité na intervalech (—oo, —2) a (-2, c0),
asymptota bez smérnice mtze byt teoreticky pouze v bodé x = —2 (viz Poznamka 15).
Spocteme proto jednostranné limity v tomto bodé:

lim M typ_—64 = —00 lim M ’typ_—64 = —00
e——2+ (T + 2)? 0+ ’ e——2- (x4 2)? 0+
Tedy
‘x = —2 je asymptota bez smérnice ‘

e Asymptoty se smérnici:

@) a2t

— lim 2\ — . =1
a/Jr ac1—>nc}o T z—>oof[,’(l‘—|—2)2 ’
. . x—2)3 , r—2) z.(x+2)?
—102% + 8z — 8

=1 = —10.
sooe (x4 2)?

Tedy

‘y =z — 10 je asymptota v co|.

Vypocty pro a_ a b_ jsou naprosto stejné:

_ 9\3
P T ) T ) (Y
r——00 I xH*OOJI(l'+2)2

L o (x —2)3 L (x =2 z.(v+2)>
b= i (1) ool = i ({00 ) = (G255
—1022 + 8z — 8

=1 = —10.

Tedy

‘y = x — 10 je asymptota v —oo |.

(Viz obr.) O
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2.16. Celkovy priibéh funkce.

Priklad 69. Vysetrete celkovy prubéh funkce

33'2

f(z) = prnEE D(f) =R\ {-1}.

Reseni. Uréime (viz demonstrativni cviceni)
e defini¢ni obor (pokud jiZ neni zadan),
e prvni derivaci f'(x) a vSe co z ni lze uréit, tj. stacionarni body, body kde neexistuje f’(x),
intervaly monotonie (rostouci a klesajici f(z)), lokdlni extrémy (pokud pouzijeme Vétu 18 ¢i

Disledek 5),

e druhou derivaci f”(x) a v8e co z ni lze uréit, tj. konvexnost, konkdvnost a inflexni body,
pripadné lokalni extrémy (pokud pouzijeme Vétu 19),

e asymptoty bez smérnice a se smérnici,

e hodnoty funkce f(x) a derivace f’(z) ve vSech ,vyznaénych“ bodech (napf, stacionarnich a
inflexnich bodech, kde neexistuje f’(x) nebo f”(x), v krajnich bodech, atd.),

e a nakonec ze vSech téchto informaci sestrojime graf funkce f(z).

Priklad 70. Vysetrete celkovy prubéh funkce

f(z) = % +1Inz.

Reseni.
e Defini¢ni obor je | D(f) = (0,00)|.

e Prvni derivace
1 ’ 1 1 z-1
! = — l = —— —_ = = O
P = (3 +me) =—5+1 =220
tedy * = 1 je jediny stacionarni bod. Protoze f’(z) < 0 na intervalu (0,1) a f'(z) > 0 na
intervalu (1, 00) (viz tabulka),

f(z) je klesajici na (0, 1],
f(z) je rostouci na [1, c0),
f(z) méa lokalni min v bodé = = 1.

[Vzhledem k okolnostem je zfejmé v bodé x = 1 globalni minimum funkce f(x) na intervalu
(0,00).]
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e Druh4 derivace

=0,

3 z? 3

f”(@:( 1 1)’ 2 1 2—z

tedy © = 2 je jediny kandidat na inflexni bod. Protoze f”(x) > 0 na intervalu (0,2) a

f"(z) < 0 na intervalu (2, 00) (viz tabulka),

2

f(z) je konvexni na (0, 2],
f(z) je konkévni na [2, 00),
f(z) ma inflexi v bodé = = 2.

e Asymptoty bez smérnice:

o 14+ axnx 1
}typoo—oo = lim — |t
x—07F T

1
lim (— +Inz

z—0t \ T

protoze podle Piikladu 54(a) je lim, .o+  Inz = 0. Tedy

‘:c = 0 je asymptota bez smérnice ‘

Asymptoty se smérnici:

1
T =+Inx 1 Inz 00
a= limM: lim #—— = lim — + lim — 'typ—
T—00 €T T—00 €T Tr—00 U r—o0 U
=0
1
"Hosp. . - . 1
PO i 2 — fim =0,
Tr—00 ]_ Tr—0o0 U

1
b= lim [f(z) — az] = lim (—+lnx) | typ 0+ oo | = oo

Tr—00 r—00 X

Tedy

Funkce f(x) nemé asymptotu v oco|.

e Hodnoty funkce f(z) a derivace f’'(z) ve vSech ,vyzna¢nych“ bodech:

F=1 FU)=0, f()=5+h2~110, F2)= 1.

e a nakonec ze vSech téchto informaci sestrojime graf funkce f(z):

<graf_prubeh_funkce.pdf>


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/graf_prubeh_funkce.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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2.17. Optimalizace. V tomto odstavci uvidime, jak vyuzit znalosti o pribéhu funkce ¢i globalnich
extrémil funkce pro aplikace v ,,bézném zivoté“.

Priklad 71 (Papirova krabice). Z kartonu tvaru ¢tverce o strané délky 54 cm vytiznéte v kazdém
rohu stejny ¢tverec tak, abyste mohli sestrojit krabici (bez vika) s co nejvétsim objemem (viz obr.).

Reseni. Oznacme jako z (v cm) délku strany ¢tverci, které musime vyfiznout. Potom mé zbyvajici
podstava rozmeéry 54 — 2x cm X 54 — 2x cm, pricemz vyska krabice bude praveé z cm.

Pro objem krabice dostaneme proto vztah

V =V(z) = (54 —22)* 2z = (2916 — 2162 + 42°) x = | 4 (7292 — 542 + 2%)|.

Délka strany vyrizljch ¢tverctt mize byt nejvyse 54/2 = 27 cm, a proto musime najit maximum
funkce V(x) na intervalu [0, 27].

Protoze je fukce V(x) spojitd na intervalu [0,27], jeji maximum existuje (Weiersrtassova véta —
Véta 6). Podle Poznamky 13 musime najit stacionarni body:

V'(z) = 4(729 — 108z + 32?) = 12 (243 — 36z + 2%) = 12(27—2) (9 — 2) = 0,
= T = 27, To = 9.
Body, kde V'(z) neexistuje, nejsou.

Body z7 = 27 a x5 = 9 jsou tedy staciondrnimi body funkce V' (z) v intervalu [0, 27], pfi¢emz bod
x1 = 27 je souCasné krajnim bodem tohoto intervalu. Hodnoty funkce V' (x) v téchto bodech jsou

stacionarni body: — x =27, V(27) = (54 — 54)227 = 0,

r =09, V(9) = (54 — 18)29 = 11664,  « max
krajni body: x =0, V(0) =0,

r =27, V(27) = 0.

Tedy maximalni objem je 11664 cm?® (téméi 12 litril) pro krabici o rozmérech 36 cm x 36 cm X 9

cm, tj. v kazdém rohu musime vyfiznout ¢tverec ‘o strané 9 cm ‘

Vsimnéte si, ze maximum muzeme také ovéfit testem s prvni derivaci (napf. Diusledek 5): pro
x €10,9) je V'(x) > 0, tedy V(x) je rostouci na intervalu [0, 9], zatimco pro x € (9,27) je V'(z) <0
a tedy V() je klesajici na intervalu [9, 27].

Vsimnéte si také, ze funkce V' (x) je konkavni na intervalu [0, 18], konvexni na intervalu [18,27] a
v bodé x = 18 m4 inflexni bod. O

Piiklad 72 (Vyroba plechovky). Urdete rozméry litrové plechovky tak, aby spotieba materidlu
na jeji vyrobu byla co nejmensi.

Reseni. Oznacme si jako h (v cm) vysku plechovky a jako 7 (v cm) polomér jejtho dna (¢i vicka).
Potom je na vyrobu takové plechovky potieba
S=S(h,r)= 2mr®: +2xrh cm? materialu.
—— —~—
dno + vicko sténa
ProtoZe ale musi mit plechovka objem 1 litr = 1000 cm?®, musi platit
1000

V =mr’h=1000 = h=—3,
nr
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a tedy je

2000
2mr? + , pro r > 0.
T

1000

S =S(r) =2mr* + 2mr —;

r

Hleddme tedy minimum funkce S(r) pro r € (0,00). VSimnéte si, ze dany interval neni uzavieny
ani ohraniceny, a proto pro existenci extrému nelze pouzit Weierstrassovu vétu (Véta 6).

Urceme nejdfive stacionarni body:

2000
S'(r) = (272 4200071 = dzr — 200072 = dr — = =0,
T
500
= 7 = 500, = r=ry = ¢/ 22| ~5.42.
T

Dale, protoze je

4
S"(z) = (4mr — 20007 2)" = 47 + 400073 = 47 + >0  pror >0,

3
je funkce S(r) konvexni na celém intervalu (0, 00). A proto je bod ry globalni minimum.

Odpovidajici vyska plechovky je pak

1000 1000 500 500
ho = = —237:%10.84.

2 =2 = -
"yl

Spotreba materialu je tedy minimalni, pokud

‘Vj/éka plechovky je rovna primeéru podstavy ‘

2.18. Diferencial funkce. Diferencial funkce je pojem, ktery se pro funkce jedné proménné vyuziva
pouze pro potieby integrovani (viz nésledujici kapitola) nebo pro piiblizné vypocty. Pro funkce
vice proménnych ma mnohem vétsi vyznam (viz MB103).

Definice 14 (Diferencial). Necht zo € D(f) je bod, ve kterém existuje vlastni derivace f’(x)
funkce y = f(z). Potom definujeme

e diferencial dx (diferencidl nezavislé proménné) jako (pro z blizko x),

e diferencial dy (diferencidl zavislé proménné) jako |dy = f'(xo) . dz|.

Alternativni znaceni pro dy je df, pfipadné df (x¢) pokud chceme zdiraznit, ze se jedné o diferencial
v bodé xg. O

Uvédomte si, ze pokud je x napravo od zg, je dr = x — xy > 0, pokud je ale x nalevo od xg, je
de =z —x9 <0.

Piiklad 73.
y =sinz, dy = (sinzx) . dx = (cosx) dx,

y=—x+xlnz, dy = (—x+ 2 Inz) .dx = (Inz)dx.
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Co to vlastné ten diferencial je (neplette si s diferencidlem v automobilu)?

Pokud se podivame na rovnici te¢ny v bodé z( (viz Pozndmka 5), potom mame

y — Yo = ['(w0) (x — 20), kde yo = f(wo),
y — f(zo) = f'(20) dz = df (x0). (34)
—_—
dy
Vidime tedy, Ze diferencial dy je zména funkénich hodnot na tecné (viz obr.). A protoze hodnoty na
tetné aproximuji funkéni hodnoty f(z) pro z blizko bodu xg, plyne z (34) vzorecek pro ptiblizné
vypocty:

f(@) m flwo) +df(wo) |, b f(2) = f(xo) + f'(0) (x — o). (35)

(Jedné se vlastné o rovnici teény trosku zapsanou jinym zpiisobem). Tedy hodnoty funkee f(x) pro
x ,blizko“ bodu z se pfiblizné rovnaji hodnotam na te¢né v bodé xy, pfi¢emz pro tento vypocet
musime znat hodnotu funkce f(xg) a derivace f’(xg) v bodé z.

Diferenciél je tedy pfiblizna zména funkénich hodnot pro x blizko xy.

Priklad 74. Pomoci diferencialu ptiblizné vypoctéte v/85.

Reseni. Protoze zndme /81 = 9, polozime zy = 81 a & = 85, tj. dx
f(x) = /z potom je f'(x) = ﬁ, a tedy f(81) =9 a f/'(81) = 2—\}8—1 = 5
plyne, ze

xr — xg = 4. Tedy pro
. Ze vzorce (35) potom

/= Il

F(85) ~ f(81) + df(81) = f(81) + f'(81)dx, tj.
1 2 83
\/%z9+1—8-4:9+§:§:9.2222....

(Pro srovnani je presnd hodnota /85 = 9.2195....) U

Priklad 75. Polomér kruhu se méni z 20 m na 20, 1 m. Odhadnéte narust jeho plochy.

Reseni. Obsah kruhu je P = P(r) = 7r?. Polozime ry = 20, r = 20.1, a pak dr = r —rg = 20.1—-20 =
0.1. Protoze je P(ro) = P(20) = 4007 a P'(ry) = P'(20) = 27?7“’r:20 = 40, je podle vzorce (35)

P(r) = P(ro) + P'(r¢) dr = 4007 + 407 . (0.1) = 4047. = dP(rg) = 4m | =~ P(r) — P(ro).

Odhad nértistu plochy je asi 47 m?.

P¥iblizny procentudlni narust plochy (vzhledem k ptivodni plose) je pak

dP(ro) 47 1
P(ro) 4007 100
Tedy plocha vzroste priblizné o 1%. O

=1%.
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2.19. Taylortuv polynom. Vidéli jsme, Ze pro aproximaci funkce pomoci linearnitho polynomu slouzi
tecna (tedy diferencidl). Lze ale pouzit i aproximace vyssich fada. V tomto obecnéjsim piipadé potom
hovotime o Taylorové polynomu.

Definice 15 (Tayloruv polynom). Necht zy € D(f) je bod, ve kterém existuji vlastni derivace
(o), f"(20), ..., f™(x0) funkce f(x) az do fadu n. Tayloriv polynom stupné n funkce f(x) se
stfedem v bodé x( je polynom

T(x) = Tu(z) = T} (x) = T} (3 %0)

definovany jako

f// x f/// T () (g .
T(x) := f(xo) + ['(x0) (x — x0) + (2 ) (4 )2 + ?f, ) (¢ gy L nﬁ ) (4 — )
Alternativné zapisujeme Taylortiv polynom pomoci sumy
"L R (1)
T(w) = > (o= o),
k=0
pficemz pro k = 0 klademe 0! := 1 a f©(z) := f(z). O

Poznamka 17.
(i) Tayloriv polynom stupné n = 0 se stfedem v bodé x, je tedy polynom

To(x) = f(wo),

tedy jedna se o konstantni funkci.

(ii) Tayloruv polynom stupné n = 1 se stfedem v bodé zg je tedy polynom

T1(z) = f(xo) + f'(z0) (x — 20).
Vidime tedy, Ze tento polynom je pfesné rovnice tecny (viz Poznamka 5) nebo také vyjadiuje
aproximaxi funkce f(z) pomoci diferencidlu (viz vzorec (35)).

OJ

Priklad 76. Urcete Tayloruv polynom stupné n = 0,1,2,3,4,5,6 se sttedem v bodé zy = 0 pro
funkci

f(z) =sinzx|.

Reseni. Pro funkci f(x) = sinx mame
f'(x) = cosz, f'(x) = —sinx, f"(x) = —cosx,
f@(z) =sinz = f(x), fO(z)=cosz = f'(z), [fOz)=—sinz=f"(z).
Hodnoty funkce a derivaci v bodé zy = 0 tedy jsou
f(0) =0, f'(0) =1, f"(0) =0, f"(x) = -1,
fP0)=0=f(0), fOO)=1=f(0), [fO0)=0=f"(0).

Vsimnéte si, ze vsechny derivace sudého radu jsou v bodé xy = 0 rovny 0, a tedy sudé mocniny x se

ve vyslednych polynomech nebudou vyskytovat.
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Piislusné Taylorovy polynomy T,,(z) stuptitt n = 0, 1,2, 3,4, 5,6 jsou tedy

Ti(z) = To(z) + f'(0) z = =,

Ty(z) = Th(x) + f”2(0) 2? =z,

Ty(x) = Ty(x) + f";m P—o-ia
@

Ty(x) = Ty(z) + 44!(0> o %x?’,
)

1) = 1)+ 20— o Lars Ls
®)

To(x) = T5(x) + f66'(0) 2=z — éx3+ﬁl() 5

Aproximace funkce sin x pomoci téchto polynomt je zobrazena v ptilozeném souboru

<tayloruv_polynom sinus.pdf>

Priiklad 77. Urcete Tayloruv polynom stupné n = 0,1,2,3,4,5,6 se sttedem v bodé zy = 0 pro
funkci

f(z) =cosx|.

Reseni. Pro funkci f(x) = cosx méame

f'(x) = —sinx, f"(x) = —cosz, f"(x) =sinz,
4

f@(z) = cosx = f(x), fONz) = —sinx = f'(x), fO(z) = —cosx = f"(x).

Hodnoty funkce a derivaci v bodé zy = 0 tedy jsou

=0, f//(o) =1, fm(l‘) =0,
fP0)=1=£0), fP0)=0=f(0), fO0)=-1=f"(0).

Vsimnéte si, ze vSechny derivace lichého fadu jsou v bodé zy = 0 rovny 0, a tedy liché mocniny z
se ve vyslednych polynomech nebudou vyskytovat.


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/tayloruv_polynom_sinus.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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Piislusné Taylorovy polynomy T,,(z) stuptitt n = 0, 1,2, 3,4, 5,6 jsou tedy
Ti(z) = To(x) + f1(0) x =1,

"(0 1
T2($):T1(l')+f2( )ZL'221—§.T2,

1/10 1
T3($)2T2($)+f ()ZL'3:1 —IL‘Q,

3! 2

@(0 1 1
T4(.%') - T3(l’) + 4'( ) :LA =1- 533'2 + ﬁlAa

®)(0 1 1
T5({L')_T4({L')—|—f '()'%5:1_51.2_'_%1.4’

f(6)(0) 6 1 2 1 4 1 6
T =T, =1-= i
o(7) = To(a) + =@ 2" T T o

Aproximace funkce cosz pomoci téchto polynomi je zobrazena v pfilozeném souboru

<tayloruv_polynom kosinus.pdf>

Priklad 78. Urcete Tayloriv polynom stupné n = 0,1, 2, 3,4 se stfedem v bodé xq = 0 pro funkci
f(z) =¢e"|.

Reseni. Pro funkci f(x) = e® méame
f(@) = f(z) = f"(2) = ["(z) = [P(2) = ¢,
Hodnoty funkce a derivaci v bodé zy = 0 tedy jsou vsechny rovny e° = 1.
Piislusné Taylorovy polynomy 7T,,(z) stuptiti n = 0,1, 2, 3,4 jsou tedy
To(z) = f(0) =1,
Ti(x) =To(x) + [(0)z =1+ =,

//0 1
Tg(l'):Tl(fL‘)‘f‘fQ()ZL‘2:1+1'+§ZL‘2,
///0 1 1
Tg(x):Tg(x)+f3(‘)x3:1+x+§x2+6x3,
_ FO0) 4 Loyl 1,
Ty(x) = T3(x) + o —1+x—|—2x +6x +24x.

Aproximace funkce ¢* pomoci téchto polynomt je zobrazena v priloZzeném souboru

<tayloruv_polynom_exp.pdf>


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/tayloruv_polynom_kosinus.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/tayloruv_polynom_exp.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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Priklad 79. Urcete Tayloriv polynom stupné n = 0,1, 2, 3,4 se stfedem v bodé xq = 0 pro funkci
flz)=In(1+z)|.

Reseni. Pro funkci f(z) = In(1 + x) mame
1 -1
/ _ -1 __ " _ (_ —2 —
R e
" = (=1 (=2)(1 -3 _ = _
F@) = (D) (=) (1+2)° =
Hodnoty funkce a derivaci v bodé xy = 0 tedy jsou

f0)=0, f0)=1 f'(0)=-1, f"(0)=2, f¥0)=-6.

Piislusné Taylorovy polynomy 7T,,(z) stuptiti n = 0,1, 2, 3,4 jsou tedy
To(z) = f(0) =0,
Ti(z) =To(x) + f(0) x = =,

//0 1
Tg(x):Tl(x)+f2( )x2:x—§x2,

///0 1 1
Tg(l') = TQ(JZ‘) -+ f 3(' ) .1'3 = — 533'2 —+ gl‘B,

@0 1 1 1
T4([L‘):T3(flf)+f4'( )174:JZ—§ZL'2+3ZL'3 ZZLA

Aproximace funkce e* pomoci téchto polynomt je zobrazena v pfilozeném souboru
<tayloruv_polynom_ln.pdf>

Vidime tedy, zZe funkce f(x) je aproximovana Taylorovym polynomem. MtiZeme se ovSem ptat, jak
vypada presné vyjadieni funkce f(x) pomoci Taylorova polynomu. Potom nutné musime zahrnout
do vypoctu vyraz pro chybu aproximace — a dostaneme tzv. Tayloriv rozvoj se zbytkem.

Véta 23 (Tayloriiv rozvoj se zbytkem). Necht f(x) md spojité derivace f'(z), f"(x), ..., f™(z)
na uzavieném intervalu [a,b] a necht existuje viastni derivace f™V)(z) na otevieném intervalu (a,b).
Potom pro kazdy bod x € (a,b) existuje bod ¢ € (a,z) tak, Ze plati rovnost

(n+1) (¢
SV &

kde T,,(x) je Tayloriv polynom stupné n funkce f(x) se stiedem v bodé a.

f(z) =T,(z) + Ru(x) |, kde R,(x) =

Diikaz. Toto dilezité tvrzeni je dusledkem Rolleovy véty o stfedni hodnoté (Véta 13). Podrobnosti
jsou ve sktiptech prof. Slovaka. U

Vyraz R, (z) ve vzorci (36) se nazyva Tayloruv zbytek (se stfedem v bodé zy) a vyjadiuje chybu
aproximace Taylorovym polynomem 7,,(z). O odhadu velikosti R, (x) (a tudiz velikosti chyby apro-
ximace Taylorovym polynomem) je celd matematické teorie.



https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/tayloruv_polynom_ln.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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Piiklad 80. Pro funkci f(z) = e* a Taylortv polynom 7,,(z) se stiedem v bodé 0 (viz Piiklad 78)
je ztejmé pro libovolné x € R

eC

Rn(l') = m l'nJrl, kde ¢ lezi mezi 0 a x.

Vsimnéte si, ze pro x > 0 je vzdy e < e® (nebot ¢ € (0,z) a exponencidlni funkce je rostouci), a
tedy plati odhad

xT

e
R,(r) < ——— 2", > 0,
(v) < (n+ 1)! v .
zatimco pro z < 0 je vzdy e“ < 1 (nebof v tomto ptipadé je ¢ € (x,0)), a tedy plati odhad
Ru(z) < ———— |z, < 0.
@) < oyl

V obou dvou piipadech (jak pro x > 0 tak pro z < 0) ale vidime, Ze pro pevné zvolené = se bude s
rostoucim n vyraz R, (x) blizit k nule, protoze lze ukazat, Ze pro libovolné x € R je

l,n—i—l

lim ——— = 0.
nmoo (n + 1))

O

Poznamka 18. S rostoucim n se stupen Taylorova polynomu zvysuje, az se pro n — oo dostavame
v polynomu 7),(x) k souc¢tu nekoneéné mnoha ¢lentt — tzv. nekoneéné fadé. Vice o tomto tématu
probereme v odstavci 4.5. O

Priklad 81. Odhadnéte chybu v bodé 2 = 7 Taylorova polynomu stupné n = 6 funkce f(r) = cosx
se stredem v bodé xy = 0.

Reseni. 7 Piikladu 77 vime, Ze piislusny Taylorfiv polynom je
1 1 1

T —1-= 2 o4 - 6

() 2" T Tt

piicemz f©)(z) = — cos x.
Pro zbytek Rg(z) pak podle vzorce (36) plati, ze

() i
_ f(c) 7 - sine .
7! 7!
kde ¢islo ¢ lezi mezi 0 a x. A protoze pro libovolné ¢ € R plati |sin¢| < 1, potom pro z =

T 1 /=n 7
— < — | = ~ (. .
’R6(4)' <5 (4) 0.0000366

Rﬁ (l‘)

™

71 mame
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3. INTEGRALNI POCET

Integralni pocet se zabyva studiem funkci a jejich aplikaci, pokud zndme hodnotu derivace.

3.1. Primitivni funkce. Zakladni otdzkou tohoto odtavce je nasledujici: Zndme-li funkci f(z), jak
lze najit (pokud viibec existuje) funkeci F'(x) tak, ze F'(x) = f(x)?

Piiklad 82. Pro jakou funkci F'(x) plati, ze | F'(x) = f(z) |, kde
() f@) =2  (b) flz)=cost

Resent.
(@ 3 y
%—7?, nebot F’(:p):%—k():ﬁ:f(ff)a
¢i nejobecnéji
F(z)= %3 + C, kde C je libovolna konstanta.

(b)
F(x) =sinz, sinz+1, sinz—m, nebot F'(z)=cosxz+0=-cosz= f(z),
¢i nejobecnéji

F(z) =sinxz +C, kde C je libovolna konstanta.

Definice 16 (Primitivni funkce). Nechtf f(x) a F'(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(z) je primitivni k funkei f(z) na intervalu I, pokud

F'(z) = f(z) pro vSechna z € I. (37)
U

Piiklad 83. Z pravidel pro derivovani elementarnich funkei (odstavec 2.9) snadno dostavame nasle-
dujici.

(a) Funkce “;:11 je primitivni k funkci 2" na R.

(b) Funkce Inz je primitivni k funkei + na (—oco,0) a na (0, 00).
(c) Funkce arctgx je primitivni k funkci -5 na R.

(d) Funkce arcsin z je primitivni k funkci ﬁ na (—1,1).

(e) Funkce C' (konstantni funkce) je primitivni k funkci 0 na R.

Kdy k dané funkci f(z) existuje primitivni funkce F'(x)? Ne vzdy!
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Véta 24 (O existenci primitivni funkce). Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, potom k ni
existuje na tomto intervalu funkce primitivni.

Diikaz. Uvedeme pozdéji, viz Poznamka 28(ii) v odstavci 3.4. O

Poznamka 19.

(i) Véta 24 udava postacujici podminku pro existenci primitivni funkce. Spojitost neni nutnou
podminkou pro existenci primitivni funkce. Napt. funkce

) = {2xsin%—cos%, pro x # 0,

0, pro x =0,
neni spojita v bodé = = 0, protoze

1 1
lim f(z) = lim <2x sin — — cos — ) neexistuje.

z—0 z—0 xX T
—_—— =
—0 neexistuje
Na druhé strané, funkce
22?sin L, pro x # 0,
F(z) = { 0, pro z = 0, (38)

je primitivni k f(z) na celém R, nebot pro = # 0 je
1 1 1 1 1
F'(x) = 2xsin — + 2% cos — . (— —2) = 2rsin — — cos — = f(x),
x x x x x
aproz =0 je
F(z) — F(0 ?sin < 1
F0) = tim D = FO) TS psinE — 0= (0).

x—0 X — O x—0 X r—0 x

(ii) Je-li F'(x) primitivni k funkci f(z) na intervalu I, potom je F'(x) + C' také primitivni k f(z)
na intervalu I pro libovolnou konstantu C' € R.

(iii) Jsou-li F'(x) a G(x) primitivni k funkci f(x) na I, potom existuje konstanta C' € R tak, ze
F(z) = G(z) + C pro vSechna x € I (tedy funkce F'(x) a G(x) se lisi o konstantu na celém
intervalu I).

(iv) Disledkem ¢ésti (ii) a (iii) je, Ze je-li F'(x) primitivni k f(z) na intervalu I, potom
{F(z)+C, C eR}

je mnozina vSech primitivnich fuknkei k f(z) na intervalu /. Tuto mnozinu budeme nazyvat
neurcity integral.

OJ

Piiklad 84. Protoze maji funkce F/(z) = arctgz a G(x) = — arccotg x stejnou derivaci f(z) = 15
(viz Tvrzeni 4), musi se tyto funkce ligit o konstantu, tj.

arctgx = — arccotgx + C' Vzr € R.

Konstantu C' mzeme urc¢it napt. z hodnot téchto funkci v bodé x = 0,

T 7r
arctg 0 = 0, arccotg 0 = > = C= >
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neboli plati
arctg x 4 arccotgx = g, Vr € R.

Definice 17 (Neurcity integral). Mnozina vSech primitivnich funkei k funkei f(z) na intervalu
I se nazyva neur¢ity integral z funkce f(x) na intervalu I. Tuto mnozinu budeme znacit (zkracené)
jako

/f(x)d:c ={F(z)+C, CeR} =F(z)+C,

tedy symbol mnoziny { } budeme (kvuli stru¢nosti) vynechéavat. O

Piiklad 85. Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci (odstavec 2.9, viz také Priklad 83)
snadno dostavame nasledujici.
n+1
/ﬂM:x + C,

/Sinxdx = —cosx + C,

/cosxdm =sginx + C,

/exdx:ex—l—C,

Jro e
/ dr =1In|z| + C, (39)
1

/1+ 5 dr = arctgr + C,

1
\/7@ dx = arcsin z + C,
f'(x)

=In|f(z)| + C.

Ve vzorci (39) si vSimnéte, Ze na pravé strané je v logaritmu absolutni hodnota, nebot pro z > 0
e (Inz) =21 aproz<0je[In(—z) ==L (-1) =1 =

Konec 5. pfednasky (19.3.2007)




3.2. Zakladni integracni metody.

Véta 25 (Pravidla pro neurdity integral).
(i) Pravidlo konstantniho ndsobku:

/c. F (@) do = c/f(:zc) da.

Neboli, je-li F(x) primitivnd k f(x), potom je c. F(x) primitivni k c. f(x).

(ii) Pravidlo souctu a rozdilu:

/ [f(2) £ g(x)] dz = /f(x) dx + /g(x) dx.
Neboli, je-li F(x) primitivnd k f(z) a je-li G(x) primitivni k g(z), potom je F(z) £ G(x)
primitioni k f(z) £ g(x).

Diikaz. Obé pravidla jsou jednoduchym disledkem piislusného pravidla pro derivace (viz Véta 10):
lc. F(z)] =c.F'(z) =c. f(x)
[F(2) £ G(2)] = F'(x) £ G'(z) = f(x) £ g(2).

Priklad 86.

(a)

4
/(x3—3:c2+5)dx %—x3+5x+0,

(b)

I B
-5 +2=+C,
2 7
3

8

[ (o dvas)are [ s

-

/ 2 + o d 2 1 +5 tgx + C
€Tr = arcsin xr arc T
V1 — 22 2241 & ’

—2 arccosx — b arccotgx + C.
O

Dalsi integracni pravidlo umopznuje integrovat souciny funkci, pficemz integral z daného soucinu
se vhodné ptevede na integrél z , jednodussiho“ soucinu (viz ptiklady déle).

Véta 26 (Metoda per-partes pro neurcity integral). Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci
na intervalu I. Potom plati
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Diikaz. Tato metoda je jednoduchym disledkem pravidla pro derivaci soucinu (viz Véta 10(iii)) a
pravidla pro integral souc¢tu (viz Véta 25(ii)):

[wv] =v'v+ud, = /[uv]’ = /(u'v +uv) = wv+C= /u'v - /uv’.

O
Prislusné vypocty pro metodu per partes budeme stejné jako u typu limity psat ve vypoctu
mezi dvé svislé Cary, viz nasledujici ptiklad.

Priklad 87.

(a)

u = cosx

u=sinx
V=2

v =1

/x cosx dx =x sinx—/sinxdw

:xsinx—(—cosx)—FC':‘ xsinx—l—cosx—k@‘.
(b)

_ _2 | g >
v u/ ? e [ @
v=Inx v == 2 2 x
2 2 2

:%lnx—/idx: %lnx———i—C’

/
u =1 u==x
Inzder= [ 1.lnzdx ;1
=Inx V==
X
1
=aghhe— |z —de=xlnx — ld:p:‘xlnx—x—i—C"
T
(d)
/ x xT
) u =e u=ce
e’ sinxdx . ,
v=sinz v = cosz
—_—
oznacme jako [
/! xT xT
) u =e u=ce
=e"sinz — [ e* cosxdx
V= COST

v =—sinx
=e” sinx — {em cosx — /ex (—sinx) d:p}

=e¥sinz —e* cosx — /e“ sin x dx

|

=1
Tedy pro neznamy integral I dostavame rovnici
I =¢"(sine —cosz) —I = 2] =¢"(sinx — cosx)

= I= iex (sinz — cosx),
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a proto je

1
/e:D sinz dr = ie“ (sinz —cosx) + C|.

Ve vsech prikladech ovéite, ze zpétnym derivovanim vysledku dostanete prislusnou funkci v inte-
gralu. U

Poznamka 20.
(i) Metoda per-partes vede k cili zejména pro integrély typu

/x" e’ dx, /x" cos(ax) dx, /x" sin(az) dz,
/x" arctg(az) dx, /x" arccotg(ax) dz, /x“ In" z dz.

(ii) Metoda per-partes vede nékdy na rovnici pro neznamy integral (viz Pfiklad 87(d)), napft.

/eax cos(bx) dz, /e“m sin(bx) dx.

(iii) Metoda per-partes vede nékdy na rekurentni formuli pro nezndmy integral (viz nésledujici
Priklad 88).

OJ

Priklad 88. Urcete )
K = | ——— dx.
(@) /(902+1)” *

Reseni. Ziejmé je
Ko(o) = [ 1d0 [+,
1
Ki(o) = [ 7y do = [axctgz £ O],

Nezndmy integral K,, (pro n > 2) vypocitdme metodou per-partes:

K,(x) = / 1. (2 4+ 1) "dx

u =1 u=ux
v=(22+1)" v =-n@®>+1)" ! 22

=r(2*+1)" - /x (=n) (@* + 1)t 2wdx

2
xr xXr
=42 —d
e e
x 224+1-1
S ¥
(x2+1)n+ n/(172_+_1)n+1 x
T 1 1
=~ 19 — d
@i n/((x2+1)n (x2+1)n+1) ’

- m +2n[Kn(2) — Kpta(2)] = +2n K, (x) — 2n K, 11(2).

x
@+ 1)
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Tedy plati vztah

2n K, 11(z) = ﬁ +(2n—1)K,(z) = | Kp(x)= L ‘ - 2n—1 K ().

Napi. volbou n = 1 vypocitame integral Ky(z):

1 1 oz 1 1 1
e dr=F(@) ==t = Ky(2) =] = - = arctgz + C|.
/@ﬁ+n2x 2() =5 oty Ml = g g g et

O

Dalsi dvé integra¢ni metody (Véta 27 a Véta 28) jsou zalozeny na pravidle pro derivovani slozené
funkce (Véta 11).

Véta 27 (Substituce pro neurcity integral). Necht je funkce f(t) definovand na intervalu I a
necht p(x) je definovand na intervalu J a p(J) C 1. Je-li funkce F(t) primitivni k funkci f(t) na
intervalu I, potom je funkce (F o p)(x) primitivni k funkci [(f o v)(x)]. ¢/ (x) na intervalu J, tj.

/f@@ cm—/f {:ﬂw:F@@w.

Neboli v daneém integralu volime substitucs |t

Diikaz. Tato metoda je jednoduchym disledkem pravidla pro derivaci slozené funkce (viz Véta 11):

F(o@)] = F'(o(@) . (2) = fp(@) . ¢'a) = / (@) do = / Fo(@) . ¢'(@) de.

= w»

O
Substitu¢ni metodu budeme opét zapisovat do naseho vypoctu mezi dvé svislé cary.
Priklad 89.
(a)
2z t=a22+1 1 L, tt 1 1
/(x2+1)2dx ' dt = 2x dx ‘_/t_Zdt_/t dt__—l__f—FC_ _x2—|—1+0
(b)
2 3 t=a’ _1 _1. (L
/x cosx” dx ' dt = 322de | = 3 costdt = 3 sint + C = 3 sinx® 4+ C'|.
O

Poznamka 21.

(i) Ve vypoctu pomoci substituéni metody se pouziva vzorecek pro diferencidl (viz Definice 14),
neboli

t=p(x) = |dt=¢(z)dr|.
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(ii) Substituce uvedena ve Vété 27 je tedy tvaru
, e, , i
,nova proménnd“ t = funkce ,staré proménné“ x.
Integral po substituci jiz nesmi obsahovat ,starou proménnou“ x a musi jiz byt zapsan pouze

pomoci ,nové proménné® t.

(iii) Pokud bychom jako ,novou proménnou* zvolili jiné pismenko, napt. s = ¢(z), potom je
samoziejme ds = ¢'(x) dz a novy integral bude v proménné s.

O
Druhéa substitu¢ni metoda je opét diisledkem pravidla o derivaci soucinu.

Véta 28 (Substituce pro neurdity integral). Necht je funkce f(x) definovand na intervalu I a
necht ¥ (t) md nenulovou derivaci na intervalu J a (J) = 1. Je-li funkce F(t) primitioni k funkci
[(fo)(t)]. ' (t) na intervalu J, potom je funkce (F o=1)(x) primitivni k funkci f(x) na intervalu
I, 4.

/ f(z) dz = / FW) e di= | =Ft) = F\(@)].

Neboli v daném integrdlu volime substituci|x = (t)|, tj. t = Y~ (z) (inverzni funkce).

Poznamka 22.

(i) Taktéz ve vypoctu pomoci druhé substituéni metody se pouziva vzorecek pro diferencial (viz
Definice 14), neboli

r=1(t) = |de=1'(t)dt|.

(ii) Substituce uvedena ve Vété 28 je tedy tvaru
ystard proménna“ xr = funkce ,nové proménné“ t.
Integral po substituci jiz nesmi obsahovat ,starou proménnou“ x a musi jiz byt zapsan pouze

pomoci ,,nové proménné“ t.

(iii) Pokud bychom jako ,novou proménnou“ zvolili jiné pismenko, napf. x = v (u), potom je
samoziejme dxr = 1)’ (u) du a novy integral bude v proménné u.

(iv) U druhé substituéni metody (tj. ve Vété 28) je nutné davat pozor na interval, kde ¢/ (t) # 0.
Tato podminka zaruc¢uje monotonii funkce v(t) a tedy existenci inverzni funkce 1~ (x).

0
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Priklad 90.
/ V1—a22dx

v =sint ’ /\/1—sm costdt

dx = (cost) dt
=cost
1 2t 1 1
= [ cos’tdt = LS()dt: — + — cos(2t) | dt
2 2 2
t 1 sin(2¢ t 1
:§+§ smé )+C’:§—|—§(Sint)(cost)+0
t 1
3 ismt \/1—sm +C }t:arcsinx ’

1 1
= 3 arcsinx+§x\/1—x2+0 }

Ovérte si derivovanim vysledku, Ze je tento vypocet skutec¢né spravneé. O]

3.3. Integrovani racionalnich lomenych funkci. Je-li R(z) = ggz; = gggﬁgi

funkce (viz odstavec 1.6), provedeme nejprve déleni, abychom dostali ryze raciondlni lomenou funkei.

racionalni lomena

Priklad 91.

3 4+ x? r+1
x?+1 —~— x?2+1
umime
integrovat

O

Déle ryze racionalni lomenou funkci rozlozime na parcialni zlomky, pficemz v odstaveci 1.6 jsme
vidéli, ze tyto parcialni zlomky maji jeden z nasledujicich tvarii.

e Pro redlny jednoduchy koren xy:

A A
, = / de =| Aln|x — x|

r — T r — X

e Pro redlny vicenasobny kofen xy (n > 2):

A B C
, s = prok=2,...,n
(x —x)"  (x—z) ! T —
A (2 — z9)FH A
———dr=A — ) Fdr=A = .
[ o= A et a T <
e Pro dvojici jednoduchych komplexné sdruzenych korent o £+ (i:
Bx+C / Bx+C
B = ———dx
(o= af+ 5 (o= ap+

Vyraz ve jmenovateli upravime vytykanim na tvar t* + 1, kde ¢t = 2=%. Vysledny integral je
po této substituci tvaru

Dt+ E 1 D 9




67

e Pro dvojici vicenasobnych komplexné sdruzenych kotenti o & (3i (n > 2):
Bx+C Dx+ FE Fz+G
(R e A (e e M G

Bx +C
/Kx—aV+ﬁW@x

Vyraz ve jmenovateli upravime vytykanim na tvar (¢> + 1)*, kde t = % Vysledny integral
je po této substituci tvaru

Ht+J t 1
S dt=H | o dt+J [ o dt
/(t2+1)k /(t2+1)k - /(t2+1)k ’

pficemz prvni z uvedenych integraltt vypocteme substituci s = 2 + 1 (potom ds = 2t dt) a
druhy z uvedenych integréli je integral K, (z) z Piikladu 88 (pfesnéji v tomto pripadé Ky(t)),
ktery vede na rekurentni formuli.

= prok=2,...,n:

Priklad 92. Vypoctéte

xX.

/ 23 +622+5
(x +1)2(x244)

Reseni. Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime

2 +6x2+5 A B Cx+D

Gt 122 +4) @+1)? 2+l 214

Odsud plyne, ze A =2, B=—-1,C =2, D =1 atedy je
3 +6x2+5 2 1 2z + 1
dr = — + dx
(x 4+ 1)2 (22 +4) (x+1)2 x+1 2244
-2 2x 1
=— —1 1 d —d
i1 bles |+/x2—|—4 x+/x2+4 *

—2 1
=731 —ln\x+1\+ln(x2+4)+§ arctgg—i—C ,

pficemz predposledni integral jsme spodcitali pomoci substituce ¢t = x* + 4 (tj. dt = 2z dx) a posledni
integral pomoci substituce ¢t = 3 (tj. dt = %dx) O

Mno dalsich typta integrali vede pres vhodné substituce na integraly z racionalnich lomenych
funkci, nékteré ukazky jsou ve skriptech prof. Slovaka.

Poznamka 23. Nékdy ani nelze dany integral viibec spodcitat (tj. vyjadiit pomoci elementarnich
funkei), napf.

/sm:p dx, /COS:E dx, /i dx, /sin(x2) dz, /cos(x2) dx, /e_ dx, /er dx.
T T Inz T

Z véty o existenci primitivni funkce (Véta 24) ale vime, Ze k uvedenym funkcim existuje primitivni
funkce, protoze tyto funkce jsou spojité. Tyto primitivni funkce se pak nazyvaji vyssi funkce (jsou
nevyjadritelné pomoci elementarnich funkei).
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Pozn.: Pozor ale na

1
/ iy . ln z+C, (neni to vyssi funkce)!

3.4. Riemannuv integral. V tomto odstavci budou uvazované funkce vzdy ohranicené.

Zakladni otazka tohoto odstavce zni: Jaka je plocha mezi f(x) a osou = (na intervalu [a, b])?

Priklad 93.

(a) f(z) =2 proz € [—~1,1] (viz obr.), [P = 4],

(b) f(z) =k pro = € [a,b] (viz obr.), | P =k(b—a)|

Il
DO |
N
Do

I

(c) f(z) = pro z € [0,4] (viz obr.), P

(d) f(z) =z pro x € [2,4] (viz obr.), P = %42—%22:8—2:@.

(e) f(z) =z pro z € [a,b] (viz obr.), | P = 1b% — $d?|

N[N

(f) f(z) =v1—2a2proze[-1,1] (vizobr.), P=$71*=

(g) f(z) = =2z +1prox € [1,2] (viz obr.), P =1-2.3—-1.2.1 =2 Ale protoze je plocha
pod osou z, klademe .

(h) f(z) = 23 pro x € [—1,1] (viz obr.), plocha je stejnd nad i pod osou z, a proto klademe
P=0]

[\

0

Tato ,orientovana plocha® se nazyva urcity integral (téz Riemanntiv integral) z funkce f(z) pfes

interval [a, b] a zna¢ime ji

’ Fx) de = orientovana plocha mezi grafem
~ funkce f(z) a osou x '

Priklad 94. Tedy vypocty uvedené v Prikladu 93 miizeme alternativné zapsat nasledovné:

(a) | [}, 2de = 4

(b) | fy kde = k(b —a)|

(c) f04:pdx:8,

@) | [ xdx =6
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(e) ffxdx:le a?|,

_1
2 2

() | [1, VI —a2de =T,

(&) [ J1 (=22 + 1) dw = -2}

(h) | [! 23 dz =0]|

OJ

Skutecnou plochu mezi f(x) a osou x odhadneme pomoci ,vepsanych“ a ,opsanych“ obdélniki
(viz obr.), ¢imz dostaneme dolni odhad s(D, f) pro skute¢nou plochu a horni odhad S(D, f) pro
skutecnou plochu.

Definice 18 (Déleni intervalu). Necht a,b € R, a < b. Délenim intervalu [a, b] je kone¢nd mnozina
bodt D C [a,b] s vlastnosti a,b € D. Tedy

D ={x¢,21,...,2,}, kde x9p=a, z,=0.

Body g, x1, ..., 2, se nazyvaji délici body a interval [z;_1, zx] se nazyva délici (pod)interval.

Délka nejvétsiho déliciho podintervalu je pak norma déleni D, tj. je to ¢islo

n(D) := kg}axn{xk — Tg_1}- (40)

.....

Mnozinu vSech déléni intervalu [a, b] oznac¢ujeme jako D[a, b ¢i jenom jako D. O

Pro ohrani¢enou funkci f(z) na [a,b] a déleni D intervalu [a, b] zavedme oznaceni
my, := inf {f(:p), x € [xp_q, xk]}, (viz obr.)
M, := sup {f(l")a LS [xkflaxk]}a (viz obr.)

s(D, f) := Z my (T, — Tp_1), dolni soucet funkce f(z) pfi déleni D,
k=1

S(D, f):= Z My, (g — Tp-1), horni soucet funkce f(x) pii déleni D.
k=1

Tvrzeni 5. Necht ¢ < f(x) < d pro kazdé x € [a,b]. Potom pro kaZdd dvé déleni Dy, Dy € Dla, b
platt

C(b_a) < S(Dlaf) < S(D27f) < d(b_a)a
t3. dolni soucet libovolného déleni je nejvyse roven hornimu souctu libovolného délent, pricemz vsechny
dolni soucty jsou zdola ohraniceny cislem ¢ (b—a) a vSechny horni soucty jsou shora ohraniceny cislem

d(b—a) (viz obr.).

Pfi vzrustajicim poétu délicich bodt z v déleni Dy, D se bude dolni soucet s(Dy, f) zvétSovat a
zéroven horni soucet S(Ds, f) zmensSovat.
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Definice 19 (Dolni a horni integral). Cislo

b
/ f=sup{s(D, f), D €D}

nazyvame dolnim (Riemannovym) integralem z funkce f(z) na intervalu [a, b].

Cislo
— b

/ f=if{S(D, f), D €D}

nazyvame hornim (Riemannovym) integrélem z funkce f(z) na intervalu [a, b]. 0

ZZstbf.

Navic, pokud je ¢ < f(x) < d na intervalu [a, b], potom podle Tvrzeni 5 je

c(b—a) /f</f<d _a). (41)

Soucasné vime, ze vzdy je

Konec 6. prednasky (26.3.2007) |

Definice 20 (Uréity (Riemanniiv) integral). Je-li

ZZszbf,

potom Fikame, ze funkce f(z) je integrovatelnd (v Riemannové smyslu) na [a, b] a toto spoleéné ¢islo

znadime -
[o=Lo-]

Mnozinu vSech (Riemannovsky) integrovatelnych funkei na intervalu [a, b] znacime jako R|a, b].

lzf<7abf,

potom fikdme, Ze funkce f(z) neni integrovatelnd na [a, b]. O

Je-1i

Riemanntv integral pies interval [a, b] je tedy ¢islo. Zapis pro Riemanntv integral budeme pouzivat
také ve tvaru s integracni proménnou, napf.

b b
/ [(x) dz, / f(t)dt, a podobné.

Priklad 95.
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(a) Pro konstantni funkci f(x) = ¢ mame my = M}, = ¢ pro vSechny k a tedy je

s(D,f)y=c(b—a), S(D,f)=c(b—a) (viz obr.), vDeD, =

/k::sup{c(b—a)}:c(b—a), /k::inf{c(b—a)}:c(b—a) =

b b — 0
c € Rla,b]| a plati /c:/ k::/ kE=|cb—a)l.
Viz Priklad 94(b).

(b) Dirichletova funkce y [chi]

1, pro z € QN [a, bl
x(7) =
0, prozeln]a,b,
Potom my; = 0 a M} =1 pro vSechna k a tedy je
s(D,x) =0, S(D,x)=b—a (vizobr.), VDeD, =

b

/ x = sup{s(D, x)} = sup{0} =0, 7 k=inf{S(D,x)} =inf{b—a}=b—a =

a

b — b
/ X < / x atedy |x¢Rla,b]| (x neniintegrovatelnd).

OJ

Jak ale obecné urCime, zda je dana funkce integrovatelnd (a pak jakou hodnotu mé jeji urcity
integral) ¢i nikoliv?

Nulovéa posloupnost déleni D, € D je takova posloupnost déleni, ktera spliiuje |n(Dy) — 0| pro

k — oo, neboli norma déleni (viz vzorec (40)) jde k nule.

Véta 29. Necht je funkce f(x) ohranicend na intervalu [a,b]. Potom pro libovolnou nulovou posloup-
nost déleni Dy, € D plati, Ze

b — b
S(Du. f) — / 5. S(Def) — / ok oo

Je-li navic f(x) integrovatelnd na [a,b], potom dolni soucty s(Dyg, f) i horni soucty S(Dy, f) konver-
gugi (ve smyslu existence vlastni limity) k ¢islu fab f.

Z Véty 29 vyplyva, ze pokud vime, Ze je f(x) integrovatelné na [a, b], potom lze fab f urcit limitnim
prechodem pomoci libovolné nulové posloupnosti déleni intervalu [a, b].

Priklad 96. Vime-li, Ze je funkce f(z) = z*? integrovatelnd na intervalu [0,1] (viz napf. Véta 30
uvedend nize), potom urcete fol 2 dx.

Reseni. Pfipomenme si vzorec

—-1)(2n—-1
12+22+32+---+n2:2k2:n(n ) (2n ) (42)




72

Rozdélime interval [0, 1] na n stejnych délicich intervalt délky % Potom jsou délici body z; =
pro k = 0,1,...,n (viz obr.) a norma takového déleni je pravé ¢islo % Tedy jednéa se o nulovo
posloupnost déleni.

k
n
u

Navic, protoze je funkce 22 rostouci, je jeji infimum na k-tém délicim intervalu dosaZeno v levém

krajnim bodé&. Tedy plati, Ze pro libovolné k = 1,2,...,n je my = 27 _, = (1:21)2, a proto

:inz_lkg (42) s n-1 1 (n-1)(n—2)(2n—3) _)g:}
n3k71 n? 6 6 '

1
1
/ 22dr = =|.
0 3

A proto je

Zéasadni otazku, které funkce jsou vlastné (Riemannovsky) integrovatelné, zodpovida néasledujici
tvrzeni.

Véta 30.

(i) KaZda spojitd funkce na intervalu |a,b] je zde také integrovatelnd, neboli

Cla,b] € Rla,b]].

(il) KaZdd monotonni funkce na intervalu [a,b] je zde také integrovatelnd.

Poznamka 24. Riemannuv integral (tj. vlastné orientovana plocha) se zfejmé nezméni, pokud je
integrovatelnd funkce f(x) nespojitd ¢ neni definovidna v koneéné mnoha bodech (¢i obecnéji na
mnoziné ,miry nula®), viz obr. Timto dostavame urcity integrél pies otevieny nebo polouzavieny
interval. Zejména pro (ohrani¢ené) intervaly vSech typt (a,b), (a,b] i [a,b) je pFislusny urcity integral
pres tento interval roven jiz dfive definovanému ¢islu fab f, tj. Riemannové integralu pres uzavieny
interval [a, b]. O

Piiklad 97. Pro nespojitou funkci sgnx (viz Piiklad 17(a)) plati (viz obr.)

3
/ sgnzdr =3+ (—2) =[1].
-2

Obdobné lze ukazat (rozvazte si to), ze pro a < 0 < b je

b
/ sgnrdr =a+b.
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3.5. Vlastnosti Riemannova integralu. V tomto odstavci odvodime zakladni vlastnosti Rieman-
nova integralu. Stale méjte na paméti, ze se vlastné jednd o ,orientovanou plochu“ mezi grafem
funkce a osou z.

Véta 31. Je-li funkce f(x) integrovatelnd a ohranicend na intervalu [a,b], tj. ¢ < f(x) < d pro
vSechna x € [a,b], potom

b
c(b—a) S/ f<d(-a),
(viz obr.).

Diikaz. Toto tvrzeni je bezprostiednim dusledkem nerovnosti (41), nebot nyni predpokladédme, Ze je
funkce f(z) integrovatelna. O

Duisledek 7. Je-li f € Rla,b], potom plati

b
f(z) >0 nalab] = / f=>0,

(tj. orientovand plocha pod nezdpornou
funkci je nezapornad),

/abf'gc(b—a).

Véta 32 (Pravidla pro urcity integral). Necht f,g € Rla,b] (f(x) a g(x) jsou integrovatelné) a
c € R je konstanta.
(i) Pravidlo konstantniho ndsobku: c¢. f € Rla,b] a plati

/QCf x—c/f

(il) Pravidlo souctu a rozdilu: f + g € Rla,b] a plati

/ab [f(x)ig(x)] da::/abf(x)dx + /abg(x)dx.

(iii) Pravidlo monotonie: je-li f(z) < g(x) na [a,b], potom

IS

(iv) Pravidlo absolutni hodnoty: |f| € Rla,b] a plati

[r]< [

(vi) Pravidlo podilu: je-li g(x) > ¢ na intervalu [a,b] pro néjaké ¢ > 0, potom je 5 € Rla,b).

’f(:c)’ <c¢ nala,b]

(v) Pravidlo soucinu: f.g € Rla,b].

(vii) Pravidlo ndvaznosti: je-li a < ¢ < b, potom je f € Rla,c], f € R|e,b] a plati (viz obr.)

/ /f+/f
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Poznamka 25. Vsimnéte si, Ze pravidla (i) a (ii) vlastné fikaji, ze operace ,urcity integral® je
linearni. Tj. zobrazeni

I:Rla,b] — R, /f
je linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory R[a,b] a R (viz MB101). O
Poznamka 26.
(i) V pravidle soucinu (Véta 32(v)) pro urcity integral je zfejmé (obecné)

/f (L) ([0)

(ii) V pravidle podilu (Véta 32(vi)) nestaci, aby g(x) > 0 na intervalu [a, b], tj. je nutné, aby byla
funkce ve jmenovateli ,odrazena od 0¢. Napft. pro funkce

f(z):=1 nal0,1], g(x) == { 1, pro x = 0,

x, prozx € (0,1],
plati, ze f € R[0,1], g € R0, 1], protoze folf =1a folg = 1. Déle je g(z) > 0 na celém
intervalu [0, 1], ale funkce

1 pro x € (0,1],

x’

i(x):{l’ pro z = 0,

neni integrovatelna na intervalu [0, 1], protoze

1 f 1 1
/ == / —dz = o0, (viz odstavec 3.10).

Funkei g(z) nelze ,,odrazit od 0“, protoze se k nule blizi (a tedy je funkce ( ) neohranicend).

(iii) Pravidlo navaznosti (Véta 32(vii)) lze jednoduse rozsifit na libovolné hodnoty a,b,c € R
(dokonce mohou byt nékteréd tato ¢isla stejnd), pokud definujeme

/ f=0, (tj. ,plocha®* pod jedingm bodem je nulova),

/ fi=- / f. (tj. zdména integracnich mezi méni znaménko urcitého integralu).

Potom podle pravidla navaznosti zifejmé plati

/abf+/baf:/aaf=o.

Priklad 98.
(a) Podle pravidla sou¢tu a podle Piikladt 96 a 94(e) je

! ! ! 1 1 [5
/0(x2+x)dx:/0 xde—l—/O del‘:§-}-§: Gl
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(b) Podle pravidla konstantniho nasobku a podle Pfikladu 96 je

1 1 1 2
/2x2dx:2/ 22dr=2--=|=|.
0 0 3 3

(c) Podle pravidla rozdilu a podle Ptikladu 96 je (viz obr.)

1 1 1 1 5
/(1—x2)dx:/ld:p—/:pzd:pzl——: —.
0 0 0 3 3

3.6. Véty o stfedni hodnoté. Stejné tak jako méa diferencidlni pocet své véty o stfedni hodnoté
(viz odstavec 2.10), jsou podobné véty dilezité i v integralnim poctu.

Zacnéme nasledujicim motiva¢nim prikladem. Pokud méame kone¢né mnoho ¢isel aq, .. ., a,, potom
jejich primérna hodnota je

a+---+a, 1

= — Qg .
n
k=1
Tedy pramérna hodnota ¢isel f(cq),..., f(ca) je pak
1 n
n Z f(cx)
k=1
Polozme si otdzku, co by se stalo, kdybychom nahradili koneéné mnoho ¢isel f(c1),..., f(cn)

nekoneéné mnoha funkénimi hodnotami f(x), tj. analyzujme limitu

lim — chk = lim bl Zf(ck)-b_a

n—oo M, n—oo — Qa 1 n
délka délicich
subintervali
= lim 5 . (Riemannﬁv soucet, ale misto my, ¢i M, je zde f(ck))
n—oo — Qa

1 b
- / 3
Definice 21 (Prumér funkce). Necht f € R[a,b]. Potom ¢islo

av(f) = aviay (f

nazyvame prumérnou hodnotou (téz stfedni hodnotou) funkce f x) na intervalu [a, b]. Oznaceni je z
angli¢tiny ,average value“. 0

Priklad 99.
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(a) Pro funkci f(z) = ¢ na intervalu [a, b] plati

I 1
cw(f):b_a/ cdx:m-c(b—a):,

tj. primérna hodnota konstantni funkce je samoziejmé tataz konstanta.

(b) Pro funkci f(x) = 2 na intervalu [a, b] plati (viz Piiklad 94(e))

1 b 1 b —a? b+a
— d = . == .
av(f) b—a/axx b—a 2 2

(c) Pro funkci f(z) = 2 na intervalu [0, 1] plati

I 1
a’U(f):fO ; Z'de:.

V dalSim textu oznac¢me

m:=inf {f(z), z € [a,b]}, M :=sup{f(z), z € [a,b]},
tj. plati pak m < f(z) < M na intervalu [a, b].

Nyni uvedeme ditilezitou vétu o stfedni hodnoté integrilniho poctu. I kdyz tato véta plyne az z
nasledujici véty, uvadime ji jako prvni, protoze bude pro nas velmi dilezita.

Véta 33 (O stfedni hodnoté integralniho poctu).
(i) Necht f € Rla,b]. Potom existuje ¢islo c € R, m < ¢ < M, takové, Ze

/ f=clb—a), t. c=av(f),

tj. plocha mezi grafem funkce f(x) a osou x je rovna obsahu obdélnika se zdkladnou [a,b] a
vyskou ¢ (viz obr.).

(il) Je-li navic funkce f(x) spojitd na [a,b], potom ezistuje bod xy € |a,b] s vlastnosti, Ze

b
fla) =c=ao(f) = ;= [

tj. spojitd funkce f(x) nabyvd svou primérnou hodnotu v intervalu [a, b).

Diikaz. Plyne z nésledujici Véty 34 volbou g(x) = 1 na [a, b]. O

Ptiklad 100. Funkce f(x) = 4 — 2? m4 na intervalu [0, 3] priimérnou hodnotu

av(f):%/03(4—$2)d:p:%(/034dx—/03x2dx) :%-(12—9):1,

(Integral f03 x? dr = 9 lze spocitat podobné jako Ptiklad 96.)

Podle Véty 33(i) tedy pro ¢islo ¢ = av(f) = 1 plati, ze

/3(4—x2)dx:c(b—a):1.3:3,
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Déle, protoze je funkce 4 — x? spojita na intervalu [0, 3], existuje podle Véty 33(ii) bod zq € [0, 3]

s vlastnosti, Ze f(zg) = 4 — 22 = 1. Zfejmé se jedna o bod zy = /3, viz obr. O

Poznamka 27. To, Ze spojita funkce nabyva svou primérnou hodnotu, je vlastnost, ktera obecné
neplati pro kone¢né mnoho hodnot. Je to velmi dulezita vlastnost! U

Piiklad 101. Pokud je funkce f(z) nespojitd na intervalu [a,b], potom svou primérnou hodnotu
nabyvat nemusi. Napf. pro funkci f(z) na intervalu [—1, 1] definovanou jako

-1, pro x € [—1,0),
flz) = { 1, pro x € [0, 1],

41y
-1

ale funkce f(x) nenabyva hodnotu 0 nikde v intervalu [—1, 1]. O

je (viz obr.)

Véta 34. Necht f,g € Rla,b] a g(x) > 0 na [a,b].
(1) Ewmistuje ¢islo c € R, m < ¢ < M, takové, Ze

/abf-QZC/abg

(i1) Je-li navic funkce f(x) spojitd na [a,b], potom existuje bod xq € [a,b] s vlastnosti, Ze f(xy) =

¢, 4. b b
/af-ng(xo)/ag-

Diikaz. (i) Protoze je m < f(x) < M a soucasné g(z) > 0 na intervalu [a, b], plati nerovnosti
m.g(x) < f(z).g(x) < M.g(x) pro z € [a, b].

Je-li f g = 0, potom z pravidla monotonie ur¢itého integralu (Véta 32(iii)) je

O—m/g</fg<M/g—0 = /fg—O

a tudiz ¢islo ¢ muzeme zvolit libovolné.

Je-li fabg > 0 (nebof g(z) > 0 na [a,b]), potom plati nerovnosti

b b b b
m/QS/f-gﬁM/ 9, = mﬁf“{'gSM,

[Pr.g
J)a

a tudiz ¢islo

C =

spliiuje tvrzeni této véty.

(ii) Je-li f(x) spojitd na [a,b], potom podle Weierstrassovy véty (Véta 6) nabyva f(x) svého
maxima (=M) a minima (=m) v intervalu [a, b]. Dale, podle Bolzanovy véty (Véta 7) nabyva f(z)
v8ech hodnot mezi m a M, a tedy nabyva i hodnotu ¢, tj. f(zo) = ¢ pro néjaky bod z¢ € [a,b]. O
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3.7. Integral jako funkce horni meze. Je-li funkce f(z) integrovatelna na [a,b], potom je podle
Véty 32(vii) také integrovatelnd na intervalu [a, z] pro kazdé = € [a, b]. Tedy predpis

Fay= [ f|= [ s

definuje funkci F'(x), kterd je fadné definovana pro vSechna = € [a, b].

F(a):/aafzo a F(b):/abf.

V tomto odstavci budeme studovat vlastnosti této funkce F'(x).

Ziejme je

Ziejmé je hodnota F'(z) obsah (orientované) plochy mezi grafem funkce f(¢) na intervalu [a, x]

(viz obr.).

Piiklad 102. Pro (nespojitou) funkei

|5, proze]0,1
J(z) = { 10, proz € [1,2

)7
)
je (viz obr.) ]

5, ro x € [0, 1],
F(x) ::{ p [1 ]

1
10z =5, proxz € [1,2

O

V nésledujich dvou tvrzenich uvidime, Ze funkce F'(z) ,vylepsuje“ vlastnosti funkce f. Viz napf.
predchozi Piiklad 102, kdy z nespojité funkce f(z) dostaneme spojitou funkci F'(z).

Véta 35. Necht f € Rla,b] (tedy funkce f(x) miZe byt i nespojitda). Potom je funkce

Flz) = /:f

Diikaz. Dikaz provedeme pro ohrani¢enou funkei f(z), tj. |f(z)| < ¢ na intervalu [a, b] pro né&jaké
¢ > 0. Obecny piipad (bez predpokladu ohranicenosti funkce f(x)) lze najit v literatufe o integralnim
poctu.

spojitd na intervalu [a, b].

Necht zy € [a, ] je libovolny bod. Chceme ukazat, ze lim,_.,, F'(z) = F(x¢), neboli ze
F(z) — F(zg) = 0 pro x — .
Plati, ze (viz obr.)

s =| [ [*1[-|[1]<] [ |

Tedy je funkce F'(x) spojita v bodé xy. A protoZe byl tento bod vybran v intervalu [a, b] libovolné,
je F(x) spojita na [a, b]. O

=c |z — x| — 0.
———
—0

Dalsi otazkou je, jak rychle se méni funkce F'(z)? Takto jednuduse polozené otazka je ale jednou

vz

z nejdulezitéjsich v tomto predmétu. Odpovéd zni: Tak rychle, jaké jsou hodnoty funkce f(z).
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Véta 36. Je-li f(x) spojitda na néjakém okoli bodu xy, potom ma funkce F(x) := faz f derwaci v
bodeé xy a plati

F'(wo) = f (o).
Diikaz. Podle Poznamky 4(v) je

xo+h 0 z0-+h
_ Flzg+h)—Flzg) . [P = f2F 1 [t
/ o _ a a _ -
Pl ==, =l et g [
prumérna hodnota
= lir% ( funkce f(t) na ) = lllir% Vg wo+h] (f) = lllir% f(e),

intervalu [xg, ¢ + h]

pfi¢emz posledni rovnost plyne z véty o stfedni hodnoté integralniho poctu (f(z) je spojitd na
intervalu [zg, xo + h] pro h dostateéné malé, a tudiz nabyva v tomto intervalu svou stfedni hodnotu,
viz Véta 33(ii)), kde bod ¢ lezi mezi body x¢ a zo + h.

Vsimnéte si, ze ¢islo h ve vyse uvedené limité nemusi byt nutné kladné. Ale i pro h < 0 & pro
h = 0 jsme prislusné integraly definovali v Poznamce 26(iii).
Tedy plati, ze
ro<c<xz9g+h pro h >0,
ro+h<c<uzg pro h < 0.

Odsud ale plyne, ze jakmile h — 0, pak ¢ — z(. A protoze je funkce f(x) spojitd v bodé ¢, plati
f(c) = f(xg), neboli
F'(zo) = lim f(c) = f (o).

h—0

Disledek 8 (Fundamentalni vztah integralniho poctu). Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu
[a,b], potom md funkce F(x):= [ f spojitou derivaci F'(z) = f(x) na [a,b], tj. plati vatah

([ roa) =), (43)

Poznamka 28.
(i) Vztah (43) v sobé soustfeduje poznatky o

e derivaci — protoze tento vztah obsahuje derivaci,

e neurcitém integralu — protoze je funkce f; f(t) dt primitivni k funkei f(x),

e urcitém integralu — protoze tento vztah obsahuje urcity integral,

e spojitosti — protoZe je tento vztah zalozen na spojitosti funkce f(x).

(ii) Dusledek 8 je vlastné dikaz véty o existenci primitivni funkce (Véta 24), protoze iika nejen
to, ze primitivni funkce F'(z) ke spojité funkci na [a, b] existuje, ale dokonce udava navod,
jakym zptisobem tuto primitivni funkei zkonstruovat (pomoci uréitého integralu s proménnou
horni mezi).
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(iii) Misto f f muzeme vzit take F(x f f pro libovolné ¢ € [a,b], protoze podle pravidla
navaznosti (Véta 32(vii))

([ o ) (/f +/:f(t>dt)/=0+(/:f(t)dt),zf(x)-

konstanta
vzhledem k x

Konec 7. pfednasky (2.4.2007) |

Poznamka 29. Vztah (43) lze jednoduse pouzit pro rychy zapis primitivni funkce, napf. primitivni
funkce k funkci

(a) 2° je F(x):/oxtht, (b) 1 je F(:E):/lxldt.

x t

Tyto primitivni funkce lze ovSem vypocitat (viz nasledujici odstavec 3.8), napft.

x 3 3 3 x / 3\ /
(a)/ 2 dt — H _r 0y (/ tzdt) :<w_) _ 2
0 3], 3 3 3 0 3

"1 " 1\ 1
(b)/ ;dt: [Int], =Inz—Inl=Inz, tedy (/ ;dt) = (Inz) =
1 1

T
a ovérit tak pfimo platnost vztahu (43).

Na druhou stranu lze vztah (43) vyuzit i pro konstrukei primitivnich funkei k vy$sim funkcim (viz
Pozndmka 23), napi. primitivni funkce k funkci

() BT / UL b) cos(a?) e F(x) = /Oxcos(tQ)dt,

T

kde dané integraly vypocitat nelze.

(VysSe uvedené integraly je mozné ale vyjadiit pomoci nekonecné mocninné fady, viz déle odsta-
vec 4.5.) O

Piiklad 103. Bez vypoctu, tedy pouze na zékladé znalosti vztahu (43), miZeme proto psat napft.

T / Tt / x
</ tzsintdt> = z?sinz, </ 6—dt) ze—.
0 1t z
Protoze je | [ f = — [7 f|, pro integral jako funkeci dolni meze plati

o ([ (L) ()
([ swa) = s (14)

a tedy je




To znamena, ze

pfi derivovani intergalu podle horni meze dostaneme ptvodni funkei f(z),
zatimco pii derivovani intergélu podle dolni meze dostaneme — f ().

Priklad 104. Pro pokrocilejsi: Zkuste si rozmyslet, jak by vypadala derivace funkci

z? 1
F(z) = /1 %dt, G(z) = / arcsin t dt, H(z)

inx

Reseni. Podle pravidla pro derivovani slozené funkce (Véta 11) je

2 !
1 1 1 2
F = Zdt) == (22 = .9y ==
(x) (/ t ) = @) == 2=

1 /
G'(z) = (/ arcsintdt> = —(arcsinsin z) . (sinz)’

/
Int dt)

=T

2 / 2

H'(z) = (/ lntdt) = (/;lntdt—l—/lx

2

= / Intdt.

= —xCosx,

_ (/wllntdt),+ (/1 mtdt)/: C e+ (Ina?) . ()

=—Inz+2(lnx).20 = (42— 1) Inz.

3.8. Metody vypoctu uréitého integralu. To, Ze jsme schopni najit primitivni funkci pomoci
urc¢itého integralu, vede k jednoduché metodé vypoctu urcitého integralu pomoci libovolné primitivni

funkce k funkei f(z).

Véta 37 (Newton-Leibnitzav vzorec). Je-li f € Rla,b] a je-li F(x) libovolnd primitivni funkce

k f(z) na (a,b), pricemZ F(x) je spojitd na |a,b], potom je

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a)|.

Diikaz. Vsimnéte si, ze ve vété staci f(x) integrovatelna, nemusi byt spojitd. Dikaz ale provedeme

pouze pro spojitou funkei f(x), obecnéjsi dikaz lze najit v literatute.

Je-li f(x) spojita na [a,b], potom mé f(z) podle Véty 24 na [a,b] primitivni funkci, ozna¢me ji
F(z). Dale, protoze je podle Disledku 8 funkce [ f také primitivni k f(z) na [a, b], musi se tyto dvé
primitivni funkce navzéjem liit o konstantu, viz Poznamka 19(iii). Tedy plati, ze F(z) = fax f+c

pro kazdé x € [a, b], a proto je

== r-€)-([1+¢)-

[+
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Vypocet urcitého integralu podle Newton-Leibnitzova vzorce znac¢ime jako

/ f(2)dr = [F(x)]" = F(b) — F(a). (45)

viz také Priklad 96. ]

Véta 38 (Metoda per-partes pro urdity integral). Necht funkce u(z) a v(x) maji derivaci na
intervalu [a,b] a u',v" € Rla,b]. Potom plati

b b
/ u'(x) . v(x)de = [u(z) v(x)]z — / u(z) . v'(z) dx.
Diikaz. Podle Véty 26 je funkce
F(z) :=u(z).v(x) —/ w. v

primitivni k funkei f(z) = [4/(z).v(x)dz na intervalu [a,b]. A proto podle Newton-Leibnitzova
vzorce (45) je

Pomoci Véty 38 lze tedy pocitat dany integal metodou per-partes primo. Druhd moznost je pak
vypocitat nejprve primitivni funkci pomoci metody per-partes pro neurcity integral (Véta 26) a
potom aplikovat Newton-Leibnitziv vzorec (45).

Piiklad 106. (Srovnejte s Piikladem 87.)
(a)

T
/ T cosz dx
0

' =cosx u=sinx ) - .
, = [x smx] — sin x dx
v=2x v =1 0 0

=gmsinm—0 sinO—[—cosa:};r = [cosx]ﬂ =cosm—cosQ=—-1—-1 :.

0
=0 =0
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Véta 39 (Substituce pro uréity integral). Necht je funkce f(t) spojitd na intervalu [c,d] a necht
ma funkce p(x) integrovatelnou derivaci na intervalu [a,b] a ¢([a,b]) C [¢,d]. Potom plati

©(b)

/ fle(2)) . ¢ (x) do = F(t)dt.

v(a)

Neboli v daném integrdlu volime substituci |t = p(x)| a transformujeme nejen integral, ale i meze (v

tomtéz poradi mezi).

Pi¥iklad 107. Vypoététe

1
/ V1 —22dx.
0

Reseni. Tento ptiklad miizeme vyfesit dvéma zptisoby. Bud piimo z Newton-Leibnitzova vzorce (45)
(vypoctem primitivni funkce se substituci v neur¢itém intgralu) nebo pomoci substituce v urcitém
integralu.

1. zptsob: Z Ptikladu 90 vime, ze

1 1
/\/1—x2d:c:§ a,rcsinx+§x\/1—x2+0.

Potom je

1
1 1 1 1
/0 V1—2%2dr = (5 arcsiwnl—l—ilx/l—l?) — (5 arcsin0+50\/1—02) =
=3

NS

2. zpusob: Pfi substituci v uréitém integrélu transformujeme i meze (a jiz se pak ke ,staré“ pro-
ménné x nevracime), tj.

T =sint B
1\/1—x2dx dz = (cost) dt = E\/1—sin2t costdt
0 r=0=1t=0 o 0 —_—— N ——
r=1=1t=7% =cost do

2 21 2t 2 /1 1
= / cos*tdt = 1 cos(2t) dt = / (— + < Cos(2t)) dt
0 0 2 0 2 2

B t+1 sin(2t) %__ 7T+sin7r 0+Sin0 [
S22 2 ], \4 4 2 4 ) 4]
——

Protoze je jedna o obsah ¢tvrtkruhu s polomérem r = 1, je vysledna hodnota 7 ocekavana. [
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Priklad 108. Vypoctéte obsah kruhu s polomérem r > 0.

Reseni. Obsah kruhu vypocitame jako 2-krat obsah ptilkruhu nebo jako 4-krat obsah ¢tvrtkruhu.
Podle prvni moznosti je pak

r =rsint
r s
dx = (rcost)dt 2\/—‘
- 2 —a? = 2 24in2
P_Q/_dex xz—r:t:_% 2/_% r r2¢in“t . rcostdi
r=7r = t:% =rcost dx

us

2 21 2t /1 1
:2/ 7"2c0s2tdt:27“2/ %S()dt:%j/ <§+§COS(2t))dt

s
2

(NE]

t 1 sin(2t) 2 T sinmw 7 sin(—m)
=272 24 2. —92,2 L _( - Z
7"{2+2 2 }o 7"{(44—\4/) ( 4+\ 4
=0 =0
:2r2<%+§): T

3.9. Aplikace urcitého integralu. Vime, Ze urcity integral f; f byl zkonstruovan jako orientovana
plocha mezi grafem funkce f(z) a osou x na intervalu [a, b]. Tato orientovand plocha je zfejmé rovna
skutecné plose, pokud je f(x) > 0 na [a, b].

e Plocha mezi dvéma grafy. Pokud néas zajima velikost plochy mezi grafy funkci f(x) a g(z), viz
obr., uréime ji pomoci vepsanych a opsanych obdélniki (stejné jako pii konstrukci Riemannova
integrélu v odstavci 3.4), avSak nyni bude obsah kazdého takového obdélnika tvaru

[f(ck) = glew)] (xx — wx-1),  Riemannitv soucet je pak Y [f(cx) — g(cw)] (wr — 5-1).
k=1
Tyto tvahy vedou k odvozeni nasledujiciho vzorce.

Tvrzeni 6 (Plocha mezi grafy). Necht f,g € Rla,b] a f(x) > g(x) na [a,b]. Potom md plocha
mezi grafy téchto funkci na intervalu |a,b] velikost

b b
P :/ [f(z) — g(z)] dz :/ [ horni funkce — dolni funkce | dz.

V tomto ptipadé je zfejmé vzdy P > 0!

P¥iklad 109. Urcéete plochu mezi grafy funkci y =1 — 22 a y = —3.

Reseni. Oba grafy se protinaji v bodech = —2 a x = 2, pfi¢emz funkce y = 1 — 22 je horni funkce
na intervalu [—2,2] (viz obr.). A proto je hledand plocha
3

p:/_2[<1—x2>—<—3>]dx=/2<4‘””2’d9”: [4"’”‘%}22

2 -2

8 -8 16 32
(-3)-(-5-%) =515
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Piiklad 110. Urcete plochu mezi grafy funkei y = sinz a y = 2sinx na intervalu [, 27].

Reseni. Oba grafy se protinaji v bodech z = 7 a x = 27, pii¢emz funkce y = sinz je horni funkce
na tomto intervalu (viz obr.). A proto je hledana plocha

27 2
P:/ (sinx—QSinx)dx:/ (—sinz)dr = [cosz |

—cos2m —cost=1—(—1) =[2].

2w
T

e Délka kiivky. Kiivka C' v roving, C : [a,3] — R?, je zaddna parametricky jako zobrazeni
C: ot [z(t), y(t)]-

Priklad 111. Kfivka C': ¢+ [cost,sint] pro ¢t € [0, 27] je kruznice o poloméru r = 1 se stfedem v
pocatku (viz obr.). O

Zvolme libovolné déleni D = {a = tg,t1,...,t, 1,1, = [} intervalu [o, §]. Na kiivce C' vyznacime
body odpovidajici hodnotdm parametru ¢ = t (viz obr.).

Zvolme nyni néjaké dva délici body tx_1 a t; a oznac¢me piislusné body na krivece C' jako M =
[z(tp—1),y(ts—1)] @ N = [z(tg), y(tx)]. Podle Pythagorovy véty mé potom tsecka M N velikost

IMN| = /[x(tr) — 2(te—1)]? + [y(te) — y(tr—1)]>

Délka celé krivky je pak aproximovana délkou lomené cary pti déleni D, tedy c¢islem

SV () — 2t )] + [ute) — ()]’

2

_ i _l‘(tk) — ZL‘(tk_l)-

2 y(t )_ y(t —1) ’ 2
et (tr — te—1)? + [ k i } (tk — te—1)

b — g1

le — g1 e — g1

_ i [2(ty) — x(tp_1) | ? i [y(tk) - y(tkl)} ’ -t — tr)

= Riemanntv soucet s vyskou ,obdélnika®“ danou vyrazem

{x(tm - x(tk_nr . [yuk) - y(tk_gr
lg — tp—1 lp — th—1
Tedy pro n — oo (zvysujici se pocet délicich bodi a normu déleni n(D) — 0) je

x(tk) - x(tkfl) N l'/(t), y(tk) B y(tkfl) _ y/(t), t — th g — dt,
tk - tkfl tk - tkfl

a proto dostavame nasledujici vzorec.



86

Tvrzeni 7 (Délka kfivky v roviné). Necht C je kfivka v roviné a [z(t),y(t)] pro t € [a, (] jeji
parametrizace. Maji-li soutadné funkce x(t) a y(t) spojitou derivaci na intervalu [o, 3], potom md

krivka C' konecnou délku a plati
/ V[ ( (1)) dt|.

Piiklad 112. Urcete délku jednotkové pulkruznice (tj. r = 1, viz obr.).

Reseni. Pilkruznice ma parametrizaci [z(t),y(t)] = [cost,sint] pro ¢t € [0,7]. Tyto funkce maji
spojitou derivaci [2'(t),y'(t)] = [—sint, cost] na [0, 7], a proto je délka pulkruznice rovna
- [VEOR R @ [ s st de = [ vae= (1] =3,
0 0 0
(Obvod celé jednotkové kruznice je pak zfejmé 27.) OJ

Priklad 113. Urcete obvod kruznice o poloméru r > 0.

Resend. Kruznice mé parametrizaci [x(t),y(t)] = [rcost,rsint] pro t € [0,27]. Tyto funkce maji
spojitou derivaci [2/(t),y'(t)] = [-rsint,r cost] na [0, 27|, a proto je obvod kruznice roven

/ V' ( Y2 dt :/ V(—=rsint)? + (rcost)? dt
0
o 2 9
:/ \/T2(51n2t+0052t) dt:/ rdt = [Tt}oﬂz 27r].
0 0

O

Graf funkce f(x) miZeme chépat jako mnozinu bodi [z, f(x)], tedy je to specidlni pripad kiivky
v roving, kterd mé parametrizaci [t, f(¢)] pro t € [a,b] (v tomto piipadé tuto parametrizaci ale
piSeme s proménnou ). A protoze mé tato parametrizace derivaci [(t)’, f'(t)] = [1, f'(t)], dostavame
z Tvrzeni 7 nasledujici vzorec.

Dusledek 9 (Délka grafu). Md-li funkce f(x) spojitou derivaci na intervalu [a,b], potom ma jeji
graf na intervalu [a,b] konecnou délku a plati

d(Gr ) :/ VIt @F del.

Priklad 114. Urdete délku grafu paraboly f(z) = 3 2? na intervalu [0, 1].

Reseni. Délka grafu bude ziejmé &islo mezi v/2 a 2 (viz obr.). ProtoZe je f'(x) = x spojita funkce
na intervalu [0, 1], je délka tohoto grafu rovna

d(Gr f) = / V1t [f(x dx—/v1+x2d:p
Ovérte si zpétnym derivovanim, ze prlmltlvm funkce k funkci v1 + 22 je

F(x ):—x\/1+x2—|— ln(x+\/1+x2)



87

A proto je podle Newton-Leibnitzova vzorce (45)

1@ ) = 3o VT + S (e vTT ) |

= (31 gmve) - (30 0 é\:,l,)

- §+%1n(1+\/§) ~ 1.59.

e Objem rota¢niho télesa. Rota¢ni téleso vznikne rotaci plochy mezi grafem funkce f(x) a osou z
kolem osy x na intervalu [a, b] (viz obr.). Zfejmé mé tato tloha smysl pouze pro nezapornou funkci
f(z) (¢i obecnéji, pro funkci, kterd neméni znaménko na intervalu [a, b, tj. je bud stale nezaporna
nabo nekladna).

Zvolime-li néjaké déleni D = {a = zo,21,...,2,_1,2, = b} intervalu [a,b], potom mé jeden
,objemovy dilek“ sitku xy — x;_1 a polomér f(cy) (viz obr.). Tedy objem takového dilu je

7 [f(ci)]? (p — Tp_1) (obsah ,podstavy® krat sifka).

Objem celého rotacniho télesa je pak aproximovan ¢islem

n

Z 7 [f(ex)]? (vp — 75_1) = Riemanntiv soudet s vygkou ,obdélnika® danou vyrazem 7 [f(cy)]%.
k=1

Tedy pro n — oo (zvysujici se pocet délicich bodi a normu déleni n(D) — 0) dostavame nasledujici
VZOTec.

Tvrzeni 8 (Objem rotacniho télesa). Necht f(x) je spojitd nezdpornd funkce na intervalu [a,b].
Objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy mezi Gr f a osou x na intervalu [a,b] kolem osy

x, je
b
V:W/ (z) dz

Priklad 115. Urcete objem jednotkové koule.

Reseni. Objem ur¢ime jako dvojnasobek objemu polokoule, pii¢emz polokoule vznikne rotaci funkce
f(z) = V1 — 22 kolem osy x na intervalu [0, 1]. Je tedy

' 2 ! 2 1 4
V:27T/ (V1 —a?) dl‘:27T/(1—ZL‘2)d?E:27T|:ZL‘— } :27T<1—§): —7|.
0 0

|
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Priklad 116. Urcete objem koule o poloméru r.

Reseni. Objem uréime jako dvojnasobek objemu polokoule, pii¢emz polokoule vznikne rotaci funkce

f(z) = v/r? — 22 kolem osy = na intervalu [0, r]. Je tedy

r r 377 3 1
V:27r/ (\/7“2—952)2dx227r/(TZ—xZ)dx:%T[er—%] :27r<7*3—%): .
0 0 0

Piiklad 117. Urcéete objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci fetézovky f(z) = cosh x kolem
osy = na intervalu [—1, 1].

Reseni. Funkce cosh z je zadana pomoci exponencidlni funkce jako aritmeticky primeér e* a e™*, tj.
e’ +e "
2

1 1 /o 2\ 2 1
V= 7T/ cosh® z dx = 7T/ (%) dr = g / (62“” +2ee™” +6_2’”) dx

-1 1 -5
o2 =2 1 - 2 =2 =2 2
—+2 = — — 424+ — |- — =2+ —
v (e s) (T S) ]

=7 (e —e?+4)| ~ 8.83865.

coshz =

Uvedeny integral 1ze spocitat i pomoci hyperbolickych funkci. Objem je pak
V = [(cosh1) (sinh 1) 4 1] ~ 8.83865.

e Povrch (obsah plasté) rota¢niho télesa. Ziejmé mé tato iloha smysl pouze pro nezadpornou funkci

f(z) (¢ obecnéji, pro funkci, kterd neméni znaménko na intervalu [a, b, tj. je bud stale nezaporna
nabo nekladna).

Zvolime-li néjaké déleni D = {a = xq, 21, ..., 2, 1,2, = b} intervalu [a, b], potom ma jeden dilek
LSitku® (délka grafu)

VP ) T = s (LS

~ 1+ [f(2)]? do

a polomér f(c;) (viz obr.). Tedy obsah plasté takového dilu je

o f(cr) \/1 + <f($’f) - f(x’“‘l)y (25 — T51).

T — Tk—1

>2 (wr — 21
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Objem celého rotacniho télesa je pak aproximovan ¢islem

oo oo (A2
k=1 -1

= Riemanntv soucet s vyskou ,obdélnika“ danou vyrazem

2 f(er) \/1+ (f(ﬂfk) —f(ﬂfkl))é

T — Tg—1

Tedy pro n — oo (zvysujici se pocet délicich bodi a normu déleni n(D) — 0) dostavame nasledujici
vzorec.

Tvrzeni 9 (Obsah plasté rotaéniho télesa). Necht f(x) je nezdapornd funkce se spojitou derivact
J'(z) na intervalu [a,b]. Obsah pldsté rotacniho télesa, které vznikne rotact kiivky Gr f na intervalu
[a, b] kolem osy x, je

Sz27r/ f@) /14 [f"(x)]? dz|.

Priklad 118. Urcete povrch jednotkové koule.

Reseni. Povrch uréime jako dvojnésobek povrchu polokoule, pii¢emz polokoule vznikne rotaci funkce
f(z) = v/1 — 22 kolem osy x na intervalu [0, 1]. Protoze plati

() =

—X

V1— 22

je tedy

1 2 1
= 1 _ 22 2
S:z.m/ Vi 22 1+<7x2) dx:47r/ Y (Gt i
0 x 0

1— 1— 22

1
:47r/ ldz = 4 [z ], =[4x].
0

Priklad 119. Urcete povrch koule o poloméru r.

Reseni. Povrch uréime jako dvojnasobek povrchu polokoule, pii¢emz polokoule vznikne rotaci funkce

f(z) = v/r? — 22 kolem osy x na intervalu [0, r]|. ProtoZe plati
—x
/ —_—
f (:L‘) - 7"2 — .CL'Q’
je tedy

T,/2 2 —r ’ r,/2 2 (r? — 2?) + a?
522.27{'0 re —X 1+ \/ﬁ d.fL':47TO re —X de
:47T/ rdx:47r[mc}g r?|.
0
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Piiklad 120. Urcete obsah plasté rotac¢niho télesa, které vznikne rotaci fetézovky f(x) = coshzx
kolem osy x na intervalu [—1, 1].

Reseni. Funkce coshz je zadana v Piikladu 117. Protoze plati

f'(z) =sinhx = % a cosh’z —sinh®z =1,
je tedy
1 1
S = 27T/ coshz /1 + (sinhz)? dz = 27?/ cosh? z dz
- :cg;ha: -
T2 -2
=| 3 (e? —e?+4) |~ 17.6773,

viz Piiklad 117, kde jsme vypodcitali integral fjl cosh? z dz.

K tomuto ptikladu jesté poznamenejme, ze fetézovka vytvari téleso s nejmensim plastém mezi
vSemi rotacnimi télesy, jejichz ,generujici graf® zacinad a konci ve stejnych bodech, jako uvedena
fetézovka (viz obr.). To se vyuziva napi. pii konstrukei visutych most (souvisi to s minimalizaci
potencialni energie pouzitého materialu). Vice napt. na

http://en.wikipedia.org/wiki/Catenary,
http://en.wikipedia.org/wiki/Catenoid,
http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir/Catenary_dir/catenary.html.

e Dalsi aplikace urcitého integralu. Kromé geometrickych aplikaci (obsah plochy, délka krivky,

objem a obsah plasté rota¢niho télésa) se urcity integral vyuziva v mnoha fyzikdlnich aplikacich,
napfr.

Vv

Vv

— obsah plochy, délka krivky, objem a obsah plasté rotac¢niho télésa v polarnich ¢i parametric-
kych soutradnicich.

Podrobnosti jsou napi. ve skriptech prof. Slovaka.

3.10. Nevlastni integraly. Stejné tak jako fab f je plocha mezi grafem (ohranicené) funkce f(z) a
osou = na (koneéném) intervalu [a, b], miZeme chtit najit tuto plochu na neohrani¢eném intervalu
la,00), (—00,b], (—o0,00), pfipadné i pro neohranicenou funkci f(z). Dostavame se tak k pojmu

nevlastniho integralu
o0 b [e'S)
N

Ptitom, jak uvidime, vSechna pravidla pro vypocet integralu ztistavaji zachovana, jen je potieba
dévat pozor na neurcité vyrazy (obsahujici symbol co) a ty pak spocitat pomoci limity.

Priklad 121. Tyto priklady berte jako motivacni.


http://en.wikipedia.org/wiki/Catenary
http://en.wikipedia.org/wiki/Catenoid
http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir/Catenary_dir/catenary.html
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(a) Plocha pod ohrani¢enou funkef f(z) = = na intervalu [1,00) je (viz obr.)

/looidx: [—lrz—i (1) =0+1=[1].

1 o0
<~

ve smyslu
limity

(b) Plocha pod neohrani¢enou funkei f(z) = - na intervalu (0, 1] je (viz obr.)

[ Ea=[ A =n- (- &)=
— ar = —_— = (— —_ _— = — oxXO = .
0 X2 x|, 0+
<~
ve smyslu

limity

(¢) Plocha pod ohrani¢enou funkei f(z) = % na intervalu [1, 00) je (viz obr.)

ool -
/1 de:[lnxh = lnoo —Inl=00—-0=[00].

ve smyslu
limity
U
Definice 22 (Nevlastni integral 1. druhu).
e Necht je funkce f(x) definovana na intervalu [a, 00). Existuje-li vlastni limita
b
blirn / f(z)dx =L, (46)

potom fikame, Ze nevlastni integral faoo f(z) dx konverguje a klademe

/aoof(x)dx:L.

Pokud existuje limita v (46) jako nevlastni (tj. L = 4+00), potom fikdme, Ze tento nevlastni
integral diverguje a klademe

/:O F (@) dz = +oo.

e Nechf je funkce f(z) definovana na intervalu (—oo, b]. Existuje-li vlastni limita

lim b f(z)de =L, (47)

a——00
a

potom rtikame, Ze nevlastni integral me f(z) dx konverguje a klademe

/_iof(x)dx: L.

Pokud existuje limita v (47) jako nevlastni (tj. L = +00), potom fikdme, Ze tento nevlastni
integral diverguje a klademe

/; F(z) do = +o0.
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Tedy ptiklady nevlastnich integralt v Prikladu 121 jsou spocitany matematicky spravné, jen jsme
pro zapis vypoctu méli zvolit symbol limity. Tento symbol limity budeme uvadét, jen az je to nezbytné

nutné.
Priklad 122. Viz Piiklad 121.

(@) .

/ %d:p:[lnxﬁoz(lim lnx)—lnlz.
1 T— 00
O

Priklad 123. Vypoctéte nevlastni integral pro jeden z typtu parcidlnich zlomku (viz odstavec 1.6)
o x
——— dx, a # 0.
/0 (22 + a2)? @

Reseni. Podle véty o substituci v uréitém integralu je

x? =t
1

/°° x dr 2vdr = dt _1/00 1 dt—l _ h
o (22 +a?)? r=0=1t=0 2y (t+a®? 2| t+a?],

rT=00 = t=00

Poznamka 30. Nékdy lze podobnym zpisobem vypoditat i nevlastni inetrgdl pies (oboustranné)

nekonecény interval (—oo, ),
| @

i kdyz definice takového integralu zahrnuje limitu funkce dvou proménnych

/Oof<x>dx: [abﬁ[_m/f

kterou jsme v tomto semestru neprobirali (viz MB103).

Tomuto problému se lze ale vyhnout za pouziti pravidla névaznosti (Véta 32(vii)), nebot plati

/f d:c—/f dx+/f

kde a € R je pevné zvolené ¢islo (napt. a = 0) a kde jsou zminéné integraly nevlastni a 1. druhu. OJ
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Piiklad 124. V pravdépodobnosti a statistice (viz asi MB104) se ¢asto pouziva nevlastni integral

1 o x2d
— e 2dr=1,
V27T /—oo

f@) = e
T) = ez

2
se nazyva hustota pravdépodobnosti (standardniho) normélniho rozdéleni (viz obr.). Protoze je tato

funkce f(z) sudé, zfejmé je pak

/OO 22 2T T
e 2 dx
0

pricemz uvedend funkce

=)

2 2

Soucasné si uvédomte, Ze primitivni funkce k této funkei f(x) je vyssi funkee (tedy nelze ji vypocitat
pomoci elementarnich funkei, viz Poznamka 23). O

Podobné jako v Definici 22 miizeme postupovat i pro funkci f(z), kterd je neohranicend v okoli

bodu a nebo b.

Definice 23 (Nevlastni integral 2. druhu).

e Nechf je neohranifend funkce f(z) definovana na intervalu (a,b]. Existuje-li vlastni (pra-
vostrannd) limita

a—a™t

b
lim / f(z)dx =L, (48)
potom fikame, Ze nevlastni integral fab f(z) dx konverguje a klademe

lvwmx:L

Pokud existuje limita v (48) jako nevlastni (tj. L = +00), potom fikdme, Ze tento nevlastni
integral diverguje a klademe

/abf(x) dr = +00.

e Nechf je neohranicend funkce f(x) definovdna na intervalu [a,b). Existuje-li vlastni (le-
vostrannd) limita

B
lim / f(z)de =L, (49)

b~
potom fikdme, Ze nevlastni integral ff f(z) dz konverguje a klademe
b
/ f(z)dx = L.

Pokud existuje limita v (49) jako nevlastni (tj. L = 4+00), potom fikdme, Ze tento nevlastni
integral diverguje a klademe

([ﬂ@ﬂzim

Opét budeme symbol limity budeme uvadét, jen az je to nezbytné nutné.
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Piiklad 125. Viz Priklad 121(b).
1] 1
—d:c— — | =(-1)—( — lim — | =[o0].
0

T z—0t T
1q .
/ —dxr = [lnx}ozlnl— lim Inz =[ oo].
0o T z—01

Piiklad 126. Urcete plochu pod mezi grafem funkce f(z) = \/1%7 na intervalu (—1,1).
Reseni. Funkce f(z) = \/— je na intervalu (—1, 1) neohranicend a suda (viz obr.). Plochu vypoci-
tame jako dvojnasobek plochy na intervalu [0, 1) (nevlastni integral 2. druhu):

=2 [arcsmx] =2 (( lim arcsinx) — arcsin O)

r—1—

1
1
P=2 ——dx
/0 V1—a22

=arcsin 1

= 2 (arcsin 1 — arcsin 0) = 2 <§ — 0> [7].

Vsimnéte si, ze v tomto ptripadé vlastné limita ve vypoctu ani neni potieba, protoze je primitivni

funkce F(x) = arcsinz k funkci f(z) = \/1177 spojitd v bodé x = 1 (viz Véta 37). Tedy tento

konkrétni priklad lze spocitat i pfimo jako

11 = arcsin 1 — arcsin(—1) = g — < — —> =[x].  (50)

T = [a,rcsinx]

_/ 1
—_1\/1—1‘2

Vsimnéte si také, ze je

= =V V) T

a tedy vypocet uvedeny v (50) je shodny s vypoctem délky jenotkové pulkruznice (srovnejte s Pri-
kladem 112). O

[Konec 8. prednasky (16.4.2007) |

Pro vypocet nevlastnich integrali tedy budeme pouzivat stejné metody jako pro vypocet (klasic-
kych) urcitych integralti (napf. metodu per-partes, viz Véta 38).

Priklad 127. V teorii pravdépodobnosti a statistiky (viz asi MB104) se pouziva funkce
fz) == Xe ™, pro z € (0, 00),

ktera udava hustotu tzv. exponencialniho rozdéleni, kde A > 0 je pevné zvoleny parametr. Potom
miizeme spocitat

| s@yde= [ = (= Jm em>_<_€o>:(_5)_<_1>:,

T—00
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a také

00 00 I Az Az

/ xf(x)dx:/ Az e N dx w=Ae v=e

0 0 V=2 v =1
= [—xe_)‘m]go—/o (—e)de = (—:}Lrlgo%> —(—Oeo)+/0 e dw
I"Hosp. . 1 67)\1 > . 1 1 1
= — lim —— = —-lm — |- | —= ) =| = |.

(g )+ [, = (i) - (5
—_——— ————

=0

Napf. volbou parametru A = 1 dostédvame, Ze plocha pod funkci x e~* na intervalu (0, c0) je rovna

(viz obr.)

/ ze *dx :.
0
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4. NEKONECNE RADY

V této kapitole se budeme vénovat sou¢ttim nekone¢né mnoha séitancti — bud ¢isel nebo mocnin.
Jako motivace nam miize slouzit geometrickd rada, kterou jisté znate ze stiedni skoly, pripadné
Taylortv polynom funkce f(z) pro libovolné velkd n (viz odstavec 2.19 a zejména Poznamka 18).
To nasledné vede k vyjadfeni (tedy i obracené, k mozné definici) vSech elementéarnich funkei pomoci
polynomt ,,nekonecného stupné®, tedy pomoci nekonec¢nych mocninnych rad.

4.1. Nekonec¢né c¢iselné fady. V tomto odstavci budeme pracovat s posloupnosti realnych cisel

{ao, A1, A2y -« 5 Qpy e e } = {an}zozo’ piipadné s {bn}zo:o‘

Definice 24 (Nekonecna fada). Soucet tvaru
a/0+a1+a/2+...+an+..-zzan
n=0

nazyvame nekonec¢nou (¢iselnou) fadou. Cislo a,, se nazyva n—ty clen.

Cislo
Spi=ag+ar+as+ -+ ay, n=0,1,2...
se nazyva n—ty ¢astecny soucet této nekonecné rady. 0

Poznamka 31. Vsimnéte si, ze v Definici 24 je n—ty ¢len a,, v podstaté (n+ 1)-ni v poradi, protoze
posloupnost {%}ZO:O a fadu ) ° a, za¢indme indexovat od n = 0. V literatufe je mozné nalézt i
indexovani od n = 1, ale zde (a ve skriptech prof. Slovdka) budeme indexovat od n = 0. 0J

Nejprve si jako motivaci zopakujme tivahy o geometrické rade.

Geometricka rada je soucet tvaru

a+aq+aq2+aq3+---+aq”+---:Zaq”,
n=0

kde a,q € R jsou pevné zvolena ¢isla. Tedy je to nekonecné fada, kde a,, :== aq™ pron =0,1,2,....
Cislo ¢ se nazyva kvocient geometrické fady, pficemz q mize byt kladné ¢i zdporné (viz Piiklad 128).
Posloupnost c¢astecnych soucttt pro geometrickou fadu odvodime snadno:

sp=a+aq+aq’+ - +aq"" " +aq", = qs, = aq + aq®> + ag® + - + aq" + ag" .
Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme

sn—qsp=a—ag"", = s, (1-g)=a(l-q"").

Je-li ¢ = 1, potom je ziejmé |s, = (n+ 1) a|

Je-li ¢ # 1, potom je
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Priklad 128. Urcete posloupnost ¢astecnych souctt dané geometrické rady:

oo

(a) ! 1+1+1+1+ + 2y

a — = -+t —-+-+--F+—=—+...

£ on 2 4 8 2n ’
(1) 1 1 1 (—1)"

b =l—c4 ===+

(b) ; 3n I R A TR

Reseni.
(a) Protoze je a = 1 a ¢ = £ je podle vzorce (51) (nebo odvozeno pfimo pro tuto konkrétni Fadu)

1— (%)"Jrl on+l _q on+l _ q 1
STL = 1 = 1 . 2 = = 2 — — .
1-1 ont 2n 2n
(b) Protoze je a = 1 a ¢ = —3 je podle vzorce (51) (nebo odvozeno pifmo pro tuto konkrétni fadu)
B 1— (_ %)n""l B gntl _ (_1)n+1 § B 1 gn+l + (_1)n B §+ (_1)n
o1+t 3ntl 4 4 3n 4 43

Chovéani posloupnosti ¢astecnych souctt, presnéji limita této posloupnosti, zfejmé urcuje chovani
celé nekonecné rady.

Definice 25 (Konvergence, divergence, oscilace nekone¢né fady). Existuje-li vlastni limita
lim, .o s, = s, potom ifkdme, Ze nekonecna fada ) - a, konverguje k ¢&islu s, nebo také zZe
ma soucet s, a piSeme

oo

E ap = S.

n=0

Existuje-li nevlastni limita lim,, .., s, = £00, potom fikame, ze nekonecnd fada ) - a, diverguje

k +o00 a piseme
o0
E a, = oo.
n=0

Pokud limita lim,, ., s, neexistuje, potom iikdme, Ze nekonecnd fada >~ a, osciluje. (]

Priklad 129.

e Geometrickd fada s @ = 0 (a ¢ € R libovolnym) zfejmé konverguje (k 0), protoze v tomto
pripadé je s, = 0.

e Geometrickd fada s a # 0 a ¢ = 1 zfejmé diverguje (k +00 podle znaménka ¢isla a), protoze

v tomto piipadé je s, = (n+ 1) a.

e Geometrickd fada s a # 0 a ¢ = —1 zfejmé osciluje, protoze je v tomto pripadé s, =
{a,0,a,0,a,0,...} a limita této posloupnosti neexistuje.
O
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Priklad 130. Rozhodnéte o konvergenci a pfipadné urcete soucet dané geometrické rady

W Y m YU

Reseni. (a) Protoze je s, = 2 — o (viz Pifklad 128(a)), je

271
Zin: lim <2— in > (2],
oo 2t e 2L

—0

tj. uvedena ‘fa,da konverguje ‘ Konvergenci této fady lze také ukazat ndzorné na obrazku.

(b) Protoze je s, = 2 + ZU° (viz Pifklad 128(b)), je

47 23n
= (=) 3 (=" 3
Sy, (3, G0y _[3]
3n n—oo \4  4.3" 4
n=0 N——
-0
tj. uvedena |Tfada konverguje‘. O

V Prikladu 129 jsme vySetfili geometrickou fadu s |¢| = 1. Ve vzorci (51) pro n—ty ¢asteény soucet
geometrické fady se vyskytuje posloupnost ¢"!, kterd zfejmé konverguje k 0 pro |q| < 1, konverguje
k oo pro ¢ > 1, a nemé limitu pro ¢ < —1. Odsud tedy plyne jednoducha podminka pro konvergenci
geometrické rady.

Tvrzeni 10 (Konvergence a soucet geometrické rady). Necht a # 0. Potom geometricka tada
Yo paq" konverguje < |g| < 1. V tomto pripadé (a také v pripadé a = 0) je pak jeji soucet

oo . a
Zaq = ) |q‘ <1
n=0 1- q

Piiklad 131. V Piikladech 128 a 130 je
S (=n" 1

) == ®) 2 1 (1)

11 g

W=
Colbs| =
=~ o

n=0

0

Priklad 132. Z vysky a = 2 metry nad rovnym povrchem pustime kouli. Pokazdé, kdyz koule
dopadne na povrch z vysky h, odrazi se do vysky qh = % (tedy ¢ = %) Urcete celkovou vzdalenost,
kterou koule urazi pfi nekonecné mnoha takovych doskocich.

Reseni. Celkova vzdalenost je (viz obr.)

212.242. 2402 2+§:4 a
S = . — . — - — e e — — . — .
3 9 27 n:03 3

Jedna se tedy o geometrickou radu, kde a = % aq= % Podle Tvrzeni 10 je tedy
4 4
3 3
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Prepocitejte si tento piiklad s obecnymi parametry a > 0 a g € (0,1).

[Reseni je pak s = a %q] O

Nékdy se pri vypoctu n—tého ¢astecného souctu s, mnoho vyrazi ,,pokrati«.

Priklad 133. Rozhodnéte o konvergenci a pfipadné urcete soucet nekonecné rady

i1_1+1+1+1+_i 1
nn+1) 1.2 2.3 3.4 4.5 L~ (n+1)(n+2)

n=1 n=0

Reseni. Protoze plati (viz rozklad na parcialni zlomky v odstavci 1.6)
1 1 1

m+1Dn+2) n+l n+2

je n—ty Castecny soucet roven

Ly !
Sn: e
223734 4.5 (n+1)(n+2)

1
(D GG ) (e
2 2 3 3 4 4 5 n+l n+2
1_<1_1)_<1_E)_(1_E)_..._( L1 )_ L
2 2 3 3 4 4 n+1l n+1 n-+2

A proto uvedena nekonecna rada | konverguje | a jeji soucet je

> 1
>l
nz1n(n+1)

Jestlize ma dané nekonecéné fada konvergovat, musi se ziejmé jeji ¢leny postupné zmensovat (v ab-
solutni hodnoté) k nule, jinak by poslouplnost ¢asteénych souctit nemohla konvergovat ke koneénému
¢islu. Plati tedy nasledujici.

Véta 40 (Nutnd podminka konvergence Fady). JestliZe nekonecnd fada ), a, konverguje,
potom nutné plati

lim a, = 0. (52)

n—oo

To znamena, ze pokud lim, .. a, je riznd od nuly nebo pokud tato limita neexistuje, potom
nekonecénd fada ) a, nekonverguje.

Priklad 134.
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(a) Nekonecné fada
1+2+3+~--:in
nekonverguje, protoze lim,, ., n = oo # 0. Zfejmg_t(;to fada diverguje k oo.
(b) Nekone¢na fada
—1+2—3+4—5+6—~--:i(—1)"n
n=0

nekonverguje, protoze lim, .. (—1)"n neexistuje (a jednd se o neohrani¢enou posloupnost).
Ziejmé tato fada osciluje.

(c) Nekonecna fada

I=141-141—-=> (=1)"
n=0
nekonverguje, protoze lim,, ., (—1)" neexistuje (a jednd se o ohrani¢enou posloupnost). Ziejmé
tato fada osciluje. Tato fada je geometrickd s ¢ = —1 a a = 1, viz Priklad 129.
(d) Nekone¢na rada
1 2 3 4 - i —n
5 7 9 =2+l

—n

nekonverguje, protoze lim,, . 575

o 1 o . - - . .
= —5 # 0. Ziejmé tato fada diverguje k —oo.
O

Podminka (52) je obecné pouze podminkou nutnou pro konvergenci nekone¢né rady. Existuji tedy
nekone¢né fady, které nekonverguji, ale podminku (52) spliuji.

Priklad 135.

(a) Nekonecné fada

syt
~ 2 2 4 4 4 4 2n - 2n n
1 ¢len H/_/ ~ ~\~ -~ N N~ 4

2 cleny 4 cleny 2™ ¢lent

nekonverguje, prestoze lim,, .., a, = 0. Zfejmé tato fada diverguje k oo.

(b) Jak ukadzeme pozdéji (viz Priklad 139), tzv. harmonickd fada

1 1 1 1 =1
1 _ _ _ — “ e — —_
+2+3+4+5+ n;n

nekonverguje, prestoze lim,, ., a, = 0. V Prikladu 139 ukéZeme, Ze tato fada diverguje k oo.

OJ
Pro konvergentni (a ¢dstecné i divergentni) nekonecné rady plati nasledujici algebraicka pravidla.

Véta 41 (Pravidla pro nekoneéné fady). Necht nekoneéné fady » .~ a, a > - b, konverguji

a necht plati
Z a, = A, Z b, = B.
n=0

n=0



101

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku: pro libovolné ¢ € R nekonecnd tada Y~ c.a, konverguje a

platt
Zc.an = cZan =c.A
n=0 n=0
(ii) Pravidlo souctu a rozdilu: nekoneénd tada )~ (a, = b,) konverguje a plati
(an £ by) ZaniZb = A+B.
n=0

Priklad 136. Urcete soucet nekonecné fady

n=0
Reseni. Podle Véty 41(ii) je
—3"—1 3 =l =l 1
L S L

1

nebot obé uvedené nekonecné fady konverguji. Jsou to totiz geometrické fady s a = 1 as g = 3,

resp. s ¢ = =, viz Tvrzeni 10. Je tedy

n

= 3 —1 1 1 6 4
2o TT 1L 275 |5
" 3 ~ %

Poznamka 32. Pokud néktera z fad diverguje k +oo, chova se sou¢tova/rozdilova fada podle pra-
videl pro ,,pocitani s nekonecny“, jako napft.

00 + 00 = 00, —00 — 00 = —0Q, d+oo+ B = +o0, A+ oo = to0,

Napf. tedy jestlize fady Y .~ an a > b, diverguji obé k co nebo obé k —oo, potom nekoneénd
fada ) ° o (a, + b,) také diverguje k +oo.

Samoziejmeé, vyrazy typu oo — 0o ¢i —00 + 0o jsou neurcité a timto zptsobem je vycislit nelze. [J

Ve Véte 41 se nic neﬁké 0 souéinu (a podilu) nekoneén}'/ch fad Tato problematika je mnohem

souciny nekonecnych fad). Uvedomte si totiz, ze pfi nasobeni mnohoclenti plati
(ap+ar+---+ap). (bo+by+---+0b,)
:aobo+aobl+'--+aobn+a1bo—|—a1b1+~'-+a1bn+~-—|—anbn,

tedy dostavame nejen ,diagonalni souciny® a;b;, ale také vSechny ,smiSené souciny“ a;b;. A pro soucin
takovychto nekoneénych mnohoélenﬁ (tedy pro souéin nekoneénych fad) bude situace jeété mnohem

vvvvvv

radame (srovnejte s Priklady 152 a 153 uvedenymi dale).
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4.2. Nekonec¢né rady s nezapornymi ¢leny. Pro nekonecné rady s nezapornymi Cleny existuje
nékolik kritérii pro urceni jejich konvergence/divergence. Vsechna kritéria jsou zalozena na faktu, ze
pro fadu s nezapornymi cleny je jeji posloupnost ¢astecnych souctt neklesajici, t;j.

Sp = Qg + + -+ Gy, Sn+1:a0+"'+an+an+1:Sn+an+1a = Snésn—i—l
~—
>0

(jednoduse proto, ze do s, pfidavame nezapornou hodnotu). A pokud je tedy neklesajici posloup-
nost {sn}zozo shora ohrani¢end, musi mit limitu (rovnu svému supremu). Tedy kazda nekonec¢na fada
s nezapornymi ¢leny bud konverguje nebo diverguje k oo (tj. nemtze divergovat k —oo ani oscilovat).

Véta 42 (Srovnavaci kritérium). Necht {%}ZO:O a {bn}zozo jsou posloupnosti nezapornych cisel,
pro které plati
0<a,<b, pro vSechnan =N, N +1,N+2,... (53)

pro néjaké N € NU{0}.
(i) Jestlize Y b, konverguje, potom také konverguje fada y .~ ay,.

(ii) Jestlize > -, an diverguje k co, potom také fada )~ b, diverguje k oo.

Nerovnost (53) nemusi nutné platit pro vSechna n € NU {0}. Uvedeny ptredpoklad fika, Ze musi
byt splnéna od , jistého indexu pocinaje“. Pro pouziti srovnavaciho kritéria je zfejmé potieba mit
,V zasobé&“ né&jaky soubor nekonecnych fad, o kterych vime, Ze jsou konvergentni/divergentni.

Priklad 137. Nekonec¢nd fada

konverguje podle Véty 42(i) (ve které mizeme vzit N = 0), protoze vSechny jeji ¢leny lze shora
omezit prislusnymi ¢leny konvergentni rady

1 1 1 =1
1+1+§+§+§+---:1+Z—.

Pro soucet uvedé rady pak zfejmé plati odhad

=1 =1 1
— <1 — =1 =1 2 =
e

Priklad 138. Nekonec¢na fada
Inl In2 In3 . lnn

T T T T Ay
diverguje k oo podle Véty 42(ii) (ve které miizeme vzit N = 2), protoze jeji ¢leny lze zdola omezit

prislusnymi ¢leny (divergentni) harmonické fady, tj. plati

Inn _ 1
— pro vSechna n > 2.

n n



103

Déle uvedeme tii nejznaméjsi kritéria (Véty 43, 44 a 45) pro konvergenci/divergenci nekonecnych
fad s nezapornymi ¢i kladnymi cleny.

Véta 43 (Integralni kritérium). Necht >~ a, je nekoneénd tada s nezdporngmi cleny. Necht
f(z) je funkce definovand na intervalu [N,0c0) pro néjaké N € [0,00), kterd je na tomto intervalu
nezapornd, nerostouct a plati

f(n)=a, pro vSechna n > N.

Potom
Z a, konverguje & / f(z)dx  konverguje,
n=0 N
Z a, diverquje k 0o & / f(z)dx = oc.
N

n=0
V integralnim kritériu se pouziva nevlastni integral 1. druhu, viz Definice 22.
Piiklad 139. Harmonické fada (viz Priklad 135(b))
>
n
n=1

diverguje k oo podle Véty 43, protoZe pro funkce f(z) := T je na intervalu [1, 00) kladna, klesajici a
plati f(n) = 1 pro n > 1, pficemz je nevlastni integral

<1
/ —dx = o0,
1 T

viz Piiklad 122(c), resp. Piiklad 121(c). O

Priklad 140. Urcete, pro které mocniny p € R nekonec¢na rada

[e.9]

1
np
n=1
konverguje ¢i diverguje.
Resend.
e Pro p < 0 je jednd o fadu )~ n? kde ¢ := —p > 0. Tato fada nespliiuje nutnou podminku

konvergence (52), a proto nekonverguje. Protoze se jednd o fadu s nezdpornymi ¢leny, tak
tato rada diverguje k oo.

e Pro p =0 se jednd o fadu >, 1, ktera zfejmé diverguje k oo.

e Pro p > 0 je funkce f(z) = ml na intervalu [1,00) kladnd, klesajici a plati f(n) = n—lp pro

P
n > 1. VysSetfime konvergenci nevlastniho integralu

>~ 1
/ — dx.
1 P

— Pro p =1 je jedna o harmonickou fadu 37, %, ktera diverguje k oo (viz Priklad 139).
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— Pro p # 1 mame
x_p"’l o0 xl_p 1
} - ( lim ) B,
1 zaa)l——p 1——p

001 o0
/ —dl':/ xpdx:|:
1 P 1 —p+1

Uvedena limita zavisi na tom, zda je exponent 1 — p kladny nebo zaporny, protoze

! P 00, prol—p >0,
im =
z—oo 1 —p 0, prol—p<0.
A proto je
o0 i D — 0, pro p < 1, tj. tento nevlastni integral diverguje k oo,
1 B zﬁ’ pro p > 1, tj. tento nevlastni integral konverguje
Podle integralniho kritéria (Véta 43 s N = 1) tedy plati, ze pro p > 1 fada > -, n—lp

diverguje k 0o a pro p € (0, 1) tato fada konverguje

Celkové jsme tedy ukazali, ze fada
‘ diverguje k oo pro p <1 a konverguje pro p > 1

1
2w

n=1

E J—
27

protoze v Prikladu 140 vezmeme p = 2.

Soucet této fady urcime v Prikladu 172.
< —3 pro vSechna n € N, plyne ze srovnavaciho kritéria (Véta 42(i)) také
U

Dale, protoze je n(l )
konvergence fady > > | — 0 +1) viz Ptiklad 133.

Véta 44 (Podilové kritérium). Necht > a, je nekonecnd tada s kladnymi cleny a predpokld-
dejme, Ze existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

. (p41
lim =q
n—00 an

Potom
(i) tato rada konverguje, pokud je q < 1,
(i) tato tada diverguje k oo, pokud je ¢ > 1 nebo q =

(iii) tento test nelze rozhodnout, pokud je ¢ =1

V podilovém kritériu se tedy vyskytuje podil dvou po sobé jdoucich clenii nekonecné rady. A je
zfejmé jedno, jestli je fada indexovana od n = 0 nebo od n =1 (nebo pfipadné od jiného indexu).

Priklad 142.



105

(a) Pro nekone¢nou fadu

o0

n! —1+2!+3!+4!+
o 1 2
plati
(n+1)! n . "
1 Gappt  (n+Dbn”  (n+1).nln™  on
an nt S (n+ D)t (n+ D). (n+1).n! (n+1)m
( n )n 1 1 1 -1
== = p— H —_—
ntl) (58" () e T

pfi¢emz ve vypoc¢tu jsme pouzili limitu definujici Eulerovo ¢islo e (viz Piiklad 16). Uvedena
fada tedy konverguje podle podilového kritéria (Véta 44(i)).
(b) Pro geometrickou fadu ) ag", kde a > 0 a ¢ > 0, plati

aqn+1
— =q—q,
aq

a proto podle podilového kritéria (Véta 44) geometrickd fada s kladnymi ¢leny konverguje
pro g < 1 a diverguje k co pro ¢ > 1. Viz také Tvrzeni 10.

afn—l—l

Qp

OJ
Priklad 143. Pro nekonecnou fadu .
nTL
D
n=1
plati (viz vypocet v Piikladu 142(a))
n 1\"
e (i)
ap, n
a proto uvedend fada diverguje k oo podle podilového kritéria (Véta 44(ii)). O
Priiklad 144. Pro nekone¢nou fadu
- 1+1+3+1+5+1+7+ ¢ 75 pro n liché,
an = — — — - o - — ceey . a’TL - ’
— 21 22 23 24 256 26 27 ) 2%, pro n sudé,
plati
1
ot T 2" 1
2n+1 = ol = = o pro n liché,
Gny1 on 2ntl n 2n
a - n+1 n
n CTES (n+1)2 n+1 ;
T = - = , pro n sudé.
o 2n+l 2
Odtud je vidét, ze lim,, “ZII neexistuje, a proto podilové kritérium viitbec nelze pouzit.
Vsimnéte si, ze lze psat
[(n+1)mod 2] 4+ (nmod 2).n
Ap = )
2n
kde funkce x mod 2 déava zbytek po déleni ¢isla = ¢islem 2 (tedy jednicku, pokud je x liché, a nulu,
pokud je x sudé). O
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Véta 45 (Odmocninové kritérium). Necht " °  a, je nekonecnd fada s nezdporngmi cleny pro
vSechna n > N pro néjaké N € NU{0} a predpokladejme, Ze existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

lim a, = q.

n—oo

Potom
(i) tato rada konverguje, pokud je q < 1,
(i) tato Tada diverguje k oo, pokud je ¢ > 1 nebo q = oo,

(iii) tento test nelze rozhodnout, pokud je g = 1.

Priklad 145. Pro nekonec¢nou fadu v Prikladu 144 plati

Y g = nT‘/ﬁ, pro n liché,
Van = 1 1 4
/57 = 3, pro n sudé.
Tedy plati nerovnosti
1 Un
5 < Va, < \é_ pro vsechna n € N.
Limita na pravé strané se spocte pres exponencialni funkci a I’'Hospitalovo pravidlo (Véta 15):
sta 5(i) s nn OO | I'Hosp. s i
lim ¢/n = lim n» = lim en ™" VRO i oo 2 ‘ typ — PHOP: limn—oo - 00 — 1, (54)
n—o0o n—oo n—oo 0]
Z véty o tf¥ech limitach (Véta 4) potom plyne, Ze
. 1
lim {/a, =] = <1]|.
n—oo 2
Proto podle odmocninového kritéria (Véta 45(i)) uvedend fada konverguje. O

Poznamka 33. V Piikladech 144 a 145 jsme vidéli, ze nékdy podilové kritérium k vysledku nevede
zatimco odmocninové kritérium ano (pro nekone¢nou radu s kladnymi ¢leny). To plati i obecné, nebot
pro libovolnou posloupnost {an}zozo kladnych cisel plati nerovnosti

Qp,
lim inf < liminf /a, < limsup {/a, < limsup iy

n—oo  Qp n—00 n—00 n—oo  Qn

Ap+y1

To znamena, Ze pokud existuje limita lim,, ., “*
n

tyto dvé limity jsou si rovny.

= a, potom také existuje limita lim,, .., {/a, a

Tedy pokud je podilové kritérium nerozhodnutelné (tj. plati lim,, .., aZ:1 = 1), potom je také

odmocninové kritérium nerozhodnutelné (tj. plati lim,, .., /a, = 1). Rikame, Ze odmocninové kri-
térium je silnéjsi, nez podilové kritérium (kazdy priklad, ktery lze spocitat podilovym kritériem, lze
spocitat i odmocninovym kritériem, ale ne naopak). O]
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Priklad 146. Pro nekone¢nou radu

X on 9 22 23 24 25
—n2:§+?+§+ﬁ+?+...
n=1

plati
2n 2 2 9 2

a proto podle odmocninového kritéria (Véta 45(ii)) uvedend fada diverguje k oc.

Vsimnéte si také, Ze uvedend fada nespliiuje nutnou podminku konvergence (52), nebot je

"Hosp. 2”122
FHos lim%zoo;éo.

n—oo

n

lim a, = lim —
n—oo n—oo n2

typ —
o0

I'Hosp. ;. 2" In2 ‘ 0

Tedy uvedena tfada podle Véty 40 nekonverguje. Protoze se ale jedna o fadu s kladnymi ¢leny, musi
tato fada potom divergovat k oco. O

Priiklad 147. Vsimnéte si, Ze podilové ani odmocninové kritérium nelze pouzit pro vySetfeni kon-
1

vergence/divergence nekonecné fady » >, — (viz Ptiklad 140), protoze pro podilové kritérium je

1

[CESd P Vita 5(ii P
g = lim 21 = lim (”ﬁ””:hm< z )Vet"‘:"”(hm t ):11’:1

n—oo Q@ n—oo -5 n—oo \ N+ 1 n—oom 4+ 1

Y

a pro odmocninové kritérium je

. . 1 . 1\ veta s(i) 1 P 1
q—JL“;ovan—JL%nnp—JL%(%> = \Gmowvs) "7t

Zde jsme opét pouzili limitu lim,, ., /n =1, viz (54). O

4.3. Alternujici fady. Pro srovnani a tplnost uvedme jesté kritérium konvergence pro nekonecné
fady, jejichz ¢leny méni znaménka.

Necht {an}zozo je posloupnost nezapornych ¢isel. Potom se nekonecné rada

ao—a1+a2—a3+~--:Z(—1)"an, pﬁpadné —a0+a1—a2+a3—~-:Z(—1)"+1an,
n=0 n=0
nazyva alternujici rada.
Priklad 148.
(a) Nekonecéné fada
1 1 1 1 = 1 1
1-— = - = _1TL71_: _1TL

R R D DIe i BIC s

n=1

3

T O

je alternujici a nazyva se alternujici harmonicka fada nebo téz Leibnitzova fada.

(b) Kazda geometricka fada, ve které je a # 0 a g < 0, je zfejmé alternujici.
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Z Véty 40 vime, ze kazda konvergentni fada, a tedy i kazda alternujici konvergentni rada, musi
spliiovat podminku (52). Pro alternujici fady muzeme ale fict mnohem vice. Z podminky (52) se nyni
stavd nutnd a postacujici podminka pro konvergenci alternujici rady.

Véta 46 (Leibnitzovo kritérium konvergence alternujici fady). Jestlize je {an}:;o nerostouct
posloupnost kladnych cisel, potom nekonecna alternujici rada

[e.9]

(—1)"a, konverguje <  plati (52), tj. lim (—1)"a, = 0.

n—oo
n=0
Diikaz. Vzhledem k Vété 40 staci ukazat smér ,<“. Protoze je posloupnost {an};ozo nerostouci,
plyne odsud konvergence fady » ., (—1)" a,, viz obr. O

Priklad 149. Alternujici harmonicka fada (viz Piiklad 148(a))
- 1
S D
;( )

konverguje podle Véty 46, protoze je jeji ,generujici“ posloupnost {an}
klesajici (tudiz nerostouci) a spliiuje

:;1 = {%}20:1 kladna a

1
lim (—1)" — = 0.
V Prikladu 163 pak ukazeme, jaky je soucet této nekonecné rady. O]

[Konec 9. prednasky (23.4.2007) |

Pokud tedy posloupnost {%}ZO:O spliiuje pfedpoklady Véty 46 a fada >~ (—1)" a, konverguje,
tj. >~ (—=1)"a, = A, potom ¢islo A nutné lezi vzdy mezi dvéma po sobé nésledujicimi ¢aste¢nymi
soucty s, a S,i1. A tedy se ¢islo A nemiize lisit od s, o vice, nez kolik je ¢len a,,1. Tj. musi platit

odhad

A — sp| < apy- (55)
Ukézali jsme tedy nésledujici uzite¢né tvrzeni o odhadu chyby ¢astecnych souctt s, pro alternujici
radu.

Tvrzeni 11 (Odhad chyby alternujici fady). Predpoklddejme, Ze alternujici faday ,— (—1)" a,
(konvergugici k ¢islu A) spliiuje podminky ve Vété /6. Potom pro vSechna n > N plati, Ze n—ty
castecny soucet

Spi=ayg—a;+ay—---+(=1)"a,
plati odhad (55), tj. s, aprozimuje soucet A této tady s chybou mensi, neZ je absolutni hodnota
pruniho (do s, ) nezahrnutého clene (—1)"* a, 1. Navic, zbytek A — s, md stejné znaménko jako
tento pruni (do s,) nezahrnuty ¢len (—1)" a, ;.
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Priklad 150. Pokusme se ilustrovat Tvrzeni 11 na alternujici fadé

i(_l)”i_ 1 _1+1_1+i_i+i_i +i_
2n 2 4 8 16 32 64 128 256,
n=0 ao o~ —~
ar as
jejiz soucet zname. Protoze se jedna o geometrickou fadusa =1aq = —%, je soucet této rady roven

¢islu (viz Tvrzeni 10)
1

2
Potom Tvrzeni 11 ¥ik4, Ze pokud tuto fadu ,,ukonéime* po osmém ¢lenu (tj. n = 7), potom konecny
soucet

A

~ 0.6666667.

o] =
Wl o

=1 1+1 1+1 1+1 1—85—06640625
T 2 4 8 16 32 64 128 128

aproximuje ¢islo A s chybou mensi nez je ag = ﬁ = 0.00390625. Skutecné,

2 85 1
A— =|-——|=|=—=1~0.0026041 . 25 = ag.
| s7| 3 123 281 0.00260417 < 0.00390625 = ag
Pfitom ma rozdil A — s; = 57 stejné znaménko jako clen (—1)%as = 5, tedy je kladny. O

4.4. Absolutné a relativné konvergentni fady. Nejprve si vSimnéme, Ze pokud konverguje rada
absolutnich hodnot, potom konverguje ptivodni rada.

Véta 47. Jestlize konverguje tada Y " |an|, potom konverguje také fada Y~ " ay,.

n=
Diikaz. Ziejmé pro kazdé n plati nerovnosti
—la,| < a, < ayl, = 0 < a,+ |a,| <2]ayl.

Tedy pokud >>°  |a,| konverguje, konverguje také fada >~ 2|a,| (podle pravidla konstantniho
nasobku, viz Véta 41(i)). A dale, podle srovnavaciho kritéria (Véta 42(i)), konverguje také fada
> oo (an + |an]). A protoze plati rovnost

n=0
an = (an +lan]) = laa, = D an=Y (an+lad) = D lanl,
n=0

n=0 \nzO

Vv
konverguje konverguje

dostavame fadu )7 a, jako rozdil dvou konvergentnich fad. Tedy tato fada také konverguje podle
pravidla rozdilu, viz Véta 41(ii). O

Poznamka 34. Opac¢na implikace ve Vété 47 ziejmé neplati, protoze napft. alternujici harmonicka
rada

1
Z (-1t = konverguje (viz Priklad 149),
n=1

ale prislusna rada absolutnich hodnot je harmonické fada

= 1

E —, ktera diverguje k oo (viz Priklad 139).
n

n=1

Ma tedy smysl zavést nasledujici definici.
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Definice 26 (Absolutni a relativni konvergence). Rada Y 7 a, konverguje absolutné (je
absolutné konvergentni), pokud konverguje pfislusna fada absolutnich hodnot, tj. pokud konverguje

fada Y 7 o |an].

Jestlize nekonecna fada ) a, konverguje, ale nekonverguje absolutné, potom fikdme, Ze tato
fada konverguje relativné (je relativné konvergentni).

(Pro termin relativni konvergence lze v literatufe lze najit i jiné nazvy, napt. konverguje neabso-
lutné ¢ podminéné). O

Priklad 151.

(a) Alternujici harmonicka rada

= 1
Z (-1t = konverguje relativné (viz Poznamka 34).
n

n=1

(b) Nekone¢na fada

. 1 1 1 1 1
(-1t 5= 1-— I + 9 16 + 5 konverguje absolutné,

protoze prislusna rada absolutnich hodnot

1 1 1 1 1
Z 5= 1+ ) + g + 16 + o5 +... konverguje (viz Piiklad 140, kde p = 2).

n=1

o0

O

Rozdil mezi absolutné a relativné konvergentni fadou je zejména v tom, Ze cleny absolutné kon-
vergentni fady muzeme libovolné preskladavat a nejenze dostaneme opét konvergentni fadu, ale tato
novéa preskladana rada bude mit stejny soucet jako fada piivodni.

Naproti tomu cleny relativné konvergentni rady nelze preskladavat vibec. Lze totiz jednoduse
ukazat, Ze riznym preskladanim téze relativné konvergentni fady lze vytvorit fadu divergujici k
400, konvergujici k libovolné predem zvolenému realnému ¢islu, ¢i fadu oscilujici. To vyplyva z toho,
Ze v relativné konvergentni fadé musi byt soucet vsech kladnych ¢lenii oo a soucet vSech zapornych
¢lentt —oo, a pfi tom musi ¢leny samotné konvergovat k nule (protoze pro konvergentni fadu musi
byt splnéna nutna podminka konvergence, viz Véta 40).

Priklad 152. Uvedme jako piiklad relativné konvergentni alternujici harmonickou fadu (viz Pri-
klad 151(a))

o 1 1 1 1 1 1 1
Z(_l)n—lg:1__+___+_——+———+.... (56)

n=1

Nejprve si vS§imneéte, ze soucet vsech kladnych c¢lenti je nekonecna rada

i SR N
~oam—-1 3 5 7 -

ktera skutecné diverguje k oo (napf. podle integralniho kritéria, viz Véta 43).
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A dale soucet vSech zapornych ¢lenu je nekonecna rada

f: 1 1 1 1 1
—_ _ —— — - - = — = — ...:_OO7
om 2 4 6 8

n=1

ktera skutecné diverguje k —oo (napf. podle integralniho kritéria, viz Véta 43).

Potom vhodnym piesklddanim ¢lenti alternujici harmonické fady (56) lze ziskat nekonecnou fadu,
ktera

(a) diverguje k oo:

e Vezméme nejprve jeden kladny clen, tj. ,,soucet” je roven 1.

e Pridejme nyni jeden zaporny c¢len a tolik kladnych ¢lenti, aby byl soucet , tj. soucet
je pak

1 1+1+1+1+ 4—1~2mmm%4>2
2 '3 "'5'7 41 7 ==

(K tomu je zapotiebi k té 1 ptidat 20 kladnych ¢leni.)
e Potom pridejme dalsi (druhy) zaporny ¢len a tolik kladnych ¢lenti, az je soucet .
e Potom pridejme dalsi (tfeti) zaporny ¢len a tolik kladnych ¢élenti, az je soucet .
e Potom pridejme dalsi (¢tvrty) zaporny ¢len a tolik kladngch ¢lentl, az je soucet .
e ...

Uvédomte si, ze kladnych ¢lenti je vzdy dostatek, abychom ptekrocili stanovenou hranici,
protoze soucet téchto kladnych ¢lent je roven oo.

Timto zptisobem po nekone¢né mnoha krocich vycerpame vsechny kladné i vSechny zaporné
¢leny, tedy ptivodni fadu vlastné ,,prerovname”, pricemz vysledny soucet evidentné roste nade

vSechny meze. Tedy tato pferovnana rada diverguje k oo.

(b) diverguje k —oc:

e Podobné jako v ¢ésti (a) vytvaiime soucty, které jsou postupné < —1, < —2, < —3, atd.

(c) konverguje k predem zvolenému redlnému ¢islu: Zvolme si nejprve néjaké ¢islo s € R, ke
kterému ma prerovnana fada konvergovat (napf. s = 7553).

e Nejprve vezméme tolik kladny ¢lent, az je jejich soucet .
e Ptidejme nyni tolik zapornych clentl, az je vysledny soucet .
e Pridejme nyni tolik dalsich kladnjch clent, az je vysledny soucet .

e Pridejme nyni tolik dalsich zapornych ¢lent, az je vysledny soucet .
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Uvédomte si, ze kladnych ¢i zapornych clenti je vzdy dostatek, abychom pfekrocili stano-
venou hranici s, protoze soucet kladnych ¢lenii je oo a soucet zapornych c¢lentl je —oo.

A protoze ptidavame stéle se (v absolutni hodnoté) zmensujici se ¢leny, vysledny soucet po
takovych krocich ,preskakuje“ zvolenou hodnotu s a soucasné se k ¢islu s nekonecné blizi.
Soucasné timto zplsobem vycerpame vsSechny cleny ptvodni fady. Tedy takto pferovnana
fada konverguje pravé k ¢islu s.

(d) osiluje: Mtzeme si dokonce zvolit, mezi jakymi mezemi bude prerovnand fada oscilovat.
Zvolme si proto libovolna dvé ¢isla a,b € R, a < b (napf. a = —2 a b = 3).

e Nejprve vezméme tolik kladny ¢lent, az je jejich soucet .

e Ptidejme nyni tolik zapornych clentl, az je vysledny soucet .

e Pridejme nyni tolik dalsich kladnjch clenti, az je vysledny soucet .
e Pridejme nyni tolik dalsich zapornych ¢lent, az je vysledny soucet .
e ...

Uvédomte si, ze kladnych ¢i zapornych ¢lenti je vzdy dostatek, abychom piekrocili stanovené
hranice b a a, protoze soucet kladnych ¢lent je oo a soucet zapornych ¢lenti je —oo.

A protoze pridavame stale se (v absolutni hodnoté) zmensujici se ¢leny, vysledny soucet
po takovych krocich ,preskakuje“ zvolené hodnoty b (shora) a a (zdola). Soucasné timto
zpusobem vycerpame vSechny ¢leny puvodni fady. Tedy takto pferovnana rada osciluje (mezi
Cisly a a b).

Takze u relativné konvergentnich fad nelze v zadném ptipadé ménit potradi jednotlivych clent,
zatimco u absolutné konvergentnich fad lze poradi jednotlivych ¢lentt ménit libovolné. O

Priklad 153.

(a) V tomto piikladu si ukazeme, ze i kdyz obé fady Y, a, a Y b, konverguji, potom fada
> (ay, .b,) konvergovat nemus.

n=1
Uvazujme nekoneéné tady, kde a,, = b, := (—=1)"! # Potom jsou prislusné nekonecné
fady
a, = (_1)n—1 —, bn _ (_1)n—1 i

v

n=1
konvergentni, coz plyne Leibnitzova kritéria (viz Véta 46), zatimco fada soucint

diverguje k oo, viz Priklad 139.
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(b) Na druhou stranu mize nastat i situace, Ze takovato fada soucinit Y, (a, . c,) konverguje,
~ v . v o . v . v v
prestoze jedna z fad ), a, nekonverguje. Vezméme si napi. fadu

o o0 1
D= =
n=1 n=1 \/ﬁ
kterd diverguje k oo (viz Pifklad 140, kde p = 1), zatimco fada sou¢int
> (o) = 3 (0 = ) = e
n=1 n=1 \/ﬁ \/ﬁ —1 n

konverguje podle Véty 46.
OJ

4.5. Mocninné fady. V odstavci 2.19 jsme ukéazali, jak k dané funkci f(z) pritadit Taylortv po-
lynom stupné n (se sttedem v daném bodé x¢), ktery aproximuje funkci f(z) v okoli bodu zg. V
Poznédmece 18 jsme pak naznacili, ze lze takto ziskat i polynom ,nekonecného stupné“, neboli neko-
necnou mocninnou radu.

Definice 27 (Mocninna fada). Nekoneéna fada tvaru
o0
n __ 2 3
g ap X" =ag+a1 T+ axx” +azxr” + ...
n=0

se nazyva mocninna rfada se stfedem v bodé xy = 0.

Podobné, nekonecna rada tvaru

Zan(x—xo)":ao—|—a1(x—:co)+a2(x—xo)2+a3(x—xo)3+...

n=0

se nazyva mocninna fada se stfedem v bodé x;.

Bod x( se nazyva stted mocninné fady a ¢isla ag, a1, as, as, ... jeji koeficienty. O]

Jedné se vlastné o zobecnéni pojmu polynom do té roviny, ze nyni povolujeme i ,,polynomy stupné

13

oo,

Priklad 154.

(a) Pokud vezmeme vsSechny koeficienty a,, = 1 a zp = 0, dostaneme mocninnou fadu

o0

Zm":1+x+x2+x3+....

n=0
Tato fada je geometricka s pocatecnim cClenem a = 1 a kvocientem ¢ = x a tedy podle
Tvrzeni 10 tato fada konverguje pro |x| < 1, pfi¢emz jeji soucet je ﬁ Tuto skutecnost
budeme vyjadiovat zapisem

- 1
"= e (-1,1). 57
S| | prowe(-1D (57
n=0
Vsimnéte si, ze tato rada diverguje k oo pro x = 1 a osciluje pro x = —1 a tedy otevieny

interval uvedeny v (57) je maximalni mozny interval konvergence pro tuto mocninnou fadu.
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(b) Podobné, mocninna fada

Z(—l)"m"zl—x+x2—x3+...
n=0
je geometrickd s pocateénim ¢lenem a = 1 a kvocientem ¢ = —z a tedy podle Tvrzeni 10 tato
fada konverguje pro |z| < 1, pficemz jeji soucet je 17(171) = H% Tedy plati
(1) = | — e (-1.1)
—1)"a" = roxr € (—1,1).
= 14+ P
Vsimnéte si, ze tato fada osciluje pro x = 1 a diverguje k oo pro x = —1 a tedy uvedeny

otevieny interval je maximalni mozny interval konvergence pro tuto mocninnou fadu.

(="
271

(¢) Mocninné fada s a, = a stifedem xy = 2 je fada

;(;—}l)n(gg—z)nﬂ_%(x—2)+i(x_2)2—%(x—z)u...,

ktera je také geometricka s pocatecnim clenem a = 1 a kvocientem ¢ = —%2. Tedy podle
Tvrzeni 10 tato fada konverguje pro }’”T_Q’ < 1, tj. pro = € (0,4), pFicemz jeji soucet je

(1) . 1 1 2
Z—2n (x —2) :1_(_%2>:2+m_2: - pro x € (0,4).

2

0

Z vyse uvedenych piikladl je vidét, Ze soucet mocninné fady je funkce s(z) proménné x, pricemz
je potfeba urcit jak soucet fady s(z) tak i pro kterd = € R tato fada konverguje.

Pti studiu konvergence mocninnych rad budeme pouzivat kritéria z odstavce 4.2, ktera aplikujeme
na prislusnou fadu absolutnich hodnot (protoze se jedna o kritéria pro nekone¢né fady s nezdpornymi
Cleny). Zfejmé takto ziskdme informaci o absolutni konvergenci dané mocninné rady.

Priklad 155. Urcete, pro které hodnoty x konverguje mocninna rada

e n 2 .3 4 5
x N O
S
; (=1) n 2 3 4 )
Reseni. Podle podilového kritéria (Véta 44) je
Unt1 | _ — ! _n 2] = |2 Dro s o
U, Lgn n+1 '

A tedy pro |z| < 1 tato fada konverguje (absolutné) a pro |x| > 1 nekonverguje (zfejmé pro x < —1
diverguje k —oo a pro x > 1 osciluje).

Pro x = —1 se jedna o zapornou harmonickou fadu
n )
n=1
ktera diverguje k —oo. A pro x = 1 se jedna o alternujici harmonickou fadu, ktera konverguje

(relativng).
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Celkové tedy uvedend mocninné fada | konverguje pro x € (—1,1] |, pfi¢emz pro = € (—1,1) kon-

verguje absolutné.

V Prikladu 163 pak urc¢ime soucet této mocninné rady. 0

Priklad 156. Urcete, pro které hodnoty x konverguje mocninna rada

oo

(=1)

. x2n—1 33'3 $5 x? 33'9
=—r— =+ — ...

2n —1 3 ) 7 9

n

Reseni. Podle podilového kritéria (Véta 44) je
1 n —
N - £2(n+1)-1

1 2n—1
m—1 %

Up+1
Unp,

_2n—1
Con+1

}ZL‘Q‘ —>.I'2 pro n — oQ.

A tedy pro z? < 1 tato fada konverguje (absolutné) a pro x? > 1 nekonverguje (ziejmé osciluje).

Pro x = 1 se jedna o alternujici fadu

1 1 1 1
—1)~ ! =l—=—4+-—=+... 58
; (=1) 2n —1 3 i 5 7 T (58)
ktera konverguje (relativné) podle Véty 46. A pro z = —1 se jedné o fadu s opacnymi znaménky,

nez je fada (58), tedy se opét jedné o alternujici fadu, kterd konverguje (relativné). V Piikladu 164
urc¢ime soucet této rady.

Celkové tedy uvedend mocninné fada | konverguje pro = € [—1,1]|, pficemz pro x € (—1,1) kon-

verguje absolutné. 0

Priklad 157. Urcete, pro které hodnoty x konverguje mocninna rada

oo
2 1'3 1'4 175

n x
SR | LT
P R N YR T R

n=0

Reseni. Podle podilového kritéria (Véta 44) je

1 n+1

(n+1)!
1
R

n! 1

Un+1
— :(n+1)'|x|:n—+1|x|—>0 pro n — 0.

U,

A tedy tato fada | konverguje (absolutné) a pro kazdé x € R|.

Ztejme jste jiz odhadli, Ze soucet této mocninné fady je funkce e”. 0
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Priklad 158. Urcete, pro které hodnoty x konverguje mocninna rada

Zn!:p”:1+x—|—2:p2—|—6x3+24x4—|—120x5—|—....
n=0

Reseni. Podle podilového kritéria (Véta 44) je
(n+ 1)zt

nlxn

Un+1

=(mn+1)]z] 500  pron — oco.
U/n

A tedy tato rada ‘konverguje pouze pro r = 0‘ a nekonverguje pro kazdé x # 0. Ziejmé diverguje k
oo pro x > 0 a osciluje pro z < 0. ]

4.6. Polomér konvergence mocninné fady. Kazda mocninna rfada konverguje ve svém stfedu,
protoZe pro x = xy se jedna o nulovou fadu. Déle ze srovnavaciho kritéria (Véta 42) plyne nésledujici.

Tvrzeni 12. UvaZujme mocninnou tadu
o0
Zan(x—xo)" =ag+a (xr —x9) +ag (v — m0)® +az (x —20)> +.... (59)
n=0
(i) Jestlize tato mocninnd fada konverguje pro néjaké x = ¢, potom konverguje absolutné pro
vSechna |z| < |c|.

(i) Jestlize tato Tada nekonverguje (tj. diverguje k +00 nebo osciluje) pro néjaké x = d, potom
nekonverguje pro vSechna |x| > |d|.

Graficky 1ze obsah Tvrzeni 12 zndzornit nasledovné (viz obr.). Tedy pro kazdou mocninnou fadu
(59) nastava pravé jedna z nasledujicich moznosti:

e Existuje ¢islo R > 0 takové, Ze tato mocninna fada konverguje absolutné pro |z — zo| < R,

tj. pro |x € (rg — R, x9 + R) | a nekonverguje pro |x — xo| > R, tj. pro z < zg — R a pro

r > x9 + R. Rada miize a nemusi konvergovat v kazdém z krajnich bodt z = 2y — R a
T =X+ R.

e Tato mocninnd fada konverguje absolutné pro vSechna = € R (v tomto ptipadé klademe

R := ).

e Tato mocninné fada konverguje pouze pro z = x, a nekonverguje pro vSechna x # 0 (v tomto
ptripadé klademe R :=0).

Cislo R majici vise popsané vlastnosti nazyvame polomér konvergence mocninné fady (59). Pokud
je R > 0 (tj. pokud nastane prvni nebo druhd z vySe uvedenych moznosti), potom hovoiime o
intervalu konvergence ¢i o konvergen¢nim intervalu.

Priklad 159.
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(a) Pro mocninné fady (viz Piiklady 154(a), (b))

n=0 n=0

je polomér konvergence .

(b) Pro mocninnou fadu (viz Pfiklad 154(c))

n

Z (_2}? (l‘ _ 2)n

n=0

je polomér konvergence .

(¢) Pro mocninné fady (viz Priklady 155 a 156)

T OO l,2n71
1 n—1 -1 n—1

je polomeér konvergence .

(d) Pro mocninnou fadu (viz Pfiklad 157)

je polomér konvergence .

(e) Pro mocninnou fadu (viz Piiklad 158)
Z nla"
n=0
je polomér konvergence .

Pro polomér konvergence R mocninné fady plati nasledujici.

Véta 48 (O poloméru konvergence mocninné rady). Pokud existuje limita (vliastni nebo ne-
vlastni)

Qp+1
ap,

lim /|a,| = a, pripadné lim

n—~oo n—~o0o

=a, (60)

potom polomér konvergence mocninné rady (59) je

pro a > 0,

)
a
00, pro a =0,

0, pro a = oQ.
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Diikaz. Vztah pro polomér konvergence R plyne z podilového kritéria (Véta 44), resp. z odmocnino-
vého kritéria (Véta 45). Pokud totiz existuje limita v (60), potom je

Upy1 antr (2 — xo)™ ! (pi1
= Jz— 20| = a.|x — x| pro n — oo,
Uy, an (x — z)" an
resp.
VNl = lan (2 = x0)"| = Y/lan] . /] — wo|" = /lan] .| — 20l = a.|z — 20| pron — co.

Tedy mocninné fada konverguje (absolutné), pokud je a.|z — xo| < 1, a nekonverguje, pokud je
a.lx — x| > 1. Pro a.|z — xo| = 1 konvergovat mize i nemusi.

To znamena, ze pokud je a > 0, fada konverguje pro |z — x| < £ a nekonverguje pro |z — zo| > =,
neboli R = é

Pokud je a = 0, je a.|x — 29| = 0 < 1 pro vSechna = € R, a tedy fada konverguje pro vSechna
r € R, neboli R = oo.

A pokud je a = o0, je a.|r — xo| = 0o > 1 pro vSechna = # 1z, neboli fada nekonveguje pro
vsechna = # x(, neboli R = 0. O

Poznamka 35.
(i) Pfedpoklad existence limity v (60) je pfili§ silny. Lze ukdzat, Ze sta¢i misto limity pouzit
limitu superior (kteréd existuje vzdy), tj.

an+1
G,

limsup {/|a,| = a, pripadné lim sup =a.

n—oo n—~oo

(ii) Z Poznamky 33 plyne, Ze pokud existuje limita lim,, . ’ “ZIl } = a, potom také existuje limita
lim,, .o {/|a,| = @ (a tyto dvé limity jsou si rovny).
(iii) Mtze ale nastat situace, ze lim, .., {/|a,| = a existuje, zatimco lim,, } QZ—:I } neexistuje

(viz napt. Piiklady 144 a 145). Je tedy vidét, ze sta¢i vidy pocitat polomér konvergence
pomoci vzorecku s lim,, .., ¥/|a,| = a (pokud tedy tato limita existuje jako vlastni nebo jako
nevlastni).

O

Priklad 160.
(a) Pro mocninné fady z Piikladu 159(a) plati

1
= lim - =1,

n—oo

an+1

lim

n—0o0

G

a proto je podle Véty 48 (kde a = 1) jejich polomér konvergence roven . Vsimnéte si,
ze podle Poznamky 35(ii) je také

lim {/|a,| = lim V1= lim 1 =1.

n—oo n—0o0
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(b) Pro mocninnou fadu z Piikladu 159(b) plati

lim

n—oo

Ap+y1
Qn,

a proto je podle Véty 48 (kde a = %) jeji polomér konvergence roven | R = 2|, Viimnéte si, Ze
podle Poznamky 35(ii) je také

g
3
:
s
I
lé'
3
9
I
g
| =
|
|

(c) Pro mocninné fady z Prikladu 159(c) plati
1

. Ap+1 . 1 . n

lim = lim % = lim =1,
n—0oo | Qp n—oo & n—oon + 1

resp.
1

. Ap+1 | 2n—1
lim = lim —5— = lim =1,
n—oo an, n—oo 1 n—oo 27’L —f- 1

a proto je podle Véty 48 (kde a = 1) jejich polomér konvergence roven . Vsimnéte si,
ze podle Pozndmky 35(ii) je také

. . a1 veta 5(ii) 1 (54)
lim {/|a,| = lim \/j = — =1,
dm Ve = lim {7 lim /n

resp.

1
lim {/|a,| = lim { =1,
nlgih |a | nlg; 2n —1
pfi¢emz posledni limita se spocita I’'Hospitalovym pravidlem podobné jako (54).

(d) Pro mocninnou fadu z Piikladu 159(d) plati

sy n! 1
(ntl)! = lim ———— = lim =0,
o n—oo O}%—l)! n—oon + 1

Qp+1
Gp,

= lim

n—oo

lim ‘

n—~oo

a proto je podle Véty 48 (kde a = 0) jeji polomér konvergence roven .

(e) Pro mocninnou fadu z Piikladu 159(e) plati

1)!
= limwz lim (n+ 1) = oo,

n—oo n! n—oo

lim

n—oo

a proto je podle Véty 48 (kde a = 00) jeji polomér konvergence roven .

’an+1

Qp

O

Mocninné fady (jakozto ,polynomy* nekoneéného stupné) sdileji s polynomy vSechny dulezité
vlastnosti. Zejména, jak uvidime nize,

— soucet mocninné rady je spojita funkce,
— mocninnou fadu miizeme derivovat ¢len po ¢lenu, pficemz se neméni polomér konvergence,

— mocninnou fadu miZzeme integrovat (neuréitym i urcitym integrélem) ¢len po ¢lenu, pficemz
se neméni polomér konvergence.
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Pro jednoduchost uvadime tyto vlastnosti pro mocniiné rady se stfedem v bodé z, = 0, ale
evidentné tyto vlastnosti plati pro mocninné rfady s libovolnym stiedem x,, pficemz konvergencni
interval se zméni z (—R, R) na interval (zo — R, zo + R).

Véta 49 (Spojitost mocninné rady).
a, " polomér konvergence R > 0 (R € R nebo R = o), tj.

(i) Necht md mocninnd fada ) -,

Zan " = s(x) proz € (—R, R).
n=0

Potom je soucet s(x) této Tady spojitd funkce na intervalu (—R, R).

(ii) Je-li R < oo a je-li tato Tada konvergentni v pravém krajnim bodé x = R, potom je soucet
s(x) funkce spojitd zleva v bodé x = R, tj. plati

o0

Z a, R" = lim s(z).
0 r—R~
(iii) Je-li R < oo a je-li tato tada konvergentni v levém krajnim bodé x = —R, potom je soucet

s(x) funkce spojita zprava v bodé x = —R, tj. plati

Zan(—R)": lim s(z).

r——RT

Priklad 161. V Prikladu 154 vidime, Ze soucet mocninné fady je spojitda funkce na piislusném
konvergenénim intervalu. Vlastnost z bodu (ii) ve Vété 49 budeme ilustrovat v Ptikladu 163 (tento
priklad vyzaduje ,znalost“ integrovani mocninné fady, kterou probereme nize ve Vété 51). U

Véta 50 (Derivace mocninné fady). Necht md mocninnd fada )",

R>0 (ReR nebo R= ), tj.

a, "™ polomer konvergence

s(z) = Zanﬂfn =ay+ar+ayr® +aza’® +agxt + ... prox € (—R, R).
n=0
Potom md funkce s(x) na intervalu (—R, R) derivace vech tadi, pricemz plati

s'(z) :Znanx”_l =a;+2ay7+3azsr® +dag + ... prox € (—R, R),
n=1

= Z (n+1)aper ™.
n=0

Tedy mocninnou fadu miZeme derivovat clen po clenu (tedy lze zaménit poradi sumace a derivace),
pricemz se nemeni polomér konvergence.

Diikaz. Ukazme si alesporti, Ze se pii derivovani mocninné fady neméni polomér konvergence. Necht a
je ¢islo z Véty 48, které urcuje polomér konvergence R (ptuvodni fady). Potom pro derivovanou fadu
plati
(n+2)an n+2 apgo ®
Dan: 1 a,
(n+1)an ,n+1 , Qnt
Tedy podle Véty 48 je polomér konvergence derivované fady roven R, tj. je stejny, jako je polomér
konvergence piivodni fady. 0]

l.a=a pro n — oQ.
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Poznamka 36. Pro derivace vyssich fadu pak plati podobné

:Zn(n—1)%95"’2:2a2+6a3x+12a4x2+20a5x3+...

Z (n+2)(n+1)a,422",
n=0

a podobné pro s”(x), s (x), atd.

Zejména tedy miZzeme vySetfovat vlastnosti mocninné fady z kapitoly 2 na intervalu (—R, R)
tykajici se monotonie, lokdlnich extrému, konvexnosti/konkavnosti, inflexnich bodi, atd. O

Priklad 162. Urcete polomér konvergence a soucet mocninné fady

an”:x+2x2—|—3:p3+4x4+....

n=1
Pomoci ziskaného vysledku urcete soucet rady

Zﬂ5=+—+i+4+5+
feon 25 24 25

Reseni. Polomér konvergence urcime z Véty 48:

. 1 1
it TS 1y = R=--—1.
ay, n a

Tedy fada konverguje pro z € (—1,1) a zfejmé nekonverguje v krajnich bodech tohoto intervalu.

Protoze je na" ! = (z")/, soudet této fady urc¢ime z véty o derivaci mocninné fady (Véta 50):

gnx”:x. gnx”_l =1x. g(x”)’:x. (ix”)lzx. (1f:p)/

n=1

. 1 B T
(a2 | (1)

Volbou x = % pak dostavame, ze

oo

| =
|
No|
Il
.J;|>—l|[\3|>—t
Il
o]

Véta 51 (Neur€ity integral mocninné Fady). Necht md mocninnd fada ). a, x™ polomér
konvergence R >0 (R € R nebo R = o), tj.

:Zanx":a0+a1x—|—a2x2+a3x3+a4x4—|—... prox € (—R, R).
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Potom na intervalu (—R, R) plati

ot 22 3 A
/s(x)dx:Zann+1 :a0x+a15+a2§+a32+~-+0 proz € (—R, R),
n=0
:Zﬁx”—ka
n=1 n

Tedy mocninnou fadu muZeme integrovat ¢len po clenu (tedy lze zameénit potadi sumace a integro-
vdani), pricemz se neméni polomér konvergence.

Piiklad 163. Urcete soucet mocninné rady (viz Ptiklad 155)

> 1 B e
iy T T
> (1) e N B -

n=1
a tedy pro z = 1 také soucet alternujici harmonické fady (viz Ptiklady 149 a 148)

o0

(_1)”_11—1_14_1_1_’_1_
—~ n = 2 3 4 5 7

n

Resend. V Prikladu 155 jsme ukazali, Ze tato mocninna fada konverguje pro x € (—1,1]. Protoze je
Jjn+1

n+1

= [ 2™ dz, soucet této Fady ur¢ime z véty o integraci mocninné fady (Véta 51):

St = S = (o ferar) = [ (o)

n=1 n=0 n=

1
:/1+xdx:ln(1+x)+0 pro z € (—1,1).

Protoze je pro x = 0 tato mocninna fada konvergentni se souc¢tem 0 (kazdd mocninné fada ma ve
svém stiedu soucet 0), po dosazeni za = 0 dostaneme rovnici 0 = In1 + C, tedy C = 0. Je tedy

e}

>, (—1)"1%:1:” =In(1+2) pro x € (—1,1).

n=1

A dale, protoze tato fada konverguje v pravém krajnim bodé z = 1 (je to alternujici harmonicka
fada), je podle véty o spojitosti mocninné fady (Véta 49(ii))

> 1 1 1 1 1
n—1 I . : _ _ _ -
n§1(—1) ﬁ_xhj?—ln(lﬂ)_’ . W2=l-g4g-cd—

Priklad 164. Urcete soucet mocninné rady (viz Ptiklad 156)

> (_1)n71 1 ZL‘3 175 ZL‘7 1,9
Z2n_1x = 3+5 7—1—9

n=1
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Resend. 7 P¥ikladu 156 vime, Ze tato fada konverguje pro x € [—1,1] a konverguje absolutné pro
z € (—1,1). Protoze je £ —

[ a®™dx, soucet této fady uréime z véty o integraci mocninné Fady

(Véta 51): o
S L oS g =S (o [ = [ (3 () o

1
= dxr = arctgzr + C rox € (—1,1).
/ T g p (-1,1)
ProtozZe je pro x = 0 tato mocninna fada konvergentni se souc¢tem 0 (kazdd mocninné fada ma ve
svém stiedu soucet 0), po dosazeni za 2 = 0 dostaneme rovnici 0 = arctg 0+ C, tedy C' = 0. Je tedy

- (_1)71—1 2n—1
me =arctgr  prox € (—1,1).

n=1

A dale, protoze tato fada konverguje v pravém krajnim bodé x = 1, je podle véty o spojitosti
mocninné fady (Véta 49(ii))

(D [T Goom_, 1,11
g ——— = lim arctgz = arc =] — . —=1l——-4+-—=4=-—
o — 1 el 874 ) ! 1 35 79

Podobny vztah plati pro x = —1, protoze tato mocninna fada konverguje i v levém krajnim bodé

r=—1.

Celkové tedy plati vztah

0 —1)»1
Z = 2?1 = arctgx pro x € [—1,1].

Véta 52 (Uré¢ity integral mocninné fady). Necht md mocninnd fada Y, a, " polomér kon-
vergence R >0 (R € R nebo R = o0), tj.

s(x) :Zanﬂfn:a0+a1$+a2x2—i—a3x3—i—a4x4—i—... prox € (—R, R).
n=0

Potom pro libovolny interval [a,b] C (=R, R) plati

[fsrar=3 (o [[rae) =32 (o [55] ) = 35 (50) - S5 (m55)

n=0 n=0 a n=0 n=0

Tedy mocninnou fadu muZeme integrovat ¢len po clenu (tedy lze zameénit potadi sumace a integro-
vdani).

Priklad 165. Urcete soucet fady

i1_1+1+1+1+1+
n2v 1.2 2.22  3.2%  4.24 5,25 77

n=1
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Reseni. Protoze plati

1 :L,n+1 2 % nd
(n+1)2”+1_[n+1]0_/0 A

je podle véty o ur¢itém integalu mocninné fady (Véta 52)

Yiw - Srna -2 ([ )= [ (S) e [

n=1 n=0 n=0

=[-In(l-2)]2=-In (1—%) —(—lnl):—ln% = —In27'=|In2|.

(=R

Tedy plati, ze

In2 ! + ! + ! + ! + !
n —=
1.2 2.22 3.2% 4.2¢4 5.2

+ ..

Konec 10. pfednasky (30.4.2007)

4.7. Taylorovy a Maclaurinovy fady. Pokud se v Taylorové polynomu (viz odstavec 2.19) budou
brat ¢leny se stéle vys$simi derivacemi (az do nekone¢na), dostaneme Taylorovu fadu pfislusnou k
dané funkei f(z).

Definice 28 (Taylorova a Maclaurinova fada). Necht f(z) je funkce, kterd ma na néjakém
intervalu (obsahujicim bod zy jakoZto vnitini bod) derivace vSech Fadt. Taylorova fada se stfedem
v bodé zy pfislusna k funkei f(x) je mocninna fada

1) (1
Z f (' ) (ZL‘ _ :L,O)n (61)

f" (o) f" (o) S (o)
2 (- 3] : Al :

v . . - . “ . (n)
Tzn. Taylorova fada je mocninné rada se stfedem v bodé xy a koeficienty a,, = ! n(,xo).

= f(l'o) —+ f/(l'o) (l‘ — .’L’o) —+ .%'0)2 + (.’L’ — .%'0)3 + (.’L’ — .%'0)4 4+ ....

Pokud je zy = 0, potom se Taylorova fada nazyva Maclaurinovou fadou piislusnou k funkei f(x),

tj.
> £ "0 zn @ (0
S IO oy oy s L0 S0 00
—~ nl 2 3! 4!
Tzn. Maclaurinova fada je mocninnd fada se stfedem v bodé 0 a koeficienty a,, = ! (7;)!(0). U
V piedchozi definici si pfipomeiime zavednou konvenci, ze f(©(z) := f(x) (,nultd derivace* je

samotna funkce) a Ze je definovano 0! := 1.

Priklad 166.
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(a) ProtoZe ma funkce f(x) = sinx derivace vSech fadti a hodnoty funkce sin x a jejich derivaci v
bodé xy = 0 jsou postupné 0, 1, 0, —1, 0, 1, 0, —1, atd. (viz Ptiklad 76), Maclaurinova fada
pro funkci sinx je tvaru

T G DA T E R L5 1
D K R Rt KR
Jeji polomér konvergence je R = oo (podle Véty 48), tj. tato fada konverguje pro vSechna

z € R.

(b) Protoze ma funkce f(x) = cosz derivace vech fadi a hodnoty funkce cosz a jejich derivaci
v bodé xy = 0 jsou postupné 1, 0, —1, 0, 1, 0, —1, 0 atd. (viz Ptiklad 77), Maclaurinova fada
pro funkci cos x je tvaru

f’: (—1)” 1] N 1 1 .
A P
e @) " 2! 4! 6!

Jeji polomér konvergence je R = oo (podle Véty 48), tj. tato fada konverguje pro vSechna
r e R.

(c) Protoze m4 funkce f(x) = e* derivace vSech fadi a hodnoty funkce e* a jejich derivaci v bodé
xo = 0 jsou vSechny rovny 1 (viz Ptiklad 78), Maclaurinova fada pro funkeci e” je tvaru

il S I +1 4+
) 2! 3! 4! 5!

Jeji polomér konvergence je R = oo (viz Piiklady 157 a 159(d)), tj. tato fada konverguje pro
vsechna z € R.

(d) Protoze ma funkce f(x) = In(1 + z) derivace v8ech fadi a hodnoty funkce In(1 + x) a jejich
derivaci v bodé xy = 0 jsou postupné rovny 0, 1, —1, 2, —6, 24, —120 (viz Priklad 79),
Maclaurinova fada pro funkci In(1 4 x) je tvaru

= (=11 (n—1) 1 1 1 1 = (=1)"
Z( )" (n ):c”:x——x2+—x3——x4+—x5+'-'zz( )xn

n! 2 3 4 3 n

n=1 n=1

Srovnejte tento vysledek s mocninnou fadou v Piikladu 163. Tato fada konverguje pro vsechna
€ (—1,1] (viz Priklad 155).
O

Priklad 167. Urcete Taylorovu fadu funkce f(x) = % se stfedem v bodé xy = 2. Dale urcete obor

konvergence této mocninné fady a pripadné jeji soucet.

Resend. Derivace funkce f(z) a JeJ1 hodnoty v bodé 2 jsou nasledujici:

(
) =

fla f@Q)=3=q,
f’(x):—x_Q, f,(2):_i :_21_2!a
f'(z) =2273, ) =%=2%,
@) = 62" o) =t =3
fW(x) = 2427%, fO2) =5=%

O () = (=) nla=0+D), Fo(2) = B
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Koeficient a,, v Tayloroveé fadé tedy je

M@ (=

n!  ontl”

Ay =

a proto ma prislusna Taylorova fada se stfedem v bodé 2 tvar

(1) . 11 1 , 1 ;1 A
> B G L ) R ) N G AR CE) LS

n=0

Uvedena mocninna fada je geometricka fada s pocatecnim clenem a = % a kvocientem ¢ = —%2

(srovnejte s podobnou fadou v Prikladu 154). Tedy podle Tvrzeni 10 tato fada konverguje pro
} 22 } < 1, tj. pro |x — 2| < 2, tj. pro x € (0,4), a jeji soucet je

a 1 1 1

1—q:1+2x7*2:2+(x—2)252f(”’”)'

Alternativné lze polomér konvergence uvedené rady spocitat z Véty 48, ¢ili

1
a ET= 1 1 1
n+l et 2 1+2 = — — — = a[) = R = — = 2
an, ST 2 2 a

V tomto prikladu tedy vidime, ze Taylorova fada funkce f(x) konverguje na svém konvergenénim
intervalu k funkci f(z). O

Z definice Taylorovy fady (61) plyne, Ze tato fada konverguje k ¢islu f(xo) pro x = xy (protoze
kazda mocninna fada konverguje ve svém stiedu).

Situace v predchozim Prikladu 167 ohledné konvergence Taylorovy (¢i Maclaurinovy) fady k sa-
motné funkei f(z) je ,,obvykla“ pro vétsinu funkci. Existuji ale také funkce, které maji derivace vSech
fada (tudiz k nim existuje Taylorova fada), tato Taylorova fada konverguje, ale jiz ne k funkci f(x)
(kromé bodu z).

Priklad 168. Funkce )
e =2, pro x # 0,
-]
0, pro x = 0,
je spojitd a ma derivace vSech fadi na celém R. V bodé zy = 0 toto lze ukazat pomoci vypoctu
jednostrannych derivaci f” (0) a f%(0), f”(0) a f7(0), atd., viz Pozndmka 4(ii). Zejména jsou vSechny
tyto derivace v bodé xg = 0 rovny 0. Tedy prislusna Maclaurinova fada je tvaru

> fFm)(Q 0 0
2] 2 3!

Tedy jedna se o nulovou fadu, kterda samoziejmé konverguje pro vSechna x € R k nulové funkci
s(x) = 0, kterd neni rovna ptvodni funkei f(z). O

Otézku, kdy Taylorova (Maclaurinova) fada funkce f(z) konverguje k funkci f(x), zodpovida
nasledujici tvrzeni, které je bezprosttednim diisledkem Véty 23.

Véta 53 (O konvergenci Taylorovy fady).



127

(i) Taylorova fada (61) funkce f(x) konverguje na svém konvergencénim intervalu I k funkci f(x),
t3. plati rovnost

)= ! n(l 0 (x —20)"  pro vechna x € I, (©2)

< pro posloupnost Tayloroviych zbytki {Rn(x)}zozo (viz (36)) plati
lim R,(z) =0 pro vsechna x € 1.

(ii) Zejména, pokud jsou viechny derivace f™(x) stejné ohranicené na intervalu I, tj. pokud pro
néjake M > 0 je
| ™ (x) | <M pro vsechna n € NU {0} a pro vSechna x € I,
potom plati (62).

Priklad 169. Uvedme si prehled Maclaurinovych fad pro nékteré elementarni funkce, se kterymi se
Casto setkavame.

(a) Pro funkci f(z) = sinx plati (viz Ptiklad 166(a))

; _ S (_1)n 2n+1 _ 1 L5 1
smx—nzzomx —x—gx +ax—ﬁx + ... pro x € R|.

(b) Pro funkci f(x) = cosz plati (viz Piiklad 166(b))

3
—_
[\
—_
N
—_
[}

cosx ZO —1—5x —f-—ZL‘——.?E +... pro x € R|.

(c) Pro funkci f(z) = e” plati (viz Piiklad 166(c))

. w1 1 1 1 1
e —Zon'x 1+x+§x +§x —i—ax +ax + ... pro x € R|.

(d) Pro funkei f(z) = ln(l + z) plati (viz Priklady 166(d) a 163)

- 1 1 1 1
n(l+x) ; —§x2+§x3—1x4+5x5+... pro z € (—1,1]].

(e) Pro funkci f(z) = 7= plati (viz Piiklad 154(a))

:Zx":1+x+x2+x3+x4+x5+... pro z € (—1,1)|.
=0

(f) Pro funkei f(z) =

~—

T, Plati (viz Piiklad 154(b))

1
1+

Mg

(-2 =1—-a+2 -2 +2* —2°+... proz € (—1,1)|.

S
I
o
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(g) Kazdy polynom P(z) = ag + a1 + agx® + -+ + a, 2" je svym vlastnim Maclaurinovym
rozvojem (na celém R), nebot plati, ze

P(0)=ag, P'(0)=ay, P"(0)=2ay, P"(0)=2.3.a3=3las, ...,P"(0)=nla,.

Vyse uvedené rozvoje elementarnich funkci do nekonecnych fad bychom také mohli chapat jako
definice téchto funkci (jak je skutecné provedeno ve skriptech prof. Slovaka). A pak lze pomoci
vlastnosti (napf. spojitosti, derivace, integrélu, atd.) mocninnych fad uvedenych v této kapitole také
odvodit zakladni vlastnosti a vztahy téchto elementarnich funkci, jako napf.

(sinz) =cosx, (cosz) =sinz, (") =e",

Pro rozvoje funkci do nekoneénych fad mizeme pouzivat normélni algebraickd pravidla (s¢itani,
od¢itani, ndsobeni, substituce).

Priklad 170.

(a) Maclaurinova fada funkce z sinz je (pro rozvoj funkce sinz viz Piiklad 169(a))

o I 4 1 5 15
xsmx—:p.(x—gx +ax—ﬁx —I—)

1 1 1 =~ (=" .
:xZ——.x4+—x6——.$8+"': Zﬁﬁ +2 pro x € R.

n=0

(b) Maclaurinova fada funkce ®2£ je (pro rozvoj funkce sinz viz Piklad 169(a))

sin x 1 1 3+1 5 1 -
=—|lx— ==z —z’ — ==
T x 3! 51 7!

1 1 1 = (=1
—1— — 24—t 5. = ) 2
3 TRt Tt T Zon+1)”

prox € R, = #0.

Vsimnéte si, Ze v tohoto vzorce je snadné odvodit limitu lim,_. Sig“ = 1 (viz Priklad 23).

(¢) Maclaurinova fada funkce e=*" je (pro rozvoj funkce e” viz Priklad 169(c))

—z2 __ 1 2 1 3 1 4 1 5

t=—ax2
1 1 1 1 (1)
1.2 4 6 8 10, .. _ 2n
=1 x+2!x 3!:1: +4!:c 5!95 + = 50 ] x pro xz € R.
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4.8. Aplikace nekoneénych fad. Nekonefné (éiselné i mocninné) fady maji mnoho aplikaci. Ne-
budu zachéazet do prilisnych podrobnosti, ale chci zminit alespon nasledujici.

e Piiblizné vypocty funkénich hodnot — srovnejte napt. s Priklady 74 a 170.

e Aproximace funkci — srovnejte napt. s Priklady 169 a 81.

e Vypocet integralii vyssich funkci — viz Poznamka 23.

Piiklad 171.
(a) Primitivni funkce k funkci 22 je funkce (viz Ptiklad 170(b))

xT

sin x B 1 1 1 -
/ . dx—/(x—gx +ax —ﬁx +...>dx

x A = (=1
- oy L 41O = 7 2 o,
I A I il DIy E

n=0

(b) Primitivni funkce k funkci e~ je funkee (viz P¥iklad 170(c))

1 1 1 1
—x? _ 02 4 6 8 10
/e dx-/(l x—i——2!:c —3!95 —i——4!x —5!3: —|—...>dx

3 1 2 1 z7 1 2° 1z

(2n+1)
O
e Vypocet limit — viz napt. Piiklad 170(b).
e Reseni nékterych diferencidlnich rovnic — viz napi. Piiklad 191.
e Jen tak pro zajimavost
Piiklad 172. Urcete soucet ¢iselné fady (viz Priklad 141)
ii—1+l+l+i+i+
f=p? 49 16 25 T
Resend. Funkce ®2£ m4 rozvoj (viz Piiklad 170(b))
sinz I, 1 4, 14

Koreny této funkce jsou ziejmé v bodech +m, £27, £37, £47, atd. a tedy tuto funkci lze ,rozlozit*
na (nekonecény) soucin kofenovych ¢initelt

() Coa) O (o) (o) (50 (05
~(-3) () () (i) 9
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Porovnanim koeficientt u mocniny 2% v rozvoji (63) a (po roznasobeni) v (64) dostaneme

3! w2 Ax?2  9p2 1672

¢ili po vynasobeni ¢islem —7? dostaneme

7r2_1+1+1+1+ el
6 4 9 16 — n?’
Jen pro zajimavost, tuto tivahu provedl Leonhard Euler jiz v 18. stoleti. U

Poznamka 37. Protoze je sin 7 = 1, plyne ze vzorci (63) a (64) volbou z = 7 vyjadfeni
—(1—-2).(1+2). 1_i (1 Y 1_i 1 2. 1_i (1 3
(=) () 03 w) ( em) ( wa) (=) ()
=(1 ! 1+ = 1 ! 1 —|— 1 1 ! 1+ =
B 2 2 4 8 8) "

13355779

T 22446688
neboli dostavame znamy Wallistiv vzorec

™ 22446688

2 13355779

pro vyjadfeni ¢isla 7 (a tedy i ¢isla m) pomoci nekoneéného soucinu.

BN

Nekonecné souciny (a otézky spojené s jejich konvergenci) ale v tomto kurzu neprobirame, tak to
berte jen jako zajimavost. ([l

4.9. Rady funkci. Stejné jako kdyz jsme studovali mocninné fady, tj. fady ,generované“ mocninami
x™ s koeficienty a,, mizeme studovat fady ,,generované* jinymi funkcemi. Napt. Fourierovy fady

Z a, cos(nx), Z by, sin(nx), Z (a, cos(nz) + by, sin(nz)),
n=0 n=0 n=0

pripadné miizeme uvazovat obecné fady funkei (¢i funkcionalni rady)

> falw)

pricemz f,(x) jsou funkce definované na né&jakém (spolecném) intervalu I. V této souvislosti je
pak prirozené klast otazky tykajici se konvergence takové funkcionalni fady, tj. pro kterd = € [ je

definovana funkce .
n=0

a jaké vlastnosti funkce s(x) bude mit (zejména tykajici se spojitosti, derivace a primitivni funkce —
viz prislugné Véty 49, 50, 51 a 52 o mocninnych fadéch).

Stejné jako u mocninnych ¢i ¢iselnych fad je pti studiu obecnych funkcionalnich fad potieba vytesit
otazku konvergence posloupnosti ¢astecnych souctii

sn(2) = fo(@) + fr(x) + - + ful2),
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tj. za jakych podminek a na jakém intervalu konverguje (funkcionalni) posloupnost s,(z) k funkci
s(x), tj. sp(x) — s(x) pro x € I. Pro kazdé pevné zvolené = € I se ale jedna o ¢iselnou posloup-
nost (¢ fadu), a proto mizeme pouzit vSechny néstroje poc¢inaje odstavcem 4.1. Hovofime pak o
bodové konvergenci dané funkcionalni rady.

Ovsem je nutné zdiraznit, Ze jiz nejjednodussi vlastnosti (jako napf. spojitost) funkei f,(z) (a
tedy 1 funkei s, (z)) se pii takové bodové konvergenci nepfenéseji na souc¢tovou funkei s(z).

Piiklad 173. Uvazujme funkce s, (z) := 2™ pro z € [0,1] an € NU {0} (viz obr.). Jedna se tedy o
posloupnost ¢astecnych soucti
so(z) =1, si(z) =m, sy(x) =22 s3(x) =2, s4(z) =2
Vsechny tyto funkce s,() jsou spojité na intervalu [0, 1]. Pfitom
proz € [0,1) je s,(z) =2" —0, aprozr=1je s,(z)=1"—1, n — oo.

Tedy posloupnost s, (z) bodové konverguje na intervalu [0, 1] k funkci

{ 0, pro z € [0, 1),

s(x) ==

1, proxr =1,

pri¢emz tato funkce s(x) je nespojité (viz obr.). O

7 Ptikladu 173 je tedy vidét, ze pro obecné funkcionalni rady je potieba siln€jsi pojem konvergence,
nez je bodova konvergence, ktery bude zarucovat prenos vlastnosti funkei f,(z) na souctovou funkei
s(x). Timto se dostavame k terminu stejnomérné konvergence na intervalu I k dalsim pokro¢ilejsim
partiim matematické analyzy. V tomto zakladnim kurzu ale na tyto véci jiz neni prostor.
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5. ELEMENTARN{ DIFERENCIALNI ROVNICE

Tato kapitola je zaméfena na pouziti diferencialniho a integralniho poc¢tu pro feseni nékterych
jednoduchych diferencialnich rovnic.

5.1. Uvod a motivace. Diferencidlni rovnice je rovnice, ve které se vyskytuje neznamé funkce spolu
se svou derivaci (¢i derivacemi vyssich fadu).

Diferencialni rovnice slouzi k modelovani fyzikalnich procest (viz také konec odstavce 2.7), vysky-
tuji se v ekonomii, biologii, chemii, atd.

Priklad 174. Priklady fyzikalnich procest, které jsou modelovany diferenciadlnimi rovnicemi.

(a) Nezndmd funkce je u = u(x) (poloha bodu na pfimce),

m.u" = F(x) (Newtontiv zdkon).

(b) Neznamé funkce je u = u(z,t) (teplota v bodé = na pfimce v ¢ase t),

a? Uy = Uy (vedeni tepla na pfimce).

(¢) Neznamé funkce je u = u(z,t) (vychyleni v bodé = na pfimce v ¢ase t),

a2 Upy = Uy (vlnova rovnice).

(d) Neznamé funkce je 6 = 0(t) (thel v case t),
0"+« sinf =0 (matematické kyvadlo).

(e) Neznamé funkce je @Q = Q(¢) (mnozstvi radioaktivniho materidlu v case t),

Q =-kQ (radioaktivni rozpad).

Otéazky k zamysleni:

1. Jak pozname, ze dand diferencialni rovnice viibec ma feSeni? (otdzka existence FeSeni)

2. Je toto FeSeni jediné? (otézka jednoznacnosti FeSeni)

3. Kolik feseni existuje?

4. Jak najit toto/tato feseni? (metody feSeni diferencialnich rovnic)

5. Jak urc¢it chovani pfipadnych feseni, aniz by bylo nutné danou diferencialni rovnici vytesit?

(kvalitativni vlastnosti feseni diferencialnich rovnic)

Priklad 175. Diferencidlni rovnice z 3y’ + y = 0 méa feSeni y = % pro libovolné C' € R, protoze

C C
y/:(Cfﬂ_l)lz—— = xy’+y:x<——2)+—:0.
x xr

Tedy tato rovnice ma nekonec¢né mnoho feseni. O
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Reseni diferencidlni rovnice je funkce y = y(z) (pifpadné funkce y = y(t), y = y(x,t), apod.),
ktera spliuje danou diferencialni rovnici.

Reseni diferencialnich rovnic se obvykle najdou pomoci integrovani, a proto budou obsahovat
integrac¢ni konstanty (zfejmé tolik integracnich konstant, kolikrat budeme integrovat). Tedy tzv.
obecné feseni (tj. vSechna feSeni) dostaneme jako mnozinu danou témito konstantami.

Reseni dané pocateéni podminkou, napt. y(rg) = yo (pfedem zadana hodnota v daném bodg), se
nazyva partikularni.

Priklad 176. Obecné feSeni diferencialni rovnice z Pfikladu 175 je

y=—, kde C' € R.
x

Reseni této diferencidlni rovnice spliujici poc¢ateni podminku y(1) = 1 je y = < (tohle je tedy
partikularni feseni). O

Priklad 177. Matematicky lze kazdy ptiklad na vypocet primitivni funkce (neuréity integral, viz
odstavec 3.1) chapat jako diferencialni rovnici y' = f(x), pfi¢emz hledand neznamé funkce y se
vypocita jako y = [ f(x) dx, tedy pfimym integrovanim. O

Réad diferencidlni rovnice je fad nejvyssi derivace, ktera se v rovnici vyskytuje.

Piiklad 178. Tedy diferencialni rovnice z Pfikladu 174(a—d) jsou druhého Fadu, zatimco rovnice v
Prikladu 174(e) je prvniho fadu. O

5.2. Diferencialni rovnice 1. fadu. V tomto odstavci se budeme podrobnéji zabyvat deferencial-
nimi rovnicemi 1. fadu. Tj. jsou to rovnice tvaru

y = Fl(z,y). (65)

Priklad 179.
(a) Rovnice y' = y* ma nekonecnd mnoho feseni (tedy obecné feSeni)

1
Y= C_r

definovanych na (—oo, (') a na (C,o0) a feSeni y = 0 definované na celém R.

C eR,

(b) Rovnice 3y’ = 3 {/y? a pocatetni podminka y(0) = 0 ma feSeni y = 0 a y = z° (a také
libovolnou jejich navazujici kombinaci, viz obr.). Tedy existuje nekoneéné mnoho feseni.

O

Poznamka 38. V obecné teorii diferencidlnich rovnic lze ukéazat, ze pokud je prava strana rovnice
(65) spojitéd, potom TFeSeni pocatecni tlohy s touto rovnici a podminkou y(xy) = yo skutecné existuje
a je jediné — ale pouze v dostatecné malém okoli bodu xg.

Navic je zfejmé, ze toto Teseni bude spojité podle Véty 9 a bude mit spojitou derivaci, protoze
y' = F(x,y) je spojita funkce, jak pfedpokladame. O
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Specialnimi ptripady této diferencialni rovnice jsou rovnice se separovanymi proménnymi a rovnice
linearni, kterym se budeme blize vénovat.

Konec 11. prednasky (3.5.2007 -- misto 7.5.2007)

5.3. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi. Jedna se o rovnici tvaru

y = f(z).g(y),

tj. prava strana z obecné rovnice (65) je F(z,y) = f(x).g(y), tj. je to soucin funkce proménné z a
funkce proménné y (odtud je nazev této rovnice).

Priklad 180.
(a) Pro diferencialni rovnici
7 72 1
b L . _

a proto se jedna o rovnici se separovanymi proménnymi.
(b) Rovnice v Piikladech 177 a 179 jsou vSechny se separovanymi proménnymi.

(¢) Rovnice ¢y = = 4 y neni rovnice se separovanymi proménnymi

0

Pokud napiSeme derivaci y’ jako podil diferencialt Z—i, tj.y = %7 potom lze rovnici se separovanymi
proménnymi piepsat na tvar

dy 1
o= f@).9), = @dyzf(x)dx,

odtud nazev — separované proménné. A tuto posledni rovnici vyfesime integraci na obou stranach —
na levé strané podle proménné y a na pravé strané podle proménné x, tj.

/ﬁdy:/f(x)dx—kC. (66)

Integracni konstantu lze ziejmé brat pouze jednou, napt. tedy na pravé strané. Dostavame tedy
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 13 (O fesitelnosti diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi). Jsou-li
funkce f: (a,b) — R a g: (¢,d) — R spojité a g(y) # 0 na intervalu (c,d), potom md pocatecni
tloha

y'=f().9(y).  y(zo) = o
prave jedno fesent, které je dano implicitné vztahem (66). Konstanta C' se uréi z pocateéni podminky
y(x0) = yo-
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Priklad 181. Pro diferencidlni rovnici z Prikladu 180 mame
dy x? x? x?
<z = = dy = d = dy = d
de  y.(1+23) Y= s /y Y /1—1—3:3 ’
2 3
= 5—’3x2daj:du ’_g/adu_—ln\u\—l—C—glnH—i—xH—C

2
y2:§ln|1+x3|+0.

Pokud je navic zaddna pocateéni podminka y(0) = 2, potom dosazenim do vypocteného vztahu
za x = 0 a y = 2 dostaneme rovnici 4 = (', a tedy partikularni feseni je

2

(ve vySe uvedeném vztahu bereme kladnou odmocninu, protoze hodnota y(0) = 2 > 0).

OJ

Nékteré dalsi typy rovnic lze jednoduchou substituci prevést na rovnici se separovanymi promeén-
nymi. Napf. diferencialni rovnice tvaru

)
y' = f( )
x

se pomoci substituce u = ¥ (Pozor, u = u(z) je funkce proménné x!) pfevede na rovnici se separova-
nymi proménnymi. Skutecné, protoze je (podle pravidla pro derivaci soucinu, viz Véta 10(iii))

u.r=y = u.or+u=y = u.r+u= f(u)
du

1 1
= %x:f(u)—u = —du = —

a posledni uvedend rovnice mé separované proménné (z a u).

Priklad 182. Vyfeste diferencidlni rovnici

/

Yy :1—|—g.
x

Reseni. Volbou u = £, neboli y = u .z, dostaneme y' = u’.x + u a po desazeni do rovnice

d
. x4+u=1+u = u.x=1 = —u.le

dx
1 1

= du = —dx = /du:/—d:p = u=1In|z|+ C.
T x

Zpétnym dosazenim za proménnou u pak dostaneme hledané feseni

gzlnm—l—C =
T

y=xzlnlz|+Cz|, CeR.

(Oveéfte si derivovanim, Ze tato funkce je skutecné fesenim dané rovnice.)
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5.4. Linearni diferencialni rovnice 1. fadu. Jednéa se o rovnici tvaru

y' = a(x)y+b(z)

tj. prava strana z obecné rovnice (65) je F'(z,y) = a(x)y + b(z), tj. je to linedrni funkce vzhledem k
proménné y.

Priklad 183.
(a) Rovnice v Piikladu 174(e) je linearni (a(z) = —k je konstanta a b(z) = 0).
(b) Rovnice v Prikladech 179 a 180(a,b) nejsou linearni.

(c) Rovnice v Prikladu 180(c) je linearni.

Linearni diferencialni rovnici 1ze jednoduchym zptisobem vyftesit.

e Rovnice je tzv. homogenni, tj. b(x) = 0. Potom se jedné o rovnici y' = a(z) y, coZ je rovnice
se separovanymi proménnymi

dy 1 1
%—a(x)y = Edy—a(x)d:p = /;dy—/a(x)dx

= In ‘y‘ = /a(x) dx +C = |y| = efa(z)derC — efa(:v)da: . €C

— iyzefa(w)da:.ec — y = efa(w)dx. (:l:€C>
lib. k
ib. konst.

o [y—cd@n] cer (67)

e Rovnice je tzv. nehomogenni, tj. b(z) # 0. V tomto ptipadé se nejprve cela rovnice vynasobi
vhodnou funkei p(x) (tzv. integracnim faktorem), aby po tpravach vznikl vyraz pro derivaci
soucinu. Integrac¢ni faktor je funkce

Tedy plati

Yy —a(z)y=>bz) = [ —a(x)y] . plx) =b(z) . p(x)
= y/. e—fa(z)dx . ya(:p) ) e—fa(ac)da: _ b(l’) ] e—fa(z)da:

(N J
g

(y.effa(x)d:v)’

(y,e—fa(mdm)’ = b(z). o~ Ja(@)dz

4

b(z).e d @ gy 4 C

= y:efa@dml/b(x).e—famdwdﬁc , CeR.  (68)

Tedy jsme dokazali nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 14 (O FeSitelnosti linearni diferencidlni rovnice 1. ¥adu). Jsou-li koeficienty a(x) a
b(x) spojité funkce na intervalu (a,b), potom md pocdatecns iloha

Y =a(@)y+b(z),  y(xe)=wo

pravé jedno Tesent, které je na celém intervalu (a,b) definovano vztahem (68). Konstanta C' se urci
z pocdtecni podminky y(xo) = yo-

Tedy vidime, Ze na rozdil od nelinearnich rovnic, které maji zaruc¢enu existenci a jednoznacnost
feSeni pouze na okoli bodu xy (viz Poznamka 38), jsou linedrni diferencialni rovnice jednozna¢né
fesitelné na celém intervalu spojitosti pravé strany rovnice.

Priklad 184. Vyfeste diferencialni rovnici

Yy =-3y+x.

Reseni. Protoze je 3y + 3y = x, je integra¢ni faktor

,u(x) _ ef3dz — 37
Potom plati
y e 4+ 3y et = e = (y.e?’x)/:xe?’m
—_—
x\/
(y-™)
. . u = e = Loy 14,
= y. e’ :/xe3 dz +C _ U,:13 :§xe3 —563 +C
1 1 s
= y=—-x——-+Ce , CeR.
3 9
(Oveéfte si derivovanim, Ze tato funkce je skuteéné fesenim dané rovnice.) 0

Nékteré dalsi typy rovnic lze jednoduchou substituci prevést na rovnici linearni. Naptiklad tzv.
Bernoulliova rovnice

y'=a(z)y+blx)y
se pomoci substituce u = y'~" (Pozor, u = u(x) je funkce proménné z!) prevede na rovnici linearni.

Priklad 185. Vyfeste diferencidlni rovnici

y = =3y + xy’.
Reseni. Jedna se zfejmé o Bernoulliovu rovnici s r = 2. Substituci u = y=! = i dostaneme u' =
T — y—; a tedy dana rovnice se prevede na tvar
Y 1
Yy = -3y +xy’ = = =-3-+zx = u' = —3u+ .
) Y

Posledni rovnice je linearni diferencialni rovnice pro nezndmou funkci u(z). Z Ptikladu 184 vime, ze
jeji feseni je funkce
1 1

=cr—c+Ce ™
U Sx 9—1— e
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Zpétnym dosazenim za funkci v pak dostaneme Teseni ptivodni rovnice

1 1 1 1
Ll gy 4(Ce? = Y= - C eR.
1,1 ~3z |’
y 3 9 3T — 5+ Ce™
(Ovéfte si derivovanim, Ze tato funkce je skutecné fesenim dané rovnice.) O

Dalsim trikem, ktery nékdy mtize pomoci prevést danou rovnici na linearni diferencialni rovnici,
je zdména nezavislé a zavislé peoménné = a y. Tedy misto hledani Feseni jako funkce y = y(z) jej
budeme hledat jako funkci x = x(y). Vysledkem potom zfejmé bude FeSeni zadané pomoci inverzni
funkce.

Priklad 186. Vyreste diferencialni rovnici

Reseni. Tato rovnice neni linedrni diferencidlni rovnice. Plati ale
dy 1 dx 9
— = = — =2z +y°,
de  y?—2x dy 4
pri¢emz posledni rovnice uz je linearni diferencidlni rovnice pro neznadmou funkci z = x(y). Tuto
rovnici vyfesime metodou integra¢niho faktoru, tj. u(y) = €. ReSeni je potom tvaru (po dvojnasobné
integraci per-partes v integralu [ y? e* dy)
1 1

1
2 —2
=y —-y+-+Ce?|, CeR.
. 2y 2y 4 c ’

(Oveétte si derivovanim, Ze tato funkce je skutecné fesenim dané rovnice. Derivaci y’ ziskate z pravidla
pro derivovani implicitni funkce, viz odstavec 2.12.) O]

5.5. Aplikace linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu. V tomto odstavci probereme (na
ukazku) tii aplikace linearnich diferencialnich rovnic.

e Radioaktivni rozpad — Radioaktivni material se rozpada rychlosti, ktera je pfimo tmérna mnoz-
stvi pritomného materialu.

Tedy oznac¢ime-li jako Q(t) mnozstvi [vétSinou gramu| radioaktivniho materidlu v ¢ase t [roki],
potom musi platit rovnice

Q'(t)=—-rQ(t)|, kde r > 0 je konstanta timérnosti.

Vsimnéte si, ze materidlu ziejmé ubyva, tj. Q" < 0.

Piiklad 187 (Radioaktivni rozpad). Radium-226 mé polocas rozpadu 1620 let. Najdéte cas
potiebny k tomu, aby se dané mnozstvi Ra—226 zmensilo na % ptvodniho mnozstvi.

Resend. Oznacime-li jako Q(0) := @ ptivodni mnoZstvi Ra—226, potom pro hledanou funkci Q(t),
ktera splituje (homogenni) linearni diferencialni rovnici Q' = —r @, plati (viz (67))

Qt)=Ce™ = QO0)=C"=C = C=Qy = Q)=Qoe.
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Nyni uré¢ime konstantu r z informace o polocasu rozpadu:

Iny 02 ) 000428 flet]
1620 1620 ool

1 1
iQonoe_’"'mQO = lnaz—r.1620 = r=

A nyni ur¢ime hodnotu ¢, pro kterou je Q(t) = % Qo:

3 . 3 In 1620 In 2
— Q= s ln-=-—rt = = = - 4
g @o=Qc RV —r In2

Y

~|672.4 let] |.

OJ

e Vymeéna tepla mezi télesem a okolim — Povrchovéa teplota télesa se méni rychlosti, ktera je primo
umérna rozdilu teploty télesa a okolniho prostiedi (tzv. Newtoniv teplotni zakon).

Ozna¢me teplotu télesa v ¢ase t jako O(t) [°C| a teplotu okolniho prostiedi jako 7' [°C]. Potom
musi platit rovnice

O'(t) = —k[O() — T, kde k& > 0 je konstanta imérnosti.
Vsimnéte si, ze pokud bude teplota okolniho prostfedi vyssi, nez je teplota télesa (tj. pokud je

©(t) < T), potom je © > 0 a téleso se bude zahtivat. Zatimco pokud bude teplota okolniho prosttedi
nizsi, nez je teplota télesa (tj. pokud O(t) > T'), potom je O’ < 0 a téleso se bude ochlazovat.

Piiklad 188 (Detektivni kancelar). Je nalezena mrtvola, jejiz teplota je zméfena na 26.6 °C. O
3 hodiny pozdéji je jeji teplota 21.1 °C, pricemz teplota okoli je 18.3 °C. Urcete ¢as timrti.

Reseni. Pii pouziti vyse uvedeného znaceni (pro ¢as t v jednotkdch [hodin]) mame
T =18.3, ©(0) = 26.6 (teplota v ¢ase nalezeni mrtvoly), O(3) = 21.1,
pri¢emz funkce O(t) splituje rovnici
O=-kO-T) == O=-kEO+kT.
Posledni rovnije je linedrni diferencialni rovnice pro nezndmou funkci ©(¢). Tuto rovnici vyfesime
metodou integracniho faktoru p(t) = e, tj. podle (68) je
O=T+Ce™=183+Ce " CeR.
Konstanty C' a k uréime z informaci o poc¢ateéni teploté a o teploté v éase ¢t = 3 [hodiny], tj.
266 =0(0)=183+Ce"=183+C = (=83 = ©O=183+83e ",

a déale

21.1 —18.3
21.1=0(3) =183 +83e % = = —g3 ~0337 = —3k=1n0337

~ In0.337

~ 0.362.
3

= k=

Tedy hledané feseni je funkce

O(t) = 18.3 + 8.3 ¢ 0302 |,

Jak se ur¢i ¢as amrti? Urcime ¢as t, pro ktery je ©(t) = 37 °C (teplota lidského téla). Tedy
_o362¢ 37— 183

18.34+8.3¢ 70362 —37 =
+ e e 33

~ 2253 = —0.362t =1n2.253

In 2.253
= t=- %.362 R —224~ — ‘2 hodiny 15 minut ‘

Mrtvola byla nalezena pfiblizné 2 hodiny a 15 minut po smrti. U
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e Michéni dvou latek — napi. voda a do ni roztok soli, nebo voda (jezero) a do ni necistoty z
tovarny, atd.

Piiklad 189 (Michani roztoku). Vodni nadrz o celkovém objemu L = 1000 [litri] obsahuje Qo = 0
[gramii] soli v pocateénim Case ty = 0 [minut]. Do nadrze pritékd roztok o koncentraci soli ¢ = 50
[gramii/litr] rychlosti v = 20 [litrti/min| a po fadném promichani s vodou v nadrzi z ni vytéka stejnou
rychlosti (viz obr.). Uréete mnozstvi soli Q(t) v nadrzi v libovolném ¢ase ¢ a limitni mnozstvi pro
t — o0.

Reseni. Oznadili jsme jako Q(t) [g] mnozstvi soli v nadrzi v libovolném ¢ase ¢ [min]. Potom Q’(t)
udava, jak rychle se toto mnozstvi méni a pritom musi platit, ze

Q'(1) = ( rychlost, s jakou stil ) _ ( rychlost, s jakou stl )

do nadrze pritéka z nadrze vytéka

Stl do nadrze pritéka rychlosti

c.v=>50 [g/l] .20 [I/min] = 1000 [g/min].

A protoze v nadrzi je vzdy koncentrace soli rovna % = ?0—% [g/]], stl z nddrze vytéka rychlosti
t t t
# U= % lg/l] .20 [l/min] = % [g/min)].

Tedy hledané funkce Q(t) spliiuje rovnici

Q(t) Q
(t) =c.v— : = ' =1000 — =,
Qt)=cv-=" v Q =
coz je linearni diferencialni rovnice 1. fadu, a dale spliiuje pocatecni podminku
Qo)) =Q =  Q(0)=0. (69)
Uvedenou rovnici vyfesime metodou integrac¢niho faktoru
M(t):ef%dt:e%t - M(t):€f5_10dt:€0'02t

a potom je (vypoc¢ty uvadim jak pro obecnou situaci tak i pro nas konkrétni priklad)

Q,+%Q:CU = Q' +0.02Q = 1000,

S

Q/e%t I % e%tQ — vttt N 7002t 1 () 09 eO.OQtQ — 1000 021,

(Q 6% t)l — C'Ue%t = (Q e0.0Qt)/ — 1000 e0.0Zt’
0.02¢

0.02

v
Qe%t:/we%tdt:w@z +C = QeO'OQt:/IOOOeO'OQtdt:1000 +C,

L

Q=cL+CeT! = Q = 50000 + C' e %%t CeR.

A protozZe je poc¢ateéni mnozstvi zndmo v (69), pro integracni konstantu C' plati
Qo=Q(tg)=cL+Cet™ = 0=Q(0)=50000+ Ce°,
C=(Qy—cL)etl = (O =-50000,
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a tedy vysledné partikularni feseni (udavajici kolik gramu soli bude v nadrzi v okamziku ¢ minut) je
tvaru

Q =clL + (QO — CL) 6% to 6_%t = Q = 50000 — 50000 6_0'02t,

Q=cL+(Qo—cL)e £ = Q = 50000 (1 — e 02) |.

Tedy v zavislosti na tom, jestli je Q)9 > ¢ L nebo Qg < ¢ L, mnozstvi soli v nadrzi (zadporné exponen-
cialné) klesa nebo roste, a pii Qg = ¢ L zlstava stéle stejné.

Pro situaci v tomto prikladu je vysledné mnozstvi soli zobrazeno v souboru <graf michani.pdf>

Pro t — oo je potom

lim Q(#) = lim {c L+ (Qo—cL) ¢ <t0t0) b= limQ(t) = lim 50000 (1 eO-Z“)
lim Q(t) =L [g] = [ Jim Q@) =50000 [g

Po dostatecné dlouhé dobé bude tedy koncentrace soli v nadrzi rovna

L
Qu=""=c lg/l,  meboli  Qu="po0

coZ je presné koncentrace pritékajiciho roztoku (samoziejmé, po ,nekoneéné dlouhé dobé* pritékajici
roztok ,nahradi“ puvodni roztok v nadrzi, pficemz vibec nezalezi na ptivodnim mnozstvi (Jg, tj. na
tom, kolik soli bylo v nadrzi na pocatku). O

=50 [g/l],

Piiklad 190 (Michani roztoku — pokracovani). Jak se zméni model v pfedchozim Pfikladu 189,
pokud bude roztok po fadném promichani s vodou v nadrzi vytékat rychlosti pouze w = 19 [litri/min]|
(viz obr.)? Predpoklddame-li, Ze nadrz méa celkovy objem 1600 litrt, jakd bude koncentrace roztoku
v nadrzi v okamziku jejiho naplnéni?

Resend. Vsimnéte si, Ze se nyni objem roztoku v nadrZi méni (roste) a to rychlosti v — w = 1
[litr /min]. To znamen4, Zze nyni sl z nadrze vytéka rychlosti
Q(t) Q(t) . 19Q(1) :
LW = ] .19 [I =——" .
T o—wi—t9 " To001¢ &1 1/min] = 500 &/minl
Vysledna diferencialni rovnice ma tedy tvar
Q(t) 19Q(t)

Q(t)=c.v =  Q =1000— —L

L+ (w—w)(t—ty) 1000 + ¢’

coz je opét linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu, pficemz feSeni (Q(t) splituje poc¢ateéni podminku
(69). Pfislusny integra¢ni faktor je (nyni jiz pouze pro nase konkrétni hodnoty)

M(t) — ﬁgﬂdt _ 19 In(1000+t) _ e1n(1000+t)19 _ (1000 + t)lg.

e


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/graf_michani.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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Tedy plati

19Q(t
Q + ﬁgt =1000 = @ (1000 + t)* 4+ 19Q(t) (1000 + ¢)*® = 1000 (1000 + ¢)*
= [Q (1000 + #)°]" = 1000 (1000 + )
1000 - t)2
= Q1000 + )" = / 1000 (1000 + £)** dt = 1000 % +C
50 (1000 + )% 4-C C
N - =1 50(1000 4 ¢) + ———|.
@ (1000 + £)10 (1000 +1) + (1000 + )19
Z pocatetni podminky (69) pak uréime hodnotu C| tj.
C
0=Q(0) =50.1000+ 5 = C=-50000.1000" = —5.10". (10%)" = —5.10%,
Tedy vysledné partikularni feseni je tvaru
5. 1061
= 50 (1000 + ) — ——————
@ (1000 +¢) (1000 4 £)19 |’

jehoz graf je zobrazen v souboru <graf michani2.pdf>.

Protoze v nadrzi bylo puvodné 1000 litrt vody a nadrz se nyni napliuje rychlosti 1 litr/min, bude
nadrz naplnéna za 600 minut (tj. za 10 hodin). Tedy v okamziku ¢t = 600 bude v nadrzi

5.106!
600) = 50 (1600) — ———= ~ 79993 .4 li
Q( ) ( ) (1600)19 [g] S0 17

tj. koncentrace soli bude

Q(600)  79993.4
~ ~ 49.996 [g/1
1600 1600 l&/1)

tedy tato koncentrace bude témér stejna jako u pritékajiciho roztoku. (l

5.6. Linearni diferencialni rovnice 2. fadu. Linearni diferencidlni rovnice 2. fadu je rovnice
tvaru

a(x)y" +b(x)y + c(x)y = f(z),
kde funkce a, b, ¢, f : [ — R jsou koeficienty v této rovnici.

Linearni diferencialni rovnice 2. fadu maji podobné vlastnosti jako linearni rovnice 1. fadu, zejména
jejich fesSeni existuji a jsou urcena jednoznac¢né — na celém intervalu spojitosti koeficientii rovnice —
pomoci dvou pocatecnich podminek

y(l’o) = Yo, y/(l"o) = Y1,

tj. je zaddna hodnota funkce a jeji derivace (neboli bod v roving, kterym musi feSeni projit, a pak
sklon, pod kterym musi feseni timto bodem projit).

O téchto rovnicich existuje velké mnozstvi literatury, obvykle se studuji zejména rovnice s kon-
stantnimi koeficienty
ay" +by +cy = f(x),
které maji mnoho aplikaci napf. pii modelovani mechanického a elektromagnetického kmitani.

Pro ilustraci uvedme linearni diferencidlni rovnici 2. fadu s konstantnimi koeficienty, kterou vyfte-
Sime (bez jakychkoliv dalsich znalosti teorie diferencidlnich rovnic) pomoci nekone¢énych fad.


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/graf_michani2.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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Priklad 191. Vyfteste diferencialni rovnici
y'+y=0

pomoci nekone¢nych rad.

Reseni. Hledejme TeSeni této rovnice ve tvaru mocninné rady

oo
Yy = E Qp X"
n=0

Potom podle pravidla pro derivaci mocninné fady (Véta 50) plati

y/ = Zannxn_l = Za”“ (n+ 1)1‘”,
n=1 n=0

Y= an (- 1)a" =Y an (042) (1)
n=2 n=0

Dosazenim do rovnice y” + y = 0 dostavame

0= Zan+2 (n+2)(n+ 1)x”+2anx” = Z [ap2(n+2) (n+1) +a,] 2"
(L=O — . n=0 n=0
Yy’ Y

Tedy posledni uvedend fada je mocninné fada pro konstantni funkci s(x) = 0, a proto musi vSechny
jeji koeficienty byt nulové, tj.

ant2(n+2)(n+1)+a,=0 pro vSechna n € N U {0}.

Odtud vychazi rekurentni vztah pro jednotlivé koeficienty

n+2)zn+1)

(pyo = —( pro vSechna n € NU {0}.

Tedy jsou-li koeficienty ag a a; dény (vSimnéte si, ze ag = y(0) a a; = y'(0), tj. tyto koeficienty jsou
dény pocateénimi podminkami ve stfedu hledané mocninné fady), potom je

agp ay
as = ——, az = — 57,

2 3.2

a9 Qg a3 a1
“TTIs A T TEaA T
b G4 _ 85 _ @
6~ 6.5 6! T 76 7!

ap ay
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Celkové je tedy hledané feseni tvaru

y—ngoanx =aqy+ a1 2!20 3!20 +4!x +5!x 6!20 7!20 + ...
1 4 1 4, 1 4 e L o
ao{l_ﬁl”r@x _E‘T ot (=) @x e

3! 5! 7!

_ my{fi(—1ﬁ(22ﬂx%}-+ay{§§(—1ﬁzagiiﬁ4¥Ml}.

k=0 k=0

1 1 1 1
—|—a1{:p——x3—|——x5——x7+---+(—1)k7x2k+1—|—...}

Vidime tedy, ze hledané obecné feseni je linearni kombinaci dvou funkei (viz Piiklad 169)

BRRY 2k _ 1)k kA1 _
E (—1) on] " = cosz, E (—1) ok 1) x = sinz,
k=0 k=0

pfi¢emz uvedené mocninné fady konverguji pro vSechna = € R (jejich polomér konvergence je R =
o0). Neboli obecné feseni uvedené diferencialni rovnice je (polozime-li C':=ag a D := ay)

., zcR, C,DeR

(Ovétte si zderivovanim, Ze tato funkce je skutecné fesenim pro libovolné konstanty C, D € R.) O

‘y:Ccosx—i-D sin x

[Konec 12. prednasky (14.5.2007)
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