Matice - pokrocilé partie Matice a linearni zobrazeni

Ze zékladniho kurzu matematiky je tfeba znat nasledujici témata: (staci napt. Pomoci matic mizeme definovat linearni zobrazeni:

vrozsahu http://mathstat.econ.muni.cz/materialy/matematika) Priklad : Matice A = ; ? definuje linearni zobrazenf pfifazujici vektoru
@ Matice a zakladni operace s maticemi x=( %) cRr2vekior A x — Ixi +2x
X2 2x1 + 1x2

Determinant matice

Inverzni matice

Systémy linedrnich rovnic

Elementarni transformace, Gaussova elimina¢ni metoda
Euklidovsky prostor

Linearni nezavislost vektort, hodnost matice

Matice a linearni zobrazeni Matice a linearni zobrazeni

Pomoci matic mizeme definovat linearni zobrazeni: Pomoci matic mGzeme definovat linearni zobrazeni:

Priklad : Matice A = ; ? definuje linearni zobrazeni prifazujici vektoru Priklad : Matice A = 5 ? definuje linearni zobrazeni pfifazujici vektoru
_( X 2 o Txt2x (X 2 o xat2x
x7<XZ>ER vektor A X7<2x1+1x2 X = Xo € R* vektor A- x = 2x1 + 1
. 1 1 0 2
Napfiklad pro vektor x = 0 dostaneme A - x = P Proy = 1 dostaneme A -y = 1)
Ax Ax
2 14 “ 14

Matice a linearni zobrazeni, priklad Matice a linearni zobrazeni, priklad

Pokud bychom chtéli provést totéz pro vektor z = x + y = ( 1 ) diky Pokud bychom chtéli provést totéz pro vektor z = x + y = ( 1 ) diky

linearité zobrazeni nemusime pocitat soucin A - (x + y), ale staci seéist

SNUROED!

linearité zobrazeni nemusime pocitat soucin A - (x + y), ale staci se€ist

SNUEGED!




Matice a linearni zobrazeni, pfiklad Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pokud bychom chtéli provést totéz pro vektor z = x + y = 1 diky

linearité zobrazeni nemusime pocitat soucin A - (x + y), ale staci seCist
1 2 3
venr- (1) ()-(3)

Y Ay
i

/-

Vektor z = x + y z pfikladu m& jexdnu zajimavou vlastnost. Pfi ndsobeni matici
A se nezménil jeho smér, ale pouze se ztrojnasobila jeho délka. Takovy vektor
pak nazyvame vlastnim vektorem matice A pfislusejici vlastnimu &islu 3.

Vlastni &isla a vlastni vektory

Definice : Pokud pro ¢tvercovou matici A existuje ¢islo A a nenulovy vektor x
takové ze Ax = \x, pak €islo A nazyvame vlastnim ¢islem matice A a x
nazveme vlastnim vektorem odpovidajicim €islu .

Priklad : Existuji pro matici A z pfedchoziho pfikladu néjaké dalsi vektory
prislusejici vlastnimu &islu 3?

Definice : Pokud pro ¢tvercovou matici A existuje ¢islo A a nenulovy vektor x
takové ze Ax = \x, pak ¢islo A\ nazyvame vlastnim ¢islem matice A a x
nazveme vlastnim vektorem odpovidajicim ¢islu \.

Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Definice : Pokud pro ¢tvercovou matici A existuje €islo A a nenulovy vektor x
takové Ze Ax = \x, pak €islo A\ nazyvame vlastnim Cislem matice A a x
nazveme vlastnim vektorem odpovidajicim €islu .

Priklad : Existuji pro matici A z pfedchoziho pfikladu néjaké dalsi vektory
pfislusejici vlastnimu &islu 3?

Pfiklad : Existuje pro matici A néjaké jiné vlastni ¢islo? (hint: najdete na
obrazku néjaky jiny vektor, ktery neméni transformaci smér?)

Vlastni Cisla a vlastni vektory, pfiklad Vlastni Cisla a vlastni vektory, pfiklad

Reseni: Pfepidme si soustavu rovnic, pomoci které jsou vlastni &isla
definovana.

X1+ 2Xo = AXq

2X1 + Xo = A\X2

Anulovanim rovnic dostaneme homogenni systém
(1=XNx1+2x2 =0
2x1 + (1 — )\)Xz =0

Kdy ma homogenni systém i jiné nez trividni (rozuméj nulové) feseni? Matice

1-x 2
2 1-A

byt singularni, tedy jeji determinant musi byt nulovy.

soustavy A — Al = (kde I znadi jednotkovou matici) musi

Reseni: Pfepidme si soustavu rovnic, pomoci které jsou vlastni &isla
definovana.

X1+ 2X2 = A\Xq

2X1 + Xo = A\Xo

Anulovanim rovnic dostaneme homogenni systém
(1=XNx1+2x=0
2x1 + (1 - /\)X2 =0

Kdy ma homogenni systém i jiné nez trividlni (rozuméj nulové) feseni? Matice
1-x 2

2 1=
byt singularni, tedy jeji determinant musi byt nulovy. Rozepi$me tuto
podminku podrobngji: |[A — M| = (1 —\)2 —4=0,tedy (1 —\)> =4 a
(1 — A) = £2. Dostali jsme dvé vlastni ¢isla A\ =3 a Xp = —1.

soustavy A — A\l = (kde I znaci jednotkovou matici) musi



Vlastni Cisla a vlastni vektory, pfiklad Vlastni Cisla a vlastni vektory, pfiklad

Reseni: Prepi$me si soustavu rovnic, pomoci které jsou vlastni &isla Pro Ao = —1 dostaneme:
definovana.
X1+ 2Xx2 = — X

X1+ 2X2 = AXq 2%+ x X
1 2= —X2

2X1 + Xo = AXo

Anulovanim rovnic dostaneme homogenni systém Po anulovani:

(1=XNx1+2x2 =0 2X% + 2% =0

2x14+(1-Nx2 =0 2x1+2x =0
Kdy ma homogenni systém i jiné nez trivialni (rozumé&j nulové) feseni? Matice . o ; . .

1-\ 2 dostavame feSeni x; = —x, Xxo = t € R. Odpovidajici vlastni vektor je tedy lib.
soustavy A — A\l = (kde I znaci jednotkovou matici) musi .,
2 1= nenulovy nasobek vektoru 1

byt singularni, tedy jeji determinant musi byt nulovy. RozepiSme tuto -

podminku podrobnégji: |A — M| = (1 —=X)2 -4 =0,tedy (1 —\)?>=4a

(1 — X) = £2. Dostali jsme dvé vlastni ¢isla Ay = 3 a A, = —1. Jaké vektory
prisluseji témto vlastnim €islim zjistime jiz snadno jako feSeni systému

Ax = \1x a Ax = \ox. Prvni systém nemusime fesit, vime Ze rovnici vyhovuje

Vlastni Cisla a vlastni vektory, navod Vlastni Cisla a vlastni vektory, navod

Shriime si nyni postup nalezeni vlastnich ¢isel a vlastnich vektord pro Shriime si nyni postup nalezeni vlastnich ¢isel a vlastnich vektord pro
obecnou ¢tvercovou matici A: obecnou Etvercovou matici A:
@ Odecteme ) od kazdého z diagonalnich prvki matice A @ Odecteme X od kazdého z diagonalnich prvk( matice A
o Vyjadfime determinant |A — Al| , tzv. charakteristcky polynom @ Vyjadfime determinant |A — Al| , tzv. charakteristcky polynom
@ Polozime tento polynom roven nule, ¢imz ziskdme tzv. charakteristickou @ PoloZime tento polynom roven nule, ¢imz ziskdme tzv. charakteristickou
rovnici |[A—=Xl| =0 rovnici |[A—=Xl| =0
@ Nalezneme realné koteny charakteristické rovnice @ Nalezneme realné koteny charakteristické rovnice
@ Ke kazdému vlastnimu &islu \; sestavime systém rovnic (A —Al)x =0, @ Ke kazdému vlastnimu &islu \; sestavime systém rovnic (A — Al)x =0,
jeho feSenim ziskame odpovidajici vlastni vektor(y) v;. jeho feSenim ziskame odpovidajici vlastni vektor(y) v;.

Priklad : Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matici B = ( 31 g) )

Vlastni Cisla a vlastni vektory, navod Vlastni Cisla a vlastni vektory, priklad

Shriime si nyni postup nalezeni vlastnich &isel a vlastnich vektort pro Priklad : Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matici
obecnou Ctvercovou matici A: 5 -6 -6
@ Odecteme A od kazdého z diagonalnich prvk( matice A C= *31 46 24

@ Vyjadfime determinant |A — Al| , tzv. charakteristcky polynom

@ Polozime tento polynom roven nule, ¢imz ziskdme tzv. charakteristickou
rovnici |[A—Al| =0

@ Nalezneme realné kofeny charakteristické rovnice

@ Ke kazdému vlastnimu &islu )\; sestavime systém rovnic (A — A\l)x =0,
jeho fesenim ziskame odpovidajici vlastni vektor(y) v;.

Priklad : Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matici B = ( _01 (1) >

Reseni: Sestavime charakteristicky polynom:

-2 1
B-X[=]| 1 o
bohuzel v redlném oboru fedeni, takze neexsituji zadna realna vlastni isla
matice B.

= A2 + 1. Charakteristicka rovnice A2 + 1 = 0 nema




Vlastni Cisla a vlastni vektory, pfiklad Vlastni Cisla a vlastni vektory, pfiklad

Priklad : Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matici Priklad : Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matici
5 -6 -6 5 -6 -6
C= -1 4 2 . C-= -1 4 2
3 -6 -4 3 -6 -4
Reseni: Sestavime charakteristickou rovnici: Reseni: Sestavime charakteristickou rovnici:
5-\ -6 -6 5-\ -6 -6
[C=MN|=| -1 4-) 2 =-(A-1(A-2)2=0. [C-A|=| -1 4-2) 2 =-(A=-1)(A=2)2=0.
3 -6  —4-) 3 -6  —4-)
4 -6 -6]0
Pro Ay = 1 dostaneme systém [ —1 3 2 |0 |, ktery elementarnimi
3 -6 -5|0
-1 3 2|0
Upravami pfevedeme na ( 0 3 1|0 ).Zdruhé rovnice ziskame pro lib.
0 0 0|0
nenulové t € R: xo = —t, X3 = 3t, coz nam po dosazeni do prvni rovnice da
3

—1
3

X1 = 3t, tedy vlastni vektor je v4

Vlastni Cisla a vlastni vektory, pfiklad pokracovani Vlastni Cisla a vlastni vektory, vyuziti

3 6 6|0 . Vlastni &isla a vlastni vektory jsou vyuzivany v mnoha oblastech matematiky
Pro A\23 = 2 dostaneme systém | —1 2 2 |0 |, ktery elementarnimi a statistiky:
3 -6 -6]0 @ Diagonalizace a rozklady matic
. - -1.2 210 e @ Systémy diferencialnich rovnic
Upravami pfevedeme na 0O O 0|0 |.Tatosoustava ma feSeni zavislé , .
0 0 o0lo @ Analyza hlavnich komponent https:
na dvou parametrech, pro volbu xo = t € R a X3 = s € R dopogitame /,/en'wnflp,edlfi : OFg/Wlkl/Prmmpal—component—analysls
X1 = 2t + 2s. Kazdé FeSeni tedy mizeme zapsat jako kombinaci @ Vicerozmérna optimalizace
2 2 @ Teorie grafl
s 0 | +t| 1 | Rekneme, e vlastnimu &islu 2 odpovidaji dva vlastni
1 0

2 2
vektory, o = | 0 Jaws=| 1
1 0

Vlastni Cisla a vlastni vektory, vyuziti Vlastni Cisla a vlastni vektory diagondlni matice

Vlastni &isla a vlastni vektory jsou vyuzivany v mnoha oblastech matematiky Priklad : Najdéte vSechna vlastni ¢isla matice
a statistiky: 3 00

@ Diagonalizace a rozklady matic D = diag(3,2,1) = ( 020

@ Systémy diferencialnich rovnic 0 01

@ Analyza hlavnich komponent https:
//en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis

@ Vicerozmérna optimalizace

@ Teorie grafu

Maji nesmirny prakticky vyznam v fadé aplika¢nich oblasti:

@ Zpracovani obrazu (rozpoznavani tvari apod.)
https://en.wikipedia.org/wiki/Eigenface

@ Komprese a dekomprese dat
https://docs.google.com/viewer?a=v&pid=sites&srcid=
ZGVmYXVsdGRVDWEpbnxuYXNsdW5kZXJpY3xneDpkMTI40TI1INTc4Y jR1

@ Analyza trzniho rizika, predikce vyvoje na burze

@ Google Pagerank algoritmus "The $25,000,000,000 Eigenvector"

o Fyzika, stavebni inzenyrstvi a dalsi



Vlastni Cisla a vlastni vektory diagonalni matice

Priklad : Najdéte vSechna vlastni ¢isla matice
300

D =diag(3,2,1)=| 0 2 O

00 1

Vlastni Cisla a vlastni vektory diagonalni matice

Priklad : Najdéte vSechna vlastni ¢isla matice

3 00
D =diag(3.2,1)=| 0 2 0

00 1
Poznamka : Kazda diagonalni matice D = diag(di, db, ..., d,) ma viastni
¢isla rovna svym diagonalnim prvkim a vlastni vektor odpovidajici vliastnimu
Cislu d} je pfislusny sloupec jednotkové matice e;, i=1,...,n.

Diagonalizace matice Diagonalizace matice

Definice : Rekneme, Ze &tvercova matice A fadu n je diagonalizovatelna,
jestlize existuji diagonalni matice D a regularni matice P fadu n, takové ze
P-'AP =D.

Definice : Rekneme, Ze &tvercova matice A fadu n je diagonalizovatelna,
jestlize existuji diagonalni matice D a regularni matice P fadu n, takové ze
P-'AP =D.

Nyni bychom chtéli védét, za jakych podminek je étvercova matice
diagonalizovatelnd, a jak nalezneme matici P. Na obé otazky nam odpovi
nésledujici véta:

Véta : Matice A fadu n je diagonalizovatelna tehdy a jen tehdy, ma-li n
linearné nezavislych vlastnich vektorl x, ... x,. Potom

P~'AP = diag(\1, ..., \n), kde P je matice sestavena ze sloupcli xi, . .., X, @
M, ..., An jsou odpovidajici vlastni ¢isla.

Diagonalizace matice Diagonalizace matice, priklad

Definice : Rekneme, Ze &tvercova matice A fadu n je diagonalizovatelna,
jestlize existuji diagonalni matice D a regularni matice P fadu n, takové ze
P-'AP =D.

Nyni bychom chtéli védét, za jakych podminek je ¢tvercova matice
diagonalizovateln, a jak nalezneme matici P. Na obé otazky nam odpovi
nasledujici véta:

Véta : Matice A fadu n je diagonalizovatelna tehdy a jen tehdy, méa-li n
linearné nezavislych vlastnich vektord xi, . .. x,. Potom

P-'AP = diag(\1, ..., \n), kde P je matice sestavena ze sloupct xi, . .., Xp @
M, ..., Ap jsou odpovidajici vlastni Cisla.

Poznamka : V ekonomii se ¢asto pracuje se symetrickymi maticemi. Kazda
symetrickd matice fadu n je diagonalizovatelna, protoze ma pravé n vlastnich
Cisel a jejich odpovidajici vlastni vektory jsou nezavislé (Ize ukazat, Ze jsou
dokonce vzajemné ortogonalni)

N

Priklad : Diagonalizujte matici A — ( ! f )



Diagonalizace matice, priklad Diagonalizace matice, vyuziti

Priklad : Diagonalizujte matici A = (

12
2 1)

Reseni: Jiz dfive jsme nalezli Ay = 3, Ao = —1 a X4

(1) (4)

spoéteme inverzi. Determinant je roven |P| = -2,

—1 ):(1/2 1/2

1/2 —1/2

()-8 0)

1 -1
o 1
2 | -1

) (2

Pro matici P = ( !
takze P~ =

12 1)2
<1/2 ~1/2

. Mlzeme tedy zapsat:

Diagonalizace matice, vyuziti

Poznamka : S vyhodou Ize vyuzit diagonalizace pfi vypoctu vy$sich mocnin
matice A. Plati: P~'AP = D, tedy AP = PD a A = PDP~". Pro A? dostaneme
A% = PD?P~", nebot PDP~" - PDP~" = PD - DP~". Tento postup mizeme
opakovat k vyjadfeni A™ = PD™P~'. Mocniny diagonalni matice

D = diag(\1,. .., A\n) spoCteme snadno, D" = diag(\[, ..., \]).

Piiklad : Pro matici A z pfedchoziho pfikladu spo&téte A*

Regeni: P~'AP — D, tedy AP — PD a A — PDP—"
4 4ap—1 _ 1 1 . 34 0 .
A" =PD'P —(1 1 0 (—1)
81 1 12\ _ (4 40
81 1) = 40 41

1/2
12 —1/2

1/2
1/2

1/2
~1/2

>:

Kvadratické formy

V mnoha aplikacich se setkdvame se specialnim pfipadem funkci dvou
proménnych ve tvaru Q(xi, x2) = a1 x? + a12X1 X2 + @1 X2X1 + @22x3. Takovou
funkci nazyvame kvadraticka forma 2 proménnych.

Bez Gjmy na obecnosti Ize pfedpokladat, Ze as» = ao¢ (kdyby byly koeficienty
rizné, Ize je oba nahradit vyrazem (a2 + a1)/2 protoze x1 X = XaX1).
OznaCime-li A = (&;)ij-1,..2 @ X = (X1, X2)', z definice maticového nasobeni je
zfejmé, ze funkei Q(xq, x2) Ize zapsat jako

Qx1, %) = ( X1 Xe )< ain  aie )(

do1 a2

X4

) = x'Ax .
X2

Poznamka : S vyhodou Ize vyuZit diagonalizace pfi vypoctu vy$sich mocnin
matice A. Plati: P~'AP = D, tedy AP = PD a A = PDP~". Pro A? dostaneme
A2 = PD?P~", nebot PDP~' . PDP~" = PD - DP~". Tento postup miizeme
opakovat k vyjadfeni A™ = PD"P~'. Mocniny diagonalni matice

D = diag(\1, ..., An) spotteme snadno, D™ = diag(AT", ..., A]").

Kvadratické formy

V mnoha aplikacich se setkdvame se specialnim pripadem funkci dvou
proménnych ve tvaru Q(xi, X2) = @11X2 + a12X1 X2 + @21 X2X1 + a0 X5. Takovou
funkci nazyvame kvadraticka forma 2 proménnych.

Bez Ujmy na obecnosti Ize pfedpokladat, Ze a;» = a1 (kdyby byly koeficienty
rlzné, Ize je oba nahradit vyrazem (a2 + a1)/2 protoze xixz = XoX1).

Kvadratické formy

V mnoha aplikacich se setkdvame se specialnim ptipadem funkci dvou
proménnych ve tvaru Q(X1, X2) = a1x2 + a2X1 X2 + @1 X2X1 + az2XZ. Takovou
funkci nazyvame kvadraticka forma 2 proménnych.

Bez Gjmy na obecnosti Ize pfedpokladat, Ze a» = a1 (kdyby byly koeficienty
rlizné, Ize je oba nahradit vyrazem (a2 + a1)/2 protoze xi1xo = XaX1).

Oznacime-li A = (&j)ij-1,..2 @ X = (X1, X2)’, z definice maticového nasobeni je
zfejmé, ze funkei Q(x1, x2) Ize zapsat jako
a  ape
Qx1,%)=( X1 X )- .
(x4, %) ( ! 2) (321 322) (
Priklad : UrCete matici kvadratické formy Q(x1, x2) = X12 4+ 5Xx1X + 3x22

X4

> = x'Ax .
X2



Kvadratické formy

V mnoha aplikacich se setkdvame se specialnim pripadem funkci dvou
proménnych ve tvaru Q(xi, X2) = a11x12 + a12X1X2 + a1 Xo Xy + 822X22. Takovou
funkci nazyvame kvadraticka forma 2 proménnych.

Bez Ujmy na obecnosti Ize pfedpokladat, ze ai» = a1 (kdyby byly koeficienty
rizné, Ize je oba nahradit vyrazem (a2 + a1)/2 protoze xixz = XoX1).

Oznacime-li A = (&;)ij-1,..2 @ X = (X1, X2)’, z definice maticového nasobeni je
ziejmé, Ze funkei Q(x, x2) Ize zapsat jako

Qxi, %) = ( xi xz)-<a11 a12>~<x1>:x'Ax.

a1 a2 X2
PFiklad : UrSete matici kvadratické formy Q(x1, X2) = x2 + 5x1 X2 + 3x3

oo 1 5/2
Resenn.A7(5/2 3 )

Kvadratické formy

Uved'me obecnou definici kvadratické formy pro pfipad n proménnych:
Definice : Kvadratickou formou n proménnych nazveme funkci

Q% Xp) = Y[y Xo14 @;xix;. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme
a;j = aj,1,j=1,...n. Symetrickou matici A = (a;); j—1,...n Nazyvame matici
kvadratické formy.

Poznamka : Pfioznaceni x = (x1,...,X,)’ Ize opét psat Q(xi, ..., Xn) = X’Ax

Priklad : Zapiste kvadratickou formu
Q(X1, X2, X3) = 3x2 + 6X1 X5 + X5 — 4X2x3 + 8x5 maticové.

Definitnost kvadratické formy

V praktickych ulohach nés ¢asto zajimé, co musi splfiovat koeficienty, aby
kvadraticka forma "neménila znaménko".
Definice : Kvadratickou formu Q(x) nazyvame

@ pozitivné semidefinitni & Vx e R": Q(x) > 0

@ pozitivné definitni < ¥ nenulové x € R : Q(x) > 0

@ negativné semidefinitni < vVx € R": Q(x) <0

@ negativné definitni < V nenulové x € R": Q(x) <0

@ indefinitni < existuji vektory x, y € R" takové, ze Q(x) > 0a Q(y) < 0.

Kvadratické formy

Uved'me obecnou definici kvadratické formy pro pfipad n proménnych:
Definice : Kvadratickou formou n proménnych nazveme funkci

Q(x1, .-, Xp) = 3014 374 @jxix;. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme
aj = aj,I,j =1,...n. Symetrickou matici A = (aj); j—1,...n hazyvadme matici
kvadratické formy.

Poznamka : Pfi oznageni x = (xy,...,X,)’ Ize opét psat Q(xi, ..., X,) = X’ Ax

Kvadratické formy

Uved'me obecnou definici kvadratické formy pro pfipad n proménnych:
Definice : Kvadratickou formou n proménnych nazveme funkci

Q1. Xn) = S04 XLy @jXix;. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme
a;j = aj,i,j =1,...n. Symetrickou matici A = (&;); j—1,...n nazyvame matici
kvadratické formy.

Poznamka : Pfi oznaCeni x = (x1,...,x,)" |ze opét psat Q(x1, ..., Xxy) = X'Ax

Pfiklad : Zapiste kvadratickou formu
Q(x1, X2, X3) = 3x2 + 6X1 X3 + X2 — 4xoX3 + 8X2 maticové.

3 0 3
Reseni: Q(x) = X'Ax, kde x = (x1, X2, x3)' a A = ( 0o 1 -2 )
3 -2 8

Definitnost kvadratické formy

V praktickych Ulohach nés €asto zajimd, co musi splfiovat koeficienty, aby
kvadraticka forma "neménila znaménko".
Definice : Kvadratickou formu Q(x) nazyvame
@ pozitivné semidefinitni & Vx e R": Q(x) > 0
pozitivné definitni < ¥ nenulové x € R": Q(x) > 0
negativné semidefinitni < Vx € R” : Q(x) <0
negativné definitni < vV nenulové x € R": Q(x) <0
indefinitni < existuji vektory x, y € R" takové, ze Q(x) > 0a Q(y) < 0.

Piiklad : Urcete definitnost kvadratickych forem Q; = —x2 — x2,
Q= X2 —2X1 X + X2, Qs = X2 — X2



Definitnost kvadratické formy Definitnost kvadratické formy

V praktickych UGlohach nas ¢asto zajimd, co musi spliovat koeficienty, aby V praktickych Ulohach nas €asto zajima, co musi splfiovat koeficienty, aby
kvadraticka forma "neménila znaménko". kvadraticka forma "neménila znaménko".
Definice : Kvadratickou formu Q(x) nazyvame Definice : Kvadratickou formu Q(x) nazyvame

@ pozitivné semidefinitni & Vx e R": Q(x) > 0 @ pozitivné semidefinitni & Vx e R": Q(x) > 0

@ pozitivné definitni < V nenulové x € R" : Q(x) > 0 @ pozitivné definitni < V nenulové x € R” : Q(x) > 0

@ negativné semidefinitni < ¥x € R" : Q(x) <0 @ negativné semidefinitni < ¥x € R": Q(x) <0

@ negativné definitni < V nenulové x € R": Q(x) <0 @ negativné definitni < V nenulové x € R": Q(x) <0

o indefinitni < existuji vektory x, y € R" takové, ze Q(x) > 0a Q(y) < 0. @ indefinitni < existuji vektory x, y € R" takové, ze Q(x) > 0a Q(y) < 0.
Piklad : Urcete definitnost kvadratickych forem Q = —x2 — x2, Piiklad : Urcete definitnost kvadratickych forem Q; = —x2 — x2,
Qo =x2—2x1%+ X35, Qs = X2 — X2 Qo =x2—2X1 X+ X2, Qs = X2 — X2
Reseni: Vyraz —x2 — x2 je vzdy nekladny a pokud je alespori jedna slozka Reseni: Vyraz —x2 — x2 je vzdy nekladny a pokud je alespori jedna slozka
nenulovd, tak je dokonce zaporny. Forma @y je tedy negativné definitni. nenulova, tak je dokonce zaporny. Forma @y je tedy negativné definitni.

Vyraz x2 — 2x1 X2 + x2 Ize upravit na (x; — x2)2, coz nabyva pouze
nezapornych hodnot, ale mize byt rovno nule napf. pro x; = x, = 1.
Kvadraticka forma Q. je tedy pozitivné semidefinitni

Definitnost kvadratické formy

Definitnost kvadratické formy dvou proménnych

V praktickych ulohach nas ¢asto zajiméa, co musi splfiovat koeficienty, aby Piklad : Urcete definitnost kvadratické formy Q = 5x2 — 2x;xz + x3.
kvadraticka forma "neménila znaménko".
Definice : Kvadratickou formu Q(x) nazyvame

@ pozitivné semidefinitni < vx e R": Q(x) >0

@ pozitivné definitni < V nenulové x € R : Q(x) > 0

@ negativné semidefinitni < vx € R": Q(x) <0

@ negativné definitni < ¥V nenulové x ¢ R": Q(x) <0

@ indefinitni < existuji vektory x, y € R" takové, ze Q(x) > 0a Q(y) < 0.

Pfiklad : UrEete definitnost kvadratickych forem Q; = —x2 — x2,
Q= x2—2x1x2 + X2, Q3 = X2 — X2

Reseni: Vyraz —x2 — x3 je vzdy nekladny a pokud je alespof jedna slozka
nenulova, tak je dokonce zaporny. Forma Q je tedy negativné definitni.
Vyraz x2 — 2x1 X2 + X2 |ze upravit na (x; — x2)?, coz nabyva pouze
nezépornych hodnot, ale muze byt rovno nule napf. pro x; = xo = 1.
Kvadraticka forma Qo je tedy pozitivné semidefinitni

Vyraz x2 — x3 mize nabyvat kladné hodnoty (napf. pro x; =1, xo =0) i
zaporné hodnoty (napf. pro x; = 0, xo = 1). Forma Qs je tedy indefinitni.

Definitnost kvadratické formy dvou proménnych Definitnost kvadratické formy dvou proménnych

Piiklad : Urcete definitnost kvadratické formy Q = 5x2 — 2x;x, + XZ. Pfiklad : Urcete definitnost kvadratické formy Q = 5x2 — 2x;x, + XZ.
Reseni: Doplnime prvni dva &leny vyrazu na &tverec: Reseni: Doplnime prvni dva &leny vyrazu na &tverec:

Q=5(x2 — 2x1x2) + X2 = 5(x? — EX1X2 + X2 — psXZ) + XZ = Q=5(x2 — 2x1%2) + X2 = 5(X2 — EX1 Xz + 5 X2 — gsX3) + XZ =

5(x1 — $x2)? — Ix2 + x2 = 5(x1 — $x2)? + £x2. 5(x1 — $x2)? — $x2 + X2 =5(x1 — tx2)? + £x2.

Vidime, Ze koeficienty u obou kvadratickych vyrazu jsou kladné, forma je tedy Vidime, Ze koeficienty u obou kvadratickych vyrazu jsou kladné, forma je tedy
pozitivné definitni. pozitivné definitni.

Pokud bychom provedli postup doplnéni na étverec pro formu s obecnymi
koeficienty, dostali bychom nasledujici pravidlo:
Véta : Kvadraticka forma Q(x1, X2) = a1 X2 + 2aox1 %2 + 80X3 je

@ pozitivné semidefinitni < a1 > 0, @ >0, a1a2 — @, >0

@ pozitivné definitni < ayy > 0, aj1ax — a2, >0

@ negativné semidefinitni < ayy <0, @ <0, @1ape — &, > 0

@ negativné definitni < ary < 0, a8 — @&, >0



Definitnost kvadratické formy, Sylvestrovo kritérium

K uvedeni kritéria pro rozhodnuti o definitnosti kvadratické formy pottebujeme
pripomenout pojem vedoucich hlavnich minort matice A. Vedoucim hlavnim
minorem fadu k rozumime determinant D, submatice vytvorené z prvnich k
fadkl a sloupct matice A. Na obrazku vidime barevné jednotlivé submatice
naznaceny.

11 ars 000 ain
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Definitnost kvadratické formy, Sylvestrovo kritérium

K uvedeni kritéria pro rozhodnuti o definitnosti kvadratické formy pottebujeme
ptipomenout pojem vedoucich hlavnich minort matice A. Vedoucim hlavnim
minorem fadu k rozumime determinant Dy submatice vytvofené z prvnich k
fadku a sloupcu matice A. Na obrazku vidime barevné jednotlivé submatice
naznaceny.

11 ary o an,

@n1 An2 e Qnp

Nyni staci ur¢it znaménka vedoucich hlavnich minori matice A pfislusné
formé Q.

@ Jestlize Dy >0, D, > 0,..., D, > 0, je Q pozitivné definitni.

@ Jestlize Dy <0, Do > 0,..., (—1)"D, > 0, je Q negativné definitni.

Definitnost kvadratické formy, Sylvestrovo kritérium

Priklad : Rozhodnéte o definitnosti formy
Q= 3x2 +6x1X3 + X2 — 4Xox3 + 8XZ.

Definitnost kvadratické formy a vlastni Cisla

Priklad : Rozhodnéte o definitnosti formy s matici D = diag(—1, —4, —5).

Definitnost kvadratické formy, Sylvestrovo kritérium

Priklad : Rozhodnéte o definitnosti formy
Q = 3x2 + 6x1X3 + XZ — 4xox3 + 8X2.

3 0 3
Reseni: Matice formy A= [ 0 1 -2 | mafidici hlavni minory
3 -2 8
3 0 3 0 3
Dy =3, D, = 0 1 =38 D3=|0 1 -2|=3
3 -2 8

Dy >0, D, >0, D3 > 0, tedy forma Q je pozitivné definitni.

Definitnost kvadratické formy a vlastni Cisla

Pfiklad : Rozhodnéte o definitnosti formy s matici D = diag(—1, —4, —5).

Mame-li &tvercové matice A, P, kde P je regularni, pak A a P~ AP maji
stejnd vlastni €isla. Toto dilezité tvrzeni ndm umozni rozhodnout o
definitnosti matice na zakladé jeji diagonalizace.



Definitnost kvadratické formy a vlastni ¢isla

Priklad : Rozhodnéte o definitnosti formy s matici D = diag(—1, —4, —5).

Mame-li Gtvercové matice A, P, kde P je regularni, pak A a P! AP maji
stejna vlastni &isla. Toto dulezité tvrzeni ndm umozni rozhodnout o
definitnosti matice na zakladé jeji diagonalizace.

Véta : Pro kvadratickou formu Q(x) se symetrickou matici A, kterd ma vlastni
Cisla A1, A2,...,\n, plati, Ze tato forma je:

@ pozitivné semidefinitni < Ay, Ag,...,Ap >0

@ pozitivné definitni < A1, Ao,...,A\p >0

@ negativné semidefinitni < Ay, A2,...,A\p <0

@ negativné definitni & A\, Ao,...,Ap <0

@ indefinitni < ma kladné i zaporna vlastni ¢isla.



Matematick& analyza funkci vice proménnych

Predpokladejme déle, Ze funkce f je spojité diferencovatelna az do fadu 2.
Gradient funkce

Matematick& analyza funkci vice proménnych

Predpokladejme dale, Ze funkce f je spojité diferencovatelnd az do fadu 2.
Gradient funkce

Bud' X C R”, f: X — R funkce n proménnych. Gradientem funkce f v bodé
t=(t,....t) € X nazyvame vektor

V) = (£, 1), 1, ®)"

Matematicka analyza funkci vice proménnych

Predpokladejme dale, Ze funkce f je spoijité diferencovatelna az do fadu 2.
Gradient funkce

Bud X C R”, f: X — R funkce n proménnych. Gradientem funkce f v bodé
t=(t,....t) € X nazyvame vektor

V) = (f, (1), f, ()T
Hessova matice

Hessovou matici funkce f v bodé t = (.. .., t,) € X nazyvame symetrickou

matici fadu n:
H®) = (£ ()=

Matematické analyza funkci vice proménnych

Predpokladejme dale, Ze funkce f je spojité diferencovatelnd az do fadu 2.
Gradient funkce

Bud' X C R”, f: X — R funkce n proménnych. Gradientem funkce f v bodé
t=(t,...,t) € X nazyvame vektor

V) = (h (1), h (D)) T
Hessova matice

Hessovou matici funkce f v bodé t = (4,..., t;,) € X nazyvame symetrickou

matici fadu n:
H(t) = (£ ()=

Piiklad : Urgete gradient a Hessovu matici funkce f(x, y) = x - y? v bodé
(5.3).

Reseni: Parcialni derivace prvniho fadu jsou: f(x, y) = y?, f,(x,y)=2x"y,
tedy V£(5,3) = (9,30)".

Matematicka analyza funkci vice proménnych

Predpokladejme dale, Ze funkce f je spoijité diferencovatelna az do fadu 2.
Gradient funkce

Bud X C R”, f: X — R funkce n proménnych. Gradientem funkce f v bodé
t=(t,...,t) € X nazyvame vektor

Vi) = (1, (). £ ().
Hessova matice

Hessovou matici funkce f v bodé t = (,. .., t,) € X nazyvame symetrickou
matici Fadu n:
H(t) = (£ ()71

Piklad : UrCete gradient a Hessovu matici funkce f(x, y) = x - y? v bodé
(5,3).

Matematické analyza funkci vice proménnych

Pfedpokladejme dale, Ze funkce f je spoijité diferencovatelna az do fadu 2.
Gradient funkce

Bud' X C R”, f: X — R funkce n proménnych. Gradientem funkce f v bodé
t=(t,....t) € X nazyvame vektor

V) = (f (1), h (D)
Hessova matice

Hessovou matici funkce f v bodé t = (4, ...
matici fadu n:

,t,) € X nazyvame symetrickou
H(t) = (£ 5, (1)1

Pfiklad : Uréete gradient a Hessovu matici funkce f(x, y) = x - y? v bodé
(5.3).

Reseni: Parcialni derivace prvniho fadu jsou: f(x, y) = y?, fy(x,y)=2x"y,
tedy V£(5,3) = (9,30)". Parcialni derivace druhého fadu jsou:

) =0, B5(x0) =2y, fh) = 2xtedy HS.3) = (1§ 15 )



Smérové derivace Smérové derivace

Uvazujme X C R”, funkei f : X — R, bod t € X a jednotkovy vektor s € R". Uvazujme X C R”, funkci f : X — IR, bod t € X a jednotkovy vektor s € R".
Vytvofime funkci jedné proménné ¢(x) = f(t + x.s). Hodnotu '(0) nazveme Vytvofime funkci jedné proménné o (x) = f(t + x.s). Hodnotu ’(0) nazveme

derivaci f ve sméru s a znacime fj(t). (pozn.: obdobné definujeme f/'(t) derivaci f ve sméru s a znacime fj(t). (pozn.: obdobné definujeme £/ (t)
jako ¢"(0).) jako ¢"'(0).) Da se ukazat, Ze plati

fi(t) =s- Vi), /(1) =s-H(t)-s'.

Smérové derivace Smérové derivace

Uvazujme X C R”, funkci f : X — R, bod t € X a jednotkovy vektor s € R". Uvazujme X C R”, funkci f : X — R, bod t € X a jednotkovy vektor s € R".
Vytvotime funkci jedné proménné ¢(x) = f(t + x.s). Hodnotu ¢’(0) nazveme Vytvotime funkci jedné proménné ¢(x) = f(t + x.s). Hodnotu ¢’(0) nazveme
derivaci f ve sméru s a znacime fi(t). (pozn.: obdobné definujeme £/'(t) derivaci f ve sméru s a znacime f4(t). (pozn.: obdobné definujeme £/ (t)
jako ¢”(0).) D& se ukazat, ze plati jako ¢”’(0).) D& se ukazat, ze plati
fit) =s-VF(t), /(t) =s-H()-s'. fit) =s- Vi), /(t) =s-H(t)-s'.
Piiklad : Ur&ete prvni a druhou derivaci funkce f(x, y) = x - y? ve sméru P¥iklad : UrGete prvni a druhou derivaci funkce f(x, y) = x - y? ve sméru
(1 1 (1 1
s—(ﬁaﬁ)- 3—(@:3)-

Reseni: Vime, Ze Vf(x,y) = (y2, 2xy)7, tedy fi(x,y) = ﬂ%

Smeérové derivace Grafické znazornéni funkce dvou proménnych

Uvazujme X C R”, funkci f : X — R, bod t € X a jednotkovy vektor s € R". V tfirozmérném prostoru si muzeme graf funkce dvou proménnych predstavit
Vytvotime funkci jedné proménné ¢(x) = f(t + x.s). Hodnotu ¢’(0) nazveme jako zemsky povrch. Pro znédzornéni povrchu ve 2D se pouzivaji vétsinou
derivaci f ve sméru s a znagime f,(t). (pozn.: obdobné definujeme fZ/(t) vrstevnice funkce.

jako ¢"(0).) D& se ukazat, ze plati

fi(t) =s- VIt), f/(t) =s-H()-s'.

Pfiklad : Ur&ete prvni a druhou derivaci funkce f(x,y) = x - y2 ve sméru N
(1 1
$=(75 )

1556

v v , , v 2

Reseni: Vime, ze Vf(x,y) = (y2, 2xy)", tedy f(x,y) = %
. _( 0 2

Hessova matice je: H(x,y) = ( 2y 2x ) tedy

f(x,y) = - (0+2y +2y +2x) = 2y + x.




Grafické znazornéni funkce dvou proménnych

Podobnym zputisobem si mizeme znézornit treba funkci f(x, y) = e%ﬂ

Grafické znazornéni gradientd funkce dvou

proménnych

Gradient V(x, y) vétSinou znazorniujeme jako vektor vychazejici z bodu

(x,y) do bodu (x + fy(x, y), y + f,(x,y)).- Na obrazku vidime gradienty funkce

f(x,y) = exz{yz v bodech pravidelné sité.

Totélni diferencial

Necht z = f(x, y) je funkce definovana v daném d-okoli Us([a, b]) bodu [a, b],
ktera ma v bodeé [a, b] spojité parcialni derivace f, . Potom funkci df

v proménnych dx, dy, danou vztahem

dfa p(dx, dy) = fy(a, b)dx + f(a, b)dy

nazyvame totalnim diferencialem funkce f(x, y) v bodé [a, b].

Grafické znazornéni funkce dvou proménnych

Podobnym zptsobem si mizeme znézornit treba funkci f(x, y) = ﬁ.

. . P 18
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Vrstevnici funkce f(x, y) "o nadmorské vySce c"rozumime mnozinu véech
bodu (x, y) € R? takovych, Ze plati f(x, y) = c. Napfiklad pro vy$e uvedenou
funkei f(x, y) uréime nultou vrstevnici jako mnoZzinu v8ech feseni rovnice o
dvou neznamych ex;:yz = 0. Zfejmé musi byt x = 0, ale y je libovolné, tedy
dostaneme mnozinu {(0,y), y € R}.

Gradienty a vrstevnice

Znazornime-li gradienty funkce do stejného obrazku s vrstevnicemi, mizeme
si v§imnout, Ze se jevi jako normalové vektory vrstevnic. D4 se ukazat, ze
libovolnd funkce f v zadaném bodé x nejprudceji roste ve sméru gradientu
V{(x) a nejstrméji klesa ve sméru —V{£(x).

25 2 A5 4 05 0 05 1 15 7 25

Totalni diferencial

Necht z = f(x, y) je funkce definovana v daném g-okoli Us([a, b]) bodu [a, b],
ktera ma v bodeé [a, b] spojité parcialni derivace f, f;. Potom funkci df

v proménnych dx, dy, danou vztahem

dfa p(dx, dy) = fy(a, b)dx + fy(a, b)dy

nazyvame totalnim diferencialem funkce f(x, y) v bodé [a, b].

Pfiklad : Napiste diferencial funkce z = x3y* v bodé [2, 3].



Totélni diferencial

Necht z = f(x, y) je funkce definovana v daném d-okoli Us([a, b]) bodu [a, b],
kterd ma v bodé [a, b] spojité parcialni derivace f, f,. Potom funkci df

v proménnych dx, dy, danou vztahem

dfyp(dx, dy) = fy(a, b)dx + fy(a, b)dy

nazyvame totalnim diferencialem funkce f(x, y) v bodé [a, b].

Pfiklad : Napiste diferencial funkce z = x3y* v bodé [2, 3].

Reseni: Funkce z = x3y* ma spojité parcialni derivace f,(x,y) = 3x?y* a
f,(x,y) = 4x®y3 v kazdém bodé [x, y], tedy i v bodé [2, 3]. Dostavame pak
dz = (3X2y4)[2.’3]dX + (4x3y3)[2,3]dy,

dz =972 dx + 864 dy.

Totalni diferencial

Pro totalni diferencial plati nasledujici véta.

Véta : Ma-li funkce f(x, y) v bodé [a, b] spojité parcialni derivace prvniho
fadu, potom existuji 6 > 0 a funkce n(h, k) tak, Ze pro vSechna h, k spliujici
[a+ h,b+ k] € Us([a, b]) plati:
f(a+ h,b+ k) — f(a,b) = f(a, b)h + f)(a, b)k + n(h, k) a zaroven

n(h,k)
[h.kl—[0,0] IPI+TKI

Vyznam véty:

f(a+ dx, b+ dy) — f(a, b) je prirlistek funkce pfi pfechodu z bodu [a, b] do
bodu [a + dx, b+ dy]. Pfedchozi vztah Ize tedy zapsat takto

Af = f(a+ dx,b+ dy) — f(a, b) = dfyp(dx, dy) + n(dx, dy).

Jestlize nahradime pfirlistek Af prirlistkem na te¢né roviné df, dopustime se
chyby n(dx, dy), tato chyba se blizi k nule, blizime-li se k bodu [a, b].

Totalni diferencial

Pro totélni diferencial plati nésledujici véta.

Véta : Ma-li funkce f(x, y) v bodé [a, b] spojité parcialni derivace prvniho
fadu, potom existuji 6 > 0 a funkce n(h, k) tak, ze pro vSechna h, k spliiujici
[a+ h, b+ K] € Us([a, b)) plati:
f(a+ h, b+ k) — f(a, b) = fi(a, b)h + f)(a b)k +n(h, k) a zéroven

n(h,k)
[h,k—[0,0] P11l

Totalni diferencial n proménnych

Analogicky Ize zavést diferencial funkce n-proménnych.

Definice : Jestlize funkce z = f(X), X = [x4,...,Xs], n € N ma v oblasti Q
spojité parcialni derivace 1. fadu, pak

dix(dxi, ..., dxp) = f (X)dxq 4 - + fy (X)dxn

nazyvame totalnim diferencialem funkce z = f(X) v bodé

X =[x1,...,xs] € Q.

Totélni diferencial n proménnych TaylorGv polynom

Analogicky Ize zavést diferencial funkce n-proménnych.

Definice : Jestlize funkce z = f(X), X = [x1,..., X5], n € N ma v oblasti Q
spojité parcialni derivace 1. fadu, pak

dfx(dxi, ..., dxp) = £ (X)dxq +--- + £ (X)dxy

nazyvame totalnim diferencialem funkce z = f(X) v bodé

X =[X1,..., X € Q.

Analogicky pfipadu n = 2 Ize formulovat vétu, ze které vyplyva, ze pokud ma
funkee f(X), X = [x1,...,Xn] v bod& X° = [x?, ..., x] spojité parcialni
derivace 1. fadu, pak

f(x? + dxq, ..., x3 + dxp) — (XD, ..., x3) ~ f, (Xo)axs + - - + f, (Xo)dXn.
Totalni diferencial vyjadfuje prirlstek na te¢né nadroviné, prejdeme-li z bodu
X0 =[x0,...,x9] do bodu X = [x? + dxi, ..., xJ + dxn).

Formulujeme pouze pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) majici v jistém
okoli Us([a, b]) bodu [a, b] spojité vSechny parcialni derivace az do fadu 3
véetné. Oznaéme T,(x, y) nasledujici polynom v proménnych x, y:

Ta(x,y) = f(a b) + ; (fi(a, b)(x — a) + f;(a,b)(y — b)) +
+41 (fa(@ b)(x — a)? + 2f;, (a, b)(x — a)(y — b) + f,(a, b)(y — b)?).



TaylorGv polynom Taylortv polynom - pfiklad

Formulujeme pouze pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) majici v jistém Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x, y) = x¥ ve vhodném bodé
okoli Us([a, b]) bodu [a, b] spoijité vSechny parciélni derivace az do fadu 3 odhadnéte 0,91,
véetné. Oznaéme T»(x, y) nasledujici polynom v proménnych x, y:

To(x,y) = f(a.b) + {; (fi(a, b)(x — a) + f/(a, b)(y — b)) +
+27 (fa(a, b)(x — a)? + 2f],(a,b)(x — a)(y — b) + f,(a, b)(y — b)?) .

Podivame-li se blize na polynom T(x, y), vidime, Ze tento polynom ma
v bodé [a, b] stejnou funkéni hodnotu jako funkce f(x, y) a vSechny
odpovidajici si parcialni derivace funkci f(x, y) a To(x, y) az do fadu 2 se
v bodé [a, b] sobé rovnaji. Polynom T5(x, y) nazyvame Taylorovym
polynomem fadu 2 pfislusnym k funkci f(x, y) v bodé [a, b].

Taylortv polynom - priklad Taylortv polynom - priklad

Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x, y) = x* ve vhodném bodé Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x, y) = x¥ ve vhodném bodé
odhadnéte 0,9"". odhadnéte 0,9"".

Reseni: Spodteme parcialni derivace funkce f(x, y): Resgeni: Spodteme parcialni derivace funkce f(x, y):

K(x.y)=y - x" K(x.y)=y - x"

fy(x,y) = x” - In(x) fy(x,y) =XV - In(x)

fex,y)=y-(y—1)-x2 fx,y)=y-(y —1)-x2

fo(x.y)=y- X' In(x) 4+ x¥—1 foy(x.y)=y- X1 In(x) 4+ X1

(X, y) = XV - In?(x) f(x,y) = XV - InP(x)

Hodnoty téchto derivaci ve vhodném bodé [1, 1] jsou
f(1,1) =1, £(1,1) =0, £5(1,1) =0, f,(1,1) =1, £,(1,1) = 0, takze
Txy)=1+Lx=1)+1+Z(x-1)y-1)

TaylorGv polynom - pfiklad

Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x, y) = x” ve vhodném bodé
odhadnéte 0,91,

Reseni: Spo&teme parcialni derivace funkce f(x, y):
Ky)=y-x~"

fy(x,y) = x¥ - In(x)

fxy)=y-(y—1)-x2

(X y) =y - X7 In(x) + X0

By (X, y) = x¥ - In?(x)

Hodnoty téchto derivaci ve vhodném bodé [1, 1] jsou
f(1) =1, f(1,1) =0, f5(1,1) =0, f3(1,1) =1, £(1,1) = 0, takze
L y)=1+Hx-1)+1+Hx -1y -1)

Aplikujeme tento vztah pro odhad 0,9"' pomoci T»(0,9;1,1):
0.9"" ~ T2(0,9;1,1) =1 +%(0,971)+1 +%(O,97 1)(1,1 —1)=0,89.



Hessova matice Kvadratické formy Hessova matice Kvadratické formy

Priklad : Urcete Hessovu matici kvadratické formy
Q(X1, X2, X3) = 3x2 + 6X1 X3 + X5 — 4XoX3 + 8X2.

Priklad : Urcete Hessovu matici kvadratické formy
Q(X1, X2, X3) = 3X2 + BX1 X3 + X2 — 4xox3 + 8X2.

Reseni: Spodteme parciaini derivace funkce Q(x1, X2, X3):

nse oy SRt
e 2k By
5 =6 Qg =—4 33 = 16

Hessova matice Kvadratické formy Totalni diferencial

Priklad : Urcete Hessovu matici kvadratické formy
Q(X1, X2, X3) = 3x2 + 6X1 X3 + X5 — 4XoX3 + 8X2.

Reseni: Spoéteme parcialni derivace funkce Q(x1, X2, X3):

Q=6 Q,=0 Q=6
Q=0 Qh=2 Q=-4
Q=6 Qhp=-4 Qj;=16
Jiz dfive jsme zavedli maticovy zapis Q(x) = x'Ax, kde x = (x4, X2, X3)’ a
3 0 3
A= 0 1 -2
3 -2 8

Nyni vidime, ze H(xi, X2, x3) = 2A.

Totélni diferencial

Necht z = f(x, y) je funkce definovana v daném d-okoli Us([a, b]) bodu [a, b],
ktera ma v bodeé [a, b] spojité parcialni derivace f, . Potom funkci df

v proménnych dx, dy, danou vztahem

dfa p(dx, dy) = fy(a, b)dx + f(a, b)dy

nazyvame totalnim diferencialem funkce f(x, y) v bodé [a, b].

Piiklad : Napiste diferencial funkce z = x3y* v bodé [2, 3].

Necht z = f(x, y) je funkce definovana v daném g-okoli Us([a, b]) bodu [a, b],
ktera ma v bodé [a, b] spojité parcialni derivace f, f,. Potom funkci df

v proménnych dx, dy, danou vztahem

dfap(dx, dy) = fy(a, b)dx + f(a, b)dy

nazyvame totalnim diferencialem funkce f(x, y) v bodé [a, b].

Totalni diferencial

Necht z = f(x, y) je funkce definovana v daném g-okoli Us([a, b]) bodu [a, b],
ktera ma v bodeé [a, b] spojité parcialni derivace f, f;. Potom funkci df

v proménnych dx, dy, danou vztahem

dfa p(dx, dy) = fy(a, b)dx + fy(a, b)dy

nazyvame totalnim diferencialem funkce f(x, y) v bodé [a, b].

Pfiklad : Napiste diferencial funkce z = x3y* v bodé [2, 3].

Resgeni: Funkce z = x3y* ma spojité parcialni derivace f,(x, y) = 3x?y* a
f,(x,y) = 4x®y® v kazdém bodé [x, y], tedy i v bodé [2, 3]. Dostavame pak

dz = (3x2y*)2,50x + (4x3y3) 2.3 dy,
dz =972 dx + 864 dy.



Totélni diferencial Totalni diferencial

Pro totélni diferencial plati nasledujici véta. Pro totélni diferencial plati nésledujici véta.
Véta : Ma-li funkce f(x, y) v bodé [a, b] spojité parcialni derivace prvniho Véta : Ma-li funkce f(x, y) v bodé [a, b] spojité parcialni derivace prvniho
fadu, potom existuji 6 > 0 a funkce n(h, k) tak, Zze pro vSechna h, k spliujici fadu, potom existuji 6 > 0 a funkce n(h, k) tak, ze pro vSechna h, k spliiujici
[a+ h, b+ K] € Us([a, b]) plati: [a+ h, b+ K] € Us([a, b)) plati:
f(a+ h,b+ k) — f(a,b) = f(a, b)h + fj(a b)k + n(h, k) a zéroven f(a+ h, b+ k) — f(a, b) = fi(a, b)h + f)(a b)k +n(h, k) a zéroven

n(hk) _ i n(hk) _
[h.K]—[0,0] IAI+IKT 0 (k0.0 T =

Vyznam véty:

f(a+ dx, b+ dy) — f(a, b) je prirtstek funkce pfi pfechodu z bodu [a, b] do
bodu [a + dx, b + dy]. Pfedchozi vztah Ize tedy zapsat takto

Af =f(a+ dx,b+dy) — f(a, b) = dfap(dx, dy) + n(dx, dy).

Jestlize nahradime pfirlistek Af prirlistkem na te¢né roviné df, dopustime se
chyby n(dx, dy), tato chyba se blizi k nule, blizime-li se k bodu [a, b].

Totalni diferencial n proménnych Totalni diferencial n proménnych

Analogicky Ize zavést diferencial funkce n-proménnych. Analogicky Ize zavést diferencial funkce n-proménnych.

Definice : Jestlize funkce z = f(X), X = [X1,...,Xs], n € N ma v oblasti Q Definice : Jestlize funkce z = f(X), X = [x4,...,Xs], n € N ma v oblasti Q
spojité parcialni derivace 1. fadu, pak spojité parcialni derivace 1. fadu, pak

dfx(dxi, ..., dxp) = £ (X)dxi +--- + £ (X)dxp dix(dxi, ..., dxp) = f (X)dxq 4 - + fy (X)dxn

nazyvame totalnim diferencialem funkce z = f(X) v bodé nazyvame totalnim diferencialem funkce z = f(X) v bodé

X =[x1,...,x1) € Q. X =[x1,...,xs] € Q.

Analogicky pfipadu n = 2 Ize formulovat vétu, ze které vyplyva, ze pokud ma
funkce f(X), X = [x,...,Xn] vbodé X° = [x?, ..., x%] spojité parcialni
derivace 1. fadu, pak

(X0 + dxq, ..., x3 + dxn) — (XD, ..., xD) = £ (Xo)axy + - - + f, (Xo)dxp.
Totalni diferencial vyjadfuje priristek na te¢né nadroving, prejdeme-li z bodu
X0 =[x9,...,x3] do bodu X = [x? + dxi, ..., x% + dxy].

TaylorGv polynom TaylorGv polynom

Formulujeme pouze pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) majici v jistém Formulujeme pouze pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) majici v jistém
okoli Us([a, b]) bodu [a, b] spoijité vSechny parcialni derivace az do fadu 3 okoli Us([a, b]) bodu [a, b] spojité vSechny parcialni derivace az do fadu 3
véetné. Oznaéme T(x, y) nasledujici polynom v proménnych x, y: véetné. Oznaéme T,(x, y) nasledujici polynom v proménnych x, y:
To(x,y) = f(a,b) + % (fi(a,b)(x — a) + fy(a, b)(y — b)) + To(x,y) = f(a,b) + % (fi(a, b)(x — a) + fy(a, b)(y — b)) +

+a1 (fa(a b)(x — a)* + 2f (a,b)(x — a)(y — b) + f,(a, b)(y — b)?). +31 (fa(a@ b)(x — a)* + 2fy (a,b)(x — a)(y — b) + f,(a, b)(y — b)?).

Podivame-li se blize na polynom T,(x, y), vidime, Ze tento polynom ma
v bodé [a, b] stejnou funkéni hodnotu jako funkce f(x, y) a vSechny
odpovidajici si parcialni derivace funkci f(x, y) a Tz(x, y) az do fadu 2 se
v bodé [a, b] sobé rovnaji. Polynom T3(x, y) nazyvame Taylorovym
polynomem fadu 2 pfislusnym k funkci f(x, y) v bodé [a, b].



TaylorGv polynom

Formulujeme pouze pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) majici v jistém
okoli Us([a, b]) bodu [a, b] spoijité vSechny parciélni derivace az do fadu 3
véetné. Oznaéme T»(x, y) nasledujici polynom v proménnych x, y:
To(x,y) = (@, b) + % (i@, b)(x - a) + fy(a,b)(y — b)) +

+ar (fala, b)(x — a)? + 2f;(a,b)(x — a)(y — b) + f,(a,b)(y — b)?).
Podivame-li se blize na polynom T(x, y), vidime, Ze tento polynom ma
v bodé [a, b] stejnou funkéni hodnotu jako funkce f(x, y) a vSechny
odpovidajici si parcialni derivace funkci f(x, y) a To(x, y) az do fadu 2 se

v bodé [a, b] sobé rovnaji. Polynom T5(x, y) nazyvame Taylorovym
polynomem fadu 2 pfislusnym k funkci f(x, y) v bodé [a, b].

Poznamka : Misto vyrazd (x — a), (y — b) Ize také psat dx, dy.

Taylortv polynom - priklad

Priklad : UrCete T»(x,y) v bodé [0, 0] pro kvadratickou formu
Q(x,y) = x2 + 5xy + 3y?

Reseni: Funk&ni hodnota formy v zadaném bodé Q(0,0) = 0,

TaylorGv polynom - pfiklad

Priklad : Urcete T>(x, y) v bodé [0, 0] pro kvadratickou formu
Q(x,y) = x? + 5xy + 3y?

Reseni: Funk&ni hodnota formy v zadaném bodé& Q(0,0) = 0,
Pro gradient mame VQ(x,y) = (2x + 5y,5x + 6y) ", takze
VvVQ(0,0) =(0,0)7,

a pro Hessovu matici plati H(0,0) = ( g 2 >

Taylortv polynom - pfiklad

Priklad : Urcete T>(x,y) v bodé [0, 0] pro kvadratickou formu
Q(x,y) = x> 4+ 5xy + 3y2

TaylorGv polynom - pfiklad

Priklad : UrCete T»(x, y) v bodé [0, 0] pro kvadratickou formu
Q(x,y) = x* + 5xy + 3y*

Reseni: Funk&ni hodnota formy v zadaném bodé Q(0,0) = 0,
Pro gradient mame VQ(x, y) = (2x 4+ 5y,5x + 6y) ', takze
vQ(0,0) = (0.0)7,

TaylorGv polynom - pfiklad

Priklad : Urcete T(x,y) v bodé [0, 0] pro kvadratickou formu
Q(x,y) = x? + 5xy + 3y?

Reseni: Funk&ni hodnota formy v zadaném bodé& Q(0,0) = 0,
Pro gradient mame VQ(x, y) = (2x + 5y,5x + 6y) ', takze
VvVQ(0,0) = (0,0)7,

a pro Hessovu matici plati H(0,0) = < 52, 2

Dostaneme tedy T2(0,0) = f(0,0) + 4 (0(x — 0) + 0(y — 0)) +

2 (2(x =02 +2-5(x — 0)(y — 0) + 6(y — 0)2) = x2 + 5xy + 3y?



Taylortv polynom - pfiklad

Priklad : Urcete T(x, y) v bodé [0, 0] pro kvadratickou formu
Q(x,y) = x® +5xy + 3y

Reseni: Funk&ni hodnota formy v zadaném bodé Q(0,0) = 0,
Pro gradient mame VQ(x,y) = (2x + 5y,5x + 6y) ', takze
vQ(0,0) = (0,0)",

a pro Hessovu matici plati H(0,0) = < g g

Dostaneme tedy T»(0,0) = £(0,0) + & (0(x — 0) + 0(y — 0)) +

4 (2(x —0)2+2-5(x — 0)(y — 0) + 6(y — 0)2) = x2 + 5xy + 3y?

Véta : Pro kvadratickou formu Q(x, y) plati Ta(x, y) = Q(x, y).

Taylortv polynom - pouziti

Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x, y) = x* ve vhodném bodé
odhadnéte 0,9"".

Reseni: Spodteme parcialni derivace funkce f(x, y):
Rx.y)=y x"

fy(x,y) = x” - In(x)

fe(x.y)=y-(y—1) - %2

fo(x.y) =y - x="-In(x) + x¥~"

(X, y) = XV - In?(x)

Taylortv polynom - pouziti

Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x, y) = x” ve vhodném bodé
odhadnéte 0,91,

Reseni: Spo&teme parcialni derivace funkce f(x, y):
Ky)=y-x~"

fy(x,y) = x¥ - In(x)

fxy)=y-(y—1)-x2

(X y) =y - X7 In(x) + X0

£ (x.y) = XV - IPP(x)

Hodnoty téchto derivaci ve vhodném bodé [1, 1] jsou
f(1) =1, f(1,1) =0, f5(1,1) =0, f3(1,1) =1, £(1,1) = 0, takze
L y)=1+Hx-1)+1+Hx -1y -1)

Aplikujeme tento vztah pro odhad 0,9"' pomoci T»(0,9;1,1):
0.9"" ~ T2(0,9;1,1) =1 +%(0,971)+1 +%(O,97 1)(1,1 —1)=0,89.

Taylorv polynom - pouziti

Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x, y) = x¥ ve vhodném bodé
odhadnéte 0,91,

Taylortv polynom - pouziti

Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x, y) = x¥ ve vhodném bodé
odhadnéte 0,9"".

Resgeni: Spodteme parcialni derivace funkce f(x, y):
Kx,y)=y x"

fy(x,y) =XV - In(x)

fx,y)=y-(y —1)-x2

foy(x.y)=y- X1 In(x) 4+ X1

f(x,y) = XV - InP(x)

Hodnoty téchto derivaci ve vhodném bodé [1, 1] jsou
RO =1, (1L 1) =0, £(1,1) =0, f5(1.1) =1, f;

, y(1,1) =0, takze
Txy)=1+Lx=1)+1+Z(x-1)y-1)

Konvexni mnozina

Konvexita hraje v matematice pro ekonomy vyznamnou roli. Mnozinu M C R”
nazveme konvexni, jestlize pro kazdé dva jeji body A, B jsou vSechny body
Usecky AB také prvky mnoziny M. Tuto vlastnost mizeme analyticky vyjadfit
symbolickym zapisem:

ABeM=VY\e(0,1): \A+(1-AN)BeM



Konvexni mnozina Konvexni a konkavni funkce

Konvexita hraje v matematice pro ekonomy vyznamnou roli. Mnozinu M ¢ R" Funkci f definovanou na konvexni mnoziné M C R" nazveme konvexni na M,
nazveme konvexnli, jestlize pro kazdé dva jeji body A, B jsou vSechny body jestlize pro kazdé dva body A, B € M plati:
Usecky AB také prvky mnoziny M. Tuto vlastnost muzeme analyticky vyjadfit VA € (0,1) : f((AMA+ (1 — X)B) < Af(A) + (1 — Nf(B).

symbolickym zapisem:

ABeM=VvY\e(0,1): \A+(1-AN)BeM

(vyrazu na pravé strané se fika konvexni kombinace A, B) Na obrazku je
znazornén piiklad konvexni a nekonvexni mnoziny.

Poznamka : Prazdné a jednobodova mnozina jsou trivialné konvexni. Prinik
dvou konvexnich mnozin je opét konvexni mnozinou (toto tvrzeni Ize rozsifit
pro prunik vice konvexnich mnozin). Plati totéZ i pro sjednoceni?

Konvexni a konkavni funkce Konvexni a konkavni funkce

Funkci f definovanou na konvexni mnoziné M C R" nazveme konvexni na M, Funkci f definovanou na konvexni mnoziné M C R" nazveme konvexni na M,
jestlize pro kazdé dva body A, B € M plati: jestlize pro kazdé dva body A, B € M plati:

VA € (0,1) : f(AA+ (1 — N)B) < Af(A) + (1 — N)f(B). VA € (0,1) : f(AA+ (1 — \)B) < Af(A) + (1 = N)f(B).

Pokud je pro vSechna A # B a X € (0, 1) tato nerovnost ostra, je funkce f na Pokud je pro vS§echna A # B a X € (0, 1) tato nerovnost ostra, je funkce f na
mnoziné M ryze konvexni. Geometricky vyznam: "Spojnice kazdych dvou mnoziné M ryze konvexni. Geometricky vyznam: "Spojnice kazdych dvou
bodu grafu lezi nad grafem." bodu grafu lezi nad grafem."Pro opa¢né nerovnosti dostaneme definici

konkavni, resp. ryze konkavni funkce.

Konvexni a konkavni funkce Konvexni a konkavni funkce

Funkci f definovanou na konvexni mnoziné M C R" nazveme konvexni na M, Funkci f definovanou na konvexni mnoziné M C R" nazveme konvexni na M,
jestlize pro kazdé dva body A, B € M plati: jestlize pro kazdé dva body A, B € M plati:

VA € (0,1) : f((AMA+ (1 — X)B) < M(A) + (1 — N)f(B). VA € (0,1): f(AA+ (1 — N)B) < Xf(A) + (1 — N)f(B).

Pokud je pro vSechna A # B a X € (0, 1) tato nerovnost ostra, je funkce f na Pokud je pro vSechna A # B a A € (0, 1) tato nerovnost ostra, je funkce f na
mnoziné M ryze konvexni. Geometricky vyznam: "Spojnice kazdych dvou mnoziné M ryze konvexni. Geometricky vyznam: "Spojnice kazdych dvou
bod grafu lezi nad grafem."Pro opacné nerovnosti dostaneme definici bodu grafu lezi nad grafem."Pro opa¢né nerovnosti dostaneme definici
konkavni, resp. ryze konkavni funkce. konkavni, resp. ryze konkavni funkce.

Na obrazku je znazornén pfiklad funkce f(x, y) = x? + y?, ktera je ryze Na obrazku je znazornén priklad funkce f(x, y) = y?, ktera je (neryze)

konvexni v R?. konvexni v R?.

10,




Konvexni a konkavni funkce Konvexni a konkavni funkce

Ptiklady konvexnich funkci v R": Ptiklady konvexnich funkci v R":

@ Pro libovolny vektor ¢ € R” je linearni funkce f(x) = ¢’ -x konvexni na @ Pro libovolny vektor ¢ € R” je linearni funkce f(x) = ¢’ -x konvexni na
R™ (neni ale ryze konvexni). Sou€asné je tato funkce i konkavni (neni ale R" (neni ale ryze konvexni). Sou¢asné je tato funkce i konkavni (neni ale
ryze konkavni). ryze konkavni).

@ Euklidovska metrika |[x|| = /374 x? je konvexni na R™. @ Euklidovska metrika ||x|| = /314 x? je konvexni na R".

Pro konvexni funkce plati fada tvrzeni:

@ Jsou-li f(x) a g(x) konvexni funkce, pak jejich soucet f(X) + g(X) je téz
konvexni (totéz plati i pro souéin f(x) - g(x) v pfipadé nezapornosti
funkci).

@ Funkce f(x) je (ryze) konvexni funkce < —f(x) je (ryze) konkavni.

@ Pro konvexni funkci f(x) na R" a libovolnou konstantu c plati: MnoZina
X ={x e R": f(x) < c} je konvexni. V8echny funkce spliujici zadanou
podminku pro Vc € R se souhrné nazyvaji kvazikonvexni. Kvazikonvexita
je tedy slabsi pojem nez konvexita. Tento pojem se v ekonomii hodné
pouziva, nebot ekonomové nékdy vyjadiuji uzitek pomoci preferenci a ne
pomoci pfesné specifikované méfitelné uzitkové funkce (ordinalita vs
kardinalita).

Hessova matice konvexnich a konkavnich funkci Hessova matice konvexnich a konkavnich funkci
Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na
kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle
znaménka druhé derivace. znaménka druhé derivace. Zobecnénim této Gvahy pro funkci vice

proménnych dostaneme tvrzeni: Dvakrat diferencovatelna funkce f je
konvexni v bodé t pravé kdyz pro kazdy smér s plati: f/(t) > 0 (pfi platnosti
ostré nerovnosti dostaneme ryzi konvexitu).

Hessova matice konvexnich a konkavnich funkci Hessova matice konvexnich a konkavnich funkci
Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na
kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle
znaménka druhé derivace. Zobecnénim této tvahy pro funkci vice znaménka druhé derivace. Zobecnénim této tvahy pro funkei vice
proménnych dostaneme tvrzeni: Dvakrat diferencovatelnd funkce f je proménnych dostaneme tvrzeni: Dvakrat diferencovatelnd funkce f je
konvexni v bodé t pravé kdyz pro kazdy smér s plati: f/(t) > 0 (pfi platnosti konvexni v bodé t pravé kdyz pro kazdy smér s plati: f/(t) > 0 (pfi platnosti
ostré nerovnosti dostaneme ryzi konvexitu). Tedy Hessova matice H(t) musi ostré nerovnosti dostaneme ryzi konvexitu). Tedy Hessova matice H(t) musi
mit nasledujici vlastnost: mit nasledujici vlastnost:

Vs eR": f/(t)=s-H()-s" >0 VseR”: f/(t)=s-H(t)-s" >0

Jiz vime, Ze takové matice se nazyvaji pozitivné semidefinitni (pro ryzi Jiz vime, Ze takové matice se nazyvaji pozitivné semidefinitni (pro ryzi
konvexitu pak musi Hessova matice byt pozitivné definitni a pro konkavitu konvexitu pak musi Hessova matice byt pozitivné definitni a pro konkavitu
jsou nerovnosti opacné, tj. Hessova matice negativné (semi)definitni ). jsou nerovnosti opacné, tj. Hessova matice negativné (semi)definitni ).

Priklad : Je funkce f(x,y, z) = x2 + z - y? konvexni nebo konkavni v bodé
[1,1,1]?



Hessova matice konvexnich a konkavnich funkci

Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na
kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle
znaménka druhé derivace. Zobecnénim této Gvahy pro funkci vice
proménnych dostaneme tvrzeni: Dvakrat diferencovatelna funkce f je
konvexni v bodé t pravé kdyz pro kazdy smér s plati: /(t) > 0 (pfi platnosti
ostré nerovnosti dostaneme ryzi konvexitu). Tedy Hessova matice H(t) musi
mit nésledujici vlastnost:

VseR": f/(t)y=s-H()-s" >0

Jiz vime, Ze takové matice se nazyvaji pozitivné semidefinitni (pro ryzi
konvexitu pak musi Hessova matice byt pozitivné definitni a pro konkavitu
jsou nerovnosti opacné, tj. Hessova matice negativné (semi)definitni ).
PFiklad : Je funkce f(x,y, z) = x2 + z - y? konvexni nebo konkavni v bodé
[1,1,1]?

Reseni: Spo&itame Hessovu matici:

Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f : R” — R ma v bodé a € Df :

@ lokalni maximum, kdyZ existuje jeho §-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) < f(a)

@ lokalni minimum, kdyz existuje jeho d-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) > f(a)

Hessova matice konvexnich a konkavnich funkci

Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na
kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle
znaménka druhé derivace. Zobecnénim této Gvahy pro funkci vice
proménnych dostaneme tvrzeni: Dvakrat diferencovatelna funkce f je
konvexni v bodé t pravé kdyz pro kazdy smér s plati: /() > 0 (pfi platnosti
ostré nerovnosti dostaneme ryzi konvexitu). Tedy Hessova matice H(t) musi
mit nasleduijici vlastnost:

Vs eR™: f/(t)=s-H()-s" >0

Jiz vime, Ze takové matice se nazyvaji pozitivné semidefinitni (pro ryzi
konvexitu pak musi Hessova matice byt pozitivné definitni a pro konkavitu
jsou nerovnosti opacné, tj. Hessova matice negativné (semi)definitni ).
Priklad : Je funkce f(x,y, z) = x2 + z - y? konvexni nebo konkavni v bodé
[1,1,1]?

2 0 0

Reseni: Spog&itame Hessovu matici: H(1,1,1)=| 0 2 2 ) , naptiklad
0 2 0

pro vektor s = (—1,—1,2) platis - H(1,1,1) -s" = —4 < 0, ale pro vektor

s=(1,1,1) platis- H(1,1,1)-sT =8 > 0 Funkce neni v bodé [1,1, 1] ani
konvexni ani konkavni.

Lokalni extrémy

Rekneme, e funkce f : R” — R ma v bodé a € Df :
@ lokalni maximum, kdyZ existuje jeho §-okoli Us(a) c Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) < f(a)

@ lokalni minimum, kdyz existuje jeho d-okoli Us(a) C Df takové, Ze
Vx € Us(a) plati f(x) > f(a)

Poznamka: jsou-li nerovnosti splnény na ryzim okoli Us(a) \ {a} ostfe, pak
extrémy nazyvame ostré.

Poznamka: Funkce f mGze mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich
bodech (tedy bodech s nulovym gradientem), nebo v bodech, v nichz
neexistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho fadu.

Lokalni extrémy Lokalni extréemy

Rekneme, Ze funkce f: R” — R ma v bodé a € Df :
@ lokalni maximum, kdyZ existuje jeho d-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) < f(a)
@ lokalni minimum, kdyz existuje jeho d-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) > f(a)
Poznamka: jsou-li nerovnosti spinény na ryzim okoli Us(a) \ {a} ostfe, pak
extrémy nazyvame ostré.
Poznamka: Funkce f mGze mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich
bodech (tedy bodech s nulovym gradientem), nebo v bodech, v nichz
neexistuje aspon jedna parciélni derivace prvniho fadu.
Priklad: Funkce f(x, y) = \/Xx2 + y2 m& minimum v bodé [0, 0], kde neexistuji
parcialni derivace.

Rekneme, Ze funkce f: R” — R ma v bodé a € Df :
@ lokalni maximum, kdyZ existuje jeho §-okoli Us(a) c Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) < f(a)
@ lokalni minimum, kdyz existuje jeho d-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) > f(a)
Poznamka: jsou-li nerovnosti spinény na ryzim okoli Us(a) \ {a} ostfe, pak
extrémy nazyvame ostré.
Poznamka: Funkce f mGze mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich
bodech (tedy bodech s nulovym gradientem), nebo v bodech, v nichz
neexistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho fadu.
Pfiklad: Funkce f(x, y) = X2 + y2 ma minimum ve stacionarnim bodé [0, 0].
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Lokalni extrémy Lokalni extréemy

Rekneme, Ze funkce f: R” — R ma v bodé a € Df :
@ lokalni maximum, kdyZz existuje jeho d-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) < f(a)
@ lokalni minimum, kdyz existuje jeho §-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) > f(a)
Poznamka: jsou-li nerovnosti spinény na ryzim okoli Us(a) \ {a} ostfe, pak
extrémy nazyvame ostreé.
Poznamka: Funkce f mGze mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich
bodech (tedy bodech s nulovym gradientem), nebo v bodech, v nichz
neexistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho fadu.
Piiklad: Funkce f(x, y) = x2 — y2 ma stacionarni bod [0, 0], kde neni extrém,
jedna se o sedlovy bod.
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P¥i rozhodovani o tom, zda ve stacionarnim bodé nastava lokalni extrém, se
fidime pomoci Hessovy matice. Zfejmé je-li ve svém stacionarnim bodé
funkce f ryze konvexni, tj. ma-li zde pozitivné definitni Hessovu matici, pak
zde nabyva svého lokalniho minima (analogicky maximum a konkavita).
Pfipomenme, Ze pozitivné definitni matici Ize rozpoznat podle toho, ze ma
v§echny fidici hlavni minory. Podminky pro existenci extrému shrnuje

Lokalni extrémy Lokalni extrémy

P¥i rozhodovani o tom, zda ve stacionarnim bodé nastava lokalni extrém, se
fidime pomoci Hessovy matice. Zfejmé je-li ve svém stacionarnim bodé
funkce f ryze konvexni, tj. ma-li zde pozitivné definitni Hessovu matici, pak
zde nabyva svého lokalniho minima (analogicky maximum a konkavita).
Pfipomefime, Ze pozitivné definitni matici Ize rozpoznat podle toho, ze ma
vS8echny Fidici hlavni minory. Podminky pro existenci extrému shrnuje
Sylvestrovo kritérium

Bud f: R"” — R a a € Df jeji stacionarni bod. Oznaéme Di(a), k=1....,n
determinant submatice vytvofené z prvnich k fadkl a sloupcli Hessovy
matice H(a). Pak

@ Jestlize Di(a) >0, Do(a) >0,..., Dy(a) >0, ma f v a lok. minimum.

@ Jestlize Di(a) <0, D»(a) >0,..., (—1)"Dy(a) > 0, ma f v a lok.
maximum.

@ Jestlize jsou vSechny minory Di(a), k = 1,...,n nenulové a pfitom

neplati Zadna z predchozich moznosti, pak v bodé a neni extrém.

P¥i rozhodovani o tom, zda ve stacionarnim bodé nastava lokalni extrém, se
fidime pomoci Hessovy matice. Zfejmé je-li ve svém stacionarnim bodé
funkce f ryze konvexni, tj. ma-li zde pozitivné definitni Hessovu matici, pak
zde nabyva svého lokalniho minima (analogicky maximum a konkavita).
Pfipomefme, Ze pozitivné definitni matici Ize rozpoznat podle toho, ze ma
v8echny fidici hlavni minory. Podminky pro existenci extrému shrnuje
Sylvestrovo kritérium

Bud f: R" — R a a € Df jeji stacionarni bod. Oznatme Di(a), k =1.....n
determinant submatice vytvofené z prvnich k fadk( a sloupctl Hessovy
matice H(a). Pak

@ Jestlize Di(a) >0, Dy(a) >0,..., Dy(a) >0, ma f v a lok. minimum.

@ Jestlize Di(a) < 0, Dx(a) >0,..., (—1)"Dy(a) >0, ma f v a lok.
maximum.

@ Jestlize jsou vSechny minory Di(a), k = 1,...,nnenulové a pfitom

neplati Z&dna z pfedchozich moznosti, pak v bodé a neni extrém.
Pfiklad: Hessova matice funkce f(x, y) = x2 + y? ve stacionarnim bodg [0, 0]
je: H(0,0) = < 22 ). jeit hlavni minory jsou Dy(0,0) = 2. Dy(0.0) = 4,
tedy je pozitivné definitni a v bodé [0, 0] je minimum.

Lokalni extrémy Lokalni extrémy - priklad

Pfi rozhodovani o tom, zda ve stacionarnim bodé nastava lokalni extrém, se
fidime pomoci Hessovy matice. Zfejmé je-li ve svém stacionarnim bodé
funkce f ryze konvexni, tj. ma-li zde pozitivné definitni Hessovu matici, pak
zde nabyva svého lokalniho minima (analogicky maximum a konkavita).
Pfipomenme, Ze pozitivné definitni matici Ize rozpoznat podle toho, Ze méa
v§echny fidici hlavni minory. Podminky pro existenci extrému shrnuje
Sylvestrovo kritérium

Bud f: R” — R a a € Df jeji stacionarni bod. Oznaéme Di(a), k =1,...,n
determinant submatice vytvorené z prvnich k radk( a sloupcti Hessovy
matice H(a). Pak

@ Jestlize Di(a) >0, Do(a) >0,..., Dy(a) >0, ma f v a lok. minimum.
@ Jestlize Di(a) < 0, Dy(a) >0,..., (—1)"Dy(a) > 0, ma f v a lok.
maximum.

@ Jestlize jsou v8echny minory Di(a), k = 1,..., nnenulové a pfitom
neplati Zadné z predchozich moznosti, pak v bodé a neni extrém.
Piiklad: Hessova matice funkce f(x, y) = x? — y2 ve stacionarnim bodé [0, 0]
je: H(0,0) = (2) 02 , jeji hlavni minory jsou D;(0,0) =2, D(0,0) = —4,
tedy je indefinitni a v bodé [0, 0] neni extrém.

Analytické feSeni Ulohy hledani volnych extrému funkce f v R” tedy spo€iva v
nalezeni stacionarnich bodu (resp. bodu, kde neexistuje gradient) a vySetteni
definitnosti Hessovy matice v téchto bodech. Pfi hledani stacionarnich bodt
fesime soustavu n rovnic o n neznamych.



Lokalni extrémy - pfiklad

Analytické feseni Glohy hledani volnych extrému funkce f v R” tedy spociva v
nalezeni stacionarnich bodl (resp. bodu, kde neexistuje gradient) a vySetreni
definitnosti Hessovy matice v téchto bodech. Pfi hledani stacionarnich bodu
fesime soustavu n rovnic o n neznamych.

Pfiklad : Naleznéte extrémy funkce f(x, y) = X2y + y2x — xy.

Lokalni extrémy - pfiklad

Analytické feSeni Ulohy hledani volnych extrému funkce f v R” tedy spo€iva v
nalezeni stacionarnich bodu (resp. bodu, kde neexistuje gradient) a vySetfeni
definitnosti Hessovy matice v téchto bodech. Pfi hledani stacionarnich bodu
feSime soustavu n rovnic o n neznamych.

Piiklad : Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = x2y + y2x — xy.

Reseni: Prvni derivace jsou f, = 2xy + y? — y, f; = X2 + 2xy — x. Polozime-li
obé parcialni derivace sou¢asné nule, ma soustava nasledujici feSeni:
x=y=0,x=0y=1,x=1,y=0;, x=1/3,y =1/3, coz dava Ctyfi
stacionarni body dané funkce. Hodnoty Hessovy matice ve stacionarnich
bodech jsou postupné H(0,0) = ( 2 3 ) H(0,1) = ( } g) )

0 1 2/3 1/3
HOLO=( 1 4 )’HW?”V?’):( 13 213
je pozitivné definitni, funkce ma jen jedno lokalni minimum, a to v bodé

[1/3,1/3].

). Pouze posledni matice

Globalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f dosahuje na mnoziné X v bodé a € X svého

@ globalniho maxima jestlize Vx € X plati f(x) < f(a)

@ globalniho minima jestlize Vx € X plati f(x) > f(a)
Poznamka: Misto pojmu globalni téZ pouzivdme pojem absolutni. Opét
definujeme ostré extrémy, jestlize nerovnosti jsou ostré pro vx # a.

Weierstrassova véta:

Je-li X C R" ohraniCena, uzaviena mnozina a f : R” — R spojita funkce na X,
pak mé& f na X globalni extrémy, a to bud’ v bodech lokalnich extrémd nebo na
hranici mnoziny X.

Lokalni extrémy - pfiklad

Analytické feseni Glohy hledani volnych extrému funkce f v R” tedy spociva v
nalezeni stacionarnich bodl (resp. bodu, kde neexistuje gradient) a vySetreni
definitnosti Hessovy matice v téchto bodech. Pfi hledani stacionarnich bodu
fesime soustavu n rovnic o n neznamych.

Priklad : Naleznéte extrémy funkce f(x, y) = X2y + y2x — xy.

Reseni: Prvni derivace jsou f, = 2xy + y? — y, f; = X2 + 2xy — x. Polozime-li
obé parcialni derivace souc¢asné nule, ma soustava nasledujici feseni:
x=y=0,x=0,y=1, x=1,y=0; x=1/3,y = 1/3, coz dava Ctyfi
stacionarni body dané funkce.

Globalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f dosahuje na mnoziné X v bodé a € X svého
@ globalniho maxima jestlize Vx € X plati f(x) < f(a)
@ globalniho minima jestlize Vx € X plati f(x) > f(a)

Poznamka: Misto pojmu globalni téZ pouzivame pojem absolutni. Opét
definujeme ostré extrémy, jestlize nerovnosti jsou ostré pro vx # a.

Globalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f dosahuje na mnoziné X v bodé a € X svého
@ globalniho maxima jestlize Vx € X plati f(x) < f(a)

@ globalniho minima jestlize Vx € X plati f(x) > f(a)

Poznamka: Misto pojmu globalni téZ pouzivame pojem absolutni. Opét
definujeme ostré extrémy, jestlize nerovnosti jsou ostré pro vx # a.

Weierstrassova véta:

Je-li X ¢ R" ohrani¢ena, uzaviena mnozina a f : R” — R spojita funkce na X,
pak méa f na X globalni extrémy, a to bud’ v bodech lokalnich extrémd nebo na
hranici mnoziny X.

Poznamka: Neni-li mnozina X uzaviena nebo ohrani¢ena, pak globalni
extrémy nemusi existovat. Pokud extrémy existuiji, jsou jejich hodnoty uréeny
jednoznacné. Funkce vSak muZze nabyvat téchto hodnot obecné ve vice
bodech. Hranici mnoziny Ize vétsinou popsat pomoci rovnic. VySettovani
hranice je GUlohou s omezenim.



Globalni extrémy - ptiklad Globalni extrémy - priklad

Urcete globalni extrémy funkce f(x, y) = \/2x — x2 — 4y?

Globalni extrémy - priklad

Urcete globalni extrémy funkce f(x,y) = v/2x — x2 — 4y?

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je mnozina bodt vyhovujicich nerovnici
2x — x? — 4y? > 0. Po dopInéni na Gtverec dostaneme nerovnici

(x —1)2 +4y2 <A.

Jedna se tedy o mnozinu bodl ohrani¢enou elipsou o stfedu [1,0] a
polooséch rovnych 1 a .

Globélni extrémy - pfiklad

Urcete globalni extrémy funkce f(x, y) = \/2x — x2 — 4y?

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je mnozina bodti vyhovujicich nerovnici
2x — x2 — 4y? > 0. Po dopInéni na Etverec dostaneme nerovnici

(x —1)2+4y2 < 1.
Jedna se tedy o mnozinu bodl ohrani¢enou elipsou o stfedu [1,0] a
poloosach rovnych 1 a .

Pro dal$i postup stanovime podezielé body. Nejprve vysSetiime stacionarni
body jako feseni soustavy

f’ — 2—2x —0.

X o\ fax—x—4y? '
7 -8

b= oo =
Nalezli jsme bod P; = [1,0]. Dal$i skupinou podezfelych bodu je hraniéni
elipsa, a to proto, Ze hranice je vzdy podezfeld a navic v jejich bodech
neexistuji parcialni derivace.

)

Urcete globalni extrémy funkce f(x, y) = \/2x — x2 — 4y?

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je mnozina bod(i vyhovujicich nerovnici
2x — x? — 4y? > 0. Po doplnéni na ¢tverec dostaneme nerovnici
(x =12 +4y2<1.

Globalni extrémy - priklad

Urcete globalni extrémy funkce f(x,y) = v/2x — x2 — 4y2

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je mnoZina bodii vyhovujicich nerovnici
2x — x? — 4y? > 0. Po dopInéni na &tverec dostaneme nerovnici

(x =12 +4y2 <.

Jedna se tedy o mnozinu bodl ohrani¢enou elipsou o stfedu [1,0] a
poloosach rovnych 1 a .

Pro dalsi postup stanovime podezielé body. Nejprve vysetfime stacionarni
body jako feseni soustavy

fl = 2-2x =0
X 2¢/2x—x2—4y? ’
7 —8y _

f,=—F———=0
Y 24/2x—x2—4y? ?

Globélni extrémy - pfiklad

Urcete globalni extrémy funkce f(x,y) = \/2x — x2 — 4y?

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je mnozina bodii vyhovujicich nerovnici
2x — x2 — 4y? > 0. Po dopInéni na &tverec dostaneme nerovnici
(x—1)2+4y2 < 1.

Jedna se tedy o mnozinu bodl ohrani¢enou elipsou o stfedu [1,0] a
poloosach rovnych 1 a .

Pro dal$i postup stanovime podezielé body. Nejprve vySettime stacionarni
body jako feseni soustavy

f; — 2-2x — 0’
2¢/2x—x2—4y?

fl=_— 8

v 2¢/2x—x2—4y?

Nalezli jsme bod P; = [1,0]. Dalsi skupinou podezfelych bodu je hraniéni
elipsa, a to proto, Ze hranice je vzdy podezfela a navic v jejich bodech
neexistuji parcialni derivace.

Porovname funkéni hodnoty, f(Py) = v2-1 — 12 —4 .02 = 1. Pro libovolny
bod P, na hraniéni elipse plati: f(Pe) = 0. Tedy funkce ma v bodé P; globalni
maximum a ve vSech bodech hranice nabyva globalniho minima.



Globalni extrémy - ptiklad

Urgete globalni extrémy funkce f(x,y) = (x — 1)? + (y — 1)? na obdéIniku,
ktery je uréen body A = [0;0]; B=[2;0]; C = [2;1]; D = [0; 1].

Globalni extrémy - priklad

UrCete globalni extrémy funkce f(x,y) = (x — 1) + (y — £)? na obdéIniku,
ktery je uréen body A = [0;0]; B=[2;0]; C = [2;1]; D = [0; 1].

Reseni: Nalezneme lokalni extrémy funkce f. Spoéteme parcialni derivace
fy =2x — 2 afy =2y — 1 a nalezneme stacionarni bod s = [1, 1. Matice
2 0
0 2
kladné a proto v bodé s nastava lokalni minimum funkce f.

Hranice zadané mnoziny je tvofena ¢tyfmi UseCkami AB, BC, CD a DA. Je
tedy tfeba fesit Ctyfi optimalizacni Glohy s funkci f a postupné s podminkami
Viiy=0,Vo:x=2,Vz:y=1aVs:x=0.

druhych derivaci je rovna H(s) = < > Hlavni minory této matice jsou

Pozor! P¥i této formulaci je zapotiebi zvlast vysetiit body A, B, C, D, protoze
nehledame extrémy na celych hrani¢nich pfimkéach, ale pouze na pfislusnych
Useckéach.

Globélni extrémy - pfiklad

Ulohy optimalizace f za podminky V;, kde i = 1,2, 3, 4 pfevedeme na
ekvivalentni Glohy nalezeni lokalnich extrému funkci F;, kde
Fi(x) = f(x,0) = (x — 1) + 1,
Fo(y)=f2.y) = (y - 3)? +1,
Fs(x) =f(x,1) = (x = 1)2+ 1,
Faly)=10.y) = (y — 3)* +1.
Snadno se zjisti, ze jednotlivé Glohy maji minimum v bodech postupné:
a=[1,0], b=[2,}],c=[1,11ad = [0, }]. Hodnoty funkce f ve vSech
podezielych bodech shrneme v tabulce:
x |[s|A|B|C|Dja|b|c|d

foo [of g [s & 3l 11a[1
Je zfejmé, Ze nejmensi hodnoty dosahuje funkce v bodé s = [1, 1§] a nejvetsi
v bodech A, B, C, D.

Globalni extrémy - priklad

Urgete globalni extrémy funkce f(x,y) = (x — 1)? + (y — £)? na obdélniku,
ktery je uréen body A = [0;0]; B=[2;0]; C = [2;1]; D = [0; 1].

Reseni: Nalezneme lokalni extrémy funkce f. Spoéteme parcialni derivace
fy = 2x —2a f, = 2y — 1 a nalezneme stacionarni bod s = [1, }]. Matice

2 0
0 2
kladné a proto v bodé s nastava lokalni minimum funkce f.

druhych derivaci je rovna H(s) = ( . Hlavni minory této matice jsou

Globalni extrémy - priklad

Ulohy optimalizace f za podminky V;, kde i = 1,2, 3, 4 prevedeme na
ekvivalentni Glohy nalezeni lokalnich extrémU funkci F;, kde

Fi(x) = f(x,0) = (x = 1)2 + 1,

Fa(y)=f(2,y) = (y — 3)? +1,

Fa(x) = f(x,1) = (x = 1)2 + 1,

Fa(y) =1f(0,y) = (y = §)? + 1.



Uloha linearniho programovani Formulace ulohy optimalizace vyrobniho programu

Uvod do problematiky linearniho programovani ilustrujme na nasleduijicf
optimalizacni Gloze prevzaté z knihy Josefa Jablonského "Operaéni vyzkum,
Kvantitativni modely pro ekonomické rozhodovani":

Balirny a prazirny kavy DE, a.s. planuji vyrobu dvou smési Mocca a Standard.
Od dodavatelti maji k dispozici tfi druhy kdvovych bobu Ki, K» a K3 v kapacité
40, 60 a 25 tun. Technologicky postup uréujici skladou smési shrime

v tabulce.

Komponenta | Mocca Standard | Kapacita [t]
Ki 0,5 0,25 40
Ko 0,5 0,5 60
Ks 0,25 25

Vzhledem k vyrobnim nakladim a prodejni cené smési byl vykalkulovan zisk,
ktery ¢ini 20000 K¢ resp. 14000 K& na jednu tunu smési Mocca resp.
Standard. Management firmy chce naplanovat produkci tak, aby jeji zisk byl
maximalni.

Formulace ulohy optimalizace vyrobniho programu

Oznacime - li x; mnozstvi tun smési Mocca a X mnozstvi tun smeési
Standard, mizeme problém formulovat matematicky jako Ulohu maximalizovat
Ucelovou funkci:
z =20000x; + 14000x>
za podminek
0,5x; + 0,25x, <40
0,5x¢ + 0,5x <60
0,25x, <25
X1, X2 > 0

Je mozny téz maticovy zapis Ulohy:

z=c' -x— max zapodminek A-x<b,x >0,

kde x = (x4, x2)" je vektor strukturnich proménnych, ¢ = (20, 14)" je vektor
cenovych koeficient v Géelové funkci, b = (40, 60,25) " je vektor kapacitnich

0,5 0,25
omezenia A = 05 05 je matice strukturnich koeficientu.
0 025

Matematické formulace obecné ulohy linearniho

programovani (LP)

Obecnou ulohu LP pro n proménnych a m omezeni muzeme zapsat takto:
minimalizuj (maximalizuj) funkci

Z= 2;1:1 GiXj

za podminek

Yiiap?h, i=1,...m

ijov j=1,...n,

kde na misté symboll ? muzou byt libovolnd relaéni znaménka <, =, >.
Omezeni se uvadéji v takové podobé, aby pravé strany b; byly nezaporné.

Je dobré si uvédomit, Ze jednu Ulohu Ize formulovat rGznymi zpusoby, obvykle
se uvadi v tzv. zakladnim tvaru. Snadno Ize prevést Glohu minimalizaéni na
Glohu maximalizace funkce —z = Zj”ﬂ(fc/)xj. Omezeni ve formé rovnosti Ize
prepsat jako dvé nerovnice typu < a > s tymiz koeficienty i pravou stranou
jako ptvodni rovnice. Pfevod omezeni ve formé nerovnosti na rovnici se zase
feSeni zavedenim dodate¢nych proménnych.

Oznacime - li x; mnozstvi tun smési Mocca a x, mnozstvi tun smési
Standard, muzeme problém formulovat matematicky jako Glohu maximalizovat
Ucelovou funkci:
z = 20000x; + 14000x>
za podminek
0,5x1 + 0,25x, <40
0,5x¢ + 0,5x% <60
0,25x, <25
X1, X2 >0

Matematicka formulace obecné ulohy linearniho

programovani (LP)

Obecnou ulohu LP pro n proménnych a m omezeni mizeme zapsat takto:
minimalizuj (maximalizuj) funkci

z=3%6x%

za podminek

Yiiap?h, i=1,...m

x>0, j=1,...n,

kde na misté symboll ? muZou byt libovolna relaéni znaménka <, =, >.
Omezeni se uvadéji v takové podobé, aby pravé strany b; byly nezaporné.

Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o kave.
A

)

0,5%,+0,25x,-40

X.
1
Kvali nezapornosti proménnych se omezime pouze na prvni kvadrant.
Znazornime zde polorovinu tvofenou body splfiujicimi prvni omezujici
podminku.



Grafické reSeni tlohy LP Grafické reSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. UkaZme si postup pro
nasi Ulohu o kaveé.

)

0,5%,+0,5x,-60

X
1
Znézornime také polorovinu tvofenou body splfujicimi druhou omezujici
podminku.

Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi ulohu o kavé.

)

=

X
Mnozina pfipustnych feseni M je tvofena body, které vyhovuji véem
omezenim.

Grafické feSeni ulohy LP
Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi ulohu o kaveé.

)

M
z= 35000

X
1
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 350000

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. UkaZme si postup pro
nasi tlohu o kaveé.
A

)

0,25x,-25

X
1
Znazornime jesté polorovinu tvofenou body splfiujicimi tfeti omezujici
podminku.

Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi Ulohu o kavé.
A

)

z=0

X
1
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; 4+ 14000x> = 0

Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o kave.
A

)

X
1
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 700000



Grafické reSeni tlohy LP Grafické reSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. UkaZme si postup pro Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. UkaZme si postup pro
nasi Ulohu o kaveé. nasi tlohu o kaveé.
A

) )

z= 1920000

X, X4
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 1050000 Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 1920000

Grafické feSeni ulohy LP Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi ulohu o kavé. nasi tlohu o kavé.
Xy X,
* 100

80

=
X
Nejvy$si izokvanta se dotykd mnoziny M v bodé x*

X4

Bod x* = [40, 80] je optimalnim FeSenim.

Simplexova metoda Simplexova metoda

Postup hledani optima je zaloZen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic muze lezet Postup hledani optima je zaloZen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic mize lezet
extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustnd mnozina je také diky extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustnd mnozina je také diky
linearité omezeni speciélniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz linearité omezeni speciélniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz
vyuziva speciélni algoritmus feseni tloh LP. vyuziva speciélni algoritmus feseni tloh LP.

Simplexova metoda je iteracni postup k nalezeni optimalniho feseni tlohy LP. Simplexova metoda je iteraéni postup k nalezeni optimalniho feseni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zakladniho fedeni. Dale metoda v Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zakladniho feseni. Dale metoda v
jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepsi hodnotou ucelové jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepsi hodnotou Ucelové
funkce. Po konec¢ném poctu kroku se nalezne feseni s nejlepsi hodnotou funkce. Po konec¢ném poctu kroku se nalezne feseni s nejlepsi hodnotou
Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni celé ulohy) Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni celé ulohy)
nebo se zjisti, ze takové feSeni neexistuje. nebo se zjisti, Ze takové fesSeni neexistuje. Na obrazku ukazme schematické

zn&zornéni postupu ve 3D.

Mnozina pfipustnych feseni



Simplexova metoda

Postup hledani optima je zaloZen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic muze lezet
extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustna mnozina je také diky
linearité omezeni specialniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz
vyuziva speciélni algoritmus feseni tloh LP.

Simplexova metoda je iteraéni postup k nalezeni optimalniho feseni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zakladniho fedeni. Dale metoda v
jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepsi hodnotou ucelové
funkce. Po kone¢ném poctu kroku se nalezne feseni s nejlepsi hodnotou
Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni celé ulohy)
nebo se zjisti, Ze takové feSeni neexistuje. Na obrazku ukazme schematické
znézornéni postupu ve 3D.

b

vychozi bod

Vychozi zakladni fesent

Simplexova metoda

Postup hledani optima je zaloZen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic muze lezet
extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustnd mnozina je také diky
linearité omezeni specialniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz
vyuziva speciélni algoritmus feseni tloh LP.

Simplexova metoda je iteraéni postup k nalezeni optimalniho fe$eni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zakladniho feseni. Dale metoda v
jednotlivych krocich vypocte nové zékladni feSeni s lepsi hodnotou Gcelové
funkce. Po konec¢ném poctu kroku se nalezne feseni s nejlepsi hodnotou
Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feseni celé Ulohy)
nebo se zjisti, Ze takové feseni neexistuje. Na obrazku ukazme schematické
znézornéni postupu ve 3D.

§

vychozi bod

Pfesuneme se do sousedniho vrcholu s jesté lepsi hodnotou Gcelové funkce

Simplexova metoda

Postup hledani optima je zaloZen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic muze lezet
extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustnd mnozina je také diky
linearité omezeni speciélniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz
vyuziva speciélni algoritmus feseni tloh LP.

Simplexova metoda je iteracni postup k nalezeni optimalniho feseni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zakladniho fedeni. Dale metoda v
jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepsi hodnotou ucelové
funkce. Po konec¢ném poctu kroku se nalezne feseni s nejlepsi hodnotou
Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni celé ulohy)
nebo se zjisti, Ze takové feSeni neexistuje. Na obrazku ukazme schematické
znézornéni postupu ve 3D.

optimum

4

vychozi bod

Nelze se presunout do Zadného lepsiho bodu, byl nalezen bod optima

Simplexova metoda

Postup hledani optima je zaloZen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic mize lezet
extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustnd mnozina je také diky
linearité omezeni specialniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz
vyuziva speciélni algoritmus feseni tloh LP.

Simplexova metoda je iteraéni postup k nalezeni optiméalniho feseni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zakladniho fedeni. Dale metoda v
jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepsi hodnotou ucelové
funkce. Po kone¢ném poctu kroku se nalezne feseni s nejlepsi hodnotou
Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni celé ulohy)
nebo se zjisti, Ze takové feSeni neexistuje. Na obrazku ukazme schematické
znazornéni postupu ve 3D.

b

vychozi bod

Pfesuneme se do sousedniho vrcholu s lepsi hodnotou Ucelové funkce

Simplexovéa metoda

Postup hledani optima je zaloZen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic muze lezet
extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustnd mnozina je také diky
linearité omezeni specidlniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz
vyuziva speciélni algoritmus feSeni tloh LP.

Simplexova metoda je iteraéni postup k nalezeni optiméalniho feSeni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezenf vychoziho zakladniho feseni. Dale metoda v
jednotlivych krocich vypocte nové zékladni feSeni s lepsi hodnotou Gcelové
funkce. Po konec¢ném poctu kroku se nalezne feseni s nejlepsi hodnotou
Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feseni celé Glohy)
nebo se zjisti, Ze takové feseni neexistuje. Na obrazku ukazme schematické
znazornéni postupu ve 3D.

;

vychozi bod

Zase se presuneme do sousedniho vrcholu s lep$i hodnotou Ucelové funkce

Dualita tloh LP

Na puvodni Glohu Ize nahlizet i jinym zpusobem. Pfedpokladejme, Ze bychom
suroviny nezpracovavali, ale rovnou prodali. Otazka zni, kdy se nam tento
pfimy prodej zdroju vyplati. To bude samoziejmé zaviset na zisku z prodeje
jednotlivych zdrojli - vyjadfime jej pomoci tzv. duélnich proménnych, které
oznacime w; (v nasi Uloze mame tfi druhy kavovych bobu, tedy i = 1,2, 3).
MUzeme pak formulovat tzv. dudlni Glohu k vychozimu problému:

Jaky je minimalni zisk z prodeje zdroju, pfi kterém se ndm nevyplati vyrabét
ani jeden vyrobek?



Dualita tloh LP

Na plvodni Glohu Ize nahlizet i jinym zptsobem. Predpokléadejme, Ze bychom
suroviny nezpracovavali, ale rovnou prodali. Otazka zni, kdy se nam tento
pfimy prodej zdroju vyplati. To bude samoziejmé zaviset na zisku z prodeje
jednotlivych zdrojl - vyjadfime jej pomoci tzv. duélnich proménnych, které
oznacime w; (v nasi Uloze mame ti druhy kavovych bobu, tedy i = 1,2, 3).
M0zeme pak formulovat tzv. duélni tlohu k vychozimu problému:

Jaky je minimalni zisk z prodeje zdroju, pfi kterém se nam nevyplati vyrabét
ani jeden vyrobek? Tedy minimalizujeme zisk z prodeje zdroju

g(w) = 40wy + 60w, + 25w3 za omezeni, Ze se nevyplati vyrabét ani smés

Mocca ani Standard, tedy, Ze plati nerovnosti 0,5w; + 0, 5w, > 20,
0,5wy +0,25w, + 0,5w3 > 14.

Dualita tloh LP

Na puvodni dlohu Ize nahlizet i jinym zplsobem. Pfedpokladejme, Ze bychom
suroviny nezpracovavali, ale rovnou prodali. Otazka zni, kdy se nam tento
ptimy prodej zdrojl vyplati. To bude samoziejmé zaviset na zisku z prodeje
jednotlivych zdrojl - vyjadfime jej pomoci tzv. duélnich proménnych, které
oznacime w; (v nasi Uloze mame tfi druhy kévovych bobu, tedy i = 1,2, 3).
MUzeme pak formulovat tzv. duéini Glohu k vychozimu problému:
Jaky je minimalni zisk z prodeje zdroju, pfi kterém se nam nevyplati vyrabét
ani jeden vyrobek? Tedy minimalizujeme zisk z prodeje zdroju
g(w) = 40wy + 60w, + 25w3 za omezeni, Ze se nevyplati vyrabét ani smeés
Mocca ani Standard, tedy, Ze plati nerovnosti 0,5w; + 0, 5w, > 20,
0,5w; + 0,25ws + 0,5w3 > 14. Pfi pouziti oznaceni zavedeného vyse, kde
¢ = (20, 14) je vektor ziski z prodeje smési , b = (40,60,25) " je vektor
kapacit surovin a A strukturni matice, mizeme porovnat maticovy zapis
puvodni, tzv. primarni Ulohy a tlohy dudlini:
primarni Gloha
maximalizovat z=c¢" - x
zapodm. A-x<b,x >0,

dualni Gloha
minimalizovat g(w) =b" -w
zapodm. AT .w>c,w>0

Dualita tloh LP Dualita tloh LP

Obecné Ize pro formulaci dualni tlohy k tloze LP pouzit nasledujici pravidla:

Maximaliza€ni Gloha Minimaliza¢ni dloha
primarni dualni
dualni primarni

nezaporna proménna
nekladna proménna
proménna neomezena
omezeni typu >

omezeni typu <
omezeni typu >
omezeni typu rovnice
nezaporna promeénna
nekladna proménna omezeni typu <
proménna neomezena omezeni typu rovnice
Poznamka : Pro manazerské rozhodovani je dllezité zjistit, jaky je vliv
zmény kapacitniho omezeni na hodnotu Ucelové funkce. To ndm prozradi
optimalni hodnoty dualnich proménnych w;. Tyto hodnoty se nazyvaji stinové
ceny a vyjadfuji hodnotu, o kterou se zméni hodnota ucelové funkce, jestlize
zvysime kapacitu i - tého zdroje b; o jednotku

B e

Dualita tloh LP

Vztah mezi vzajemné dualnimi Glohami Ize vyjadrit vétou o dualité:

Existuje-li optimalni feSeni jedné z dualné sdruzenych uloh, potom existuje

i optimalni feSeni druhé dlohy a navic optimalni hodnoty G€elovych funkci

se sobé rovnaji!

Z této véty logicky plyne, Ze pokud jedna ze sdruzenych Gloh optimalni feseni
nema, tak jej nemuaze mit ani Gloha druha, Ize ukazat, Ze pokud jedna uloha
nema zadné pfipustné feseni, tak druhd uloha je neomezend a naopak.
Dal$im dUsledkem je tzv. slaba véta o dualité:

Hodnota Ucelové funkce maximalizaéni Glohy je vzdy mensi nebo rovna
hodnoté Gcelové funkce minimalizacni Ulohy.

Vztah mezi vzajemné dudlnimi Glohami Ize vyjadfit vétou o dualité:
Existuje-li optimalni feseni jedné z dualné sdruzenych Uloh, potom existuje
i optimalni feSeni druhé Ulohy a navic optimalni hodnoty Gcelovych funkci
se sobé rovnaji!

Dualita tloh LP

Vztah mezi vzajemné dualnimi Ulohami Ize vyjadfit vétou o dualité:

Existuje-li optimalni feSeni jedné z dualné sdruzenych uloh, potom existuje
i optimalni feSeni druhé Glohy a navic optimalni hodnoty t€elovych funkci
se sobé rovnaji!

Z této véty logicky plyne, Ze pokud jedna ze sdruzenych Uloh optimalni feseni
nema, tak jej nemlze mit ani Gloha druha, Ize ukazat, Ze pokud jedna uloha
nema zadné pripustné fedeni, tak druha dloha je neomezend a naopak.
Dal$im disledkem je tzv. slaba véta o dualité:

Hodnota ucelové funkce maximalizacni Glohy je vzdy mensi nebo rovna
hodnoté Ucelové funkce minimalizaéni Glohy.

Déle plati tzv. véta o rovnovaze:

Je-li k-ta proménna v feseni primarni dlohy nenulova (tedy kladna), pak je

k-ta podminka v feSeni dudlni Glohy spinéna jako rovnost. Rikame, zZe je k-ta
podminka aktivni.



Uloha nelinearniho programovani (NLP)

Ulohu hledani extrém(i funkce n proménnych f(x) na mnoziné M vymezené
podminkami

91(X) < (resp. =, resp. >)0

92(x) < (resp. =, resp. >)0

9m(X) < (resp. =, resp. >)0,
kde alespon jedna z funkci f, gi, ..., gn je nelinearni, nazveme
Ulohou nelinearniho programovani (NLP).

Uloha nelinearniho programovani (NLP)

Ulohu hledani extrémd funkce n proménnych f(x) na mnozing M vymezené
podminkami

91(x) < (resp. =, resp. >)0

92(X) < (resp. =, resp. >)0

gm(X) < (resp. =, resp. >)0,
kde alespon jedna z funkci f, gy, ..., gn je nelinearni, nazveme
tlohou nelinearniho programovani (NLP).

Je-li m = 0, tj. nejsou pfitomna zadna omezeni, hledame tedy extrémy funkce
f na celém R" a hovofime o volnych extrémech. V pfipadé, kdy jsou na
proménné uvalena omezeni, tj. m > 0 nebo kdyz je defini¢ni obor funkce f
limitovan na néjakou podmnozinu X C R", hovofime o vazanych extrémech.

Poznamka: U Gloh NLP nemusi existovat zadné feseni nebo naopak mize
existovat vice extrému, z nichz nékteré jsou pouze lokalni. Optimum nemusi
lezet pouze na hranici ptipustné mnoziny!

Optimalizacni tloha s omezenim ve forme rovnosti

UvaZujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min ,

na mnoziné M vymezené soustavou m rovnic gij(x) =0, i=1,...m.

Jsou - li funkce fig;, i=1,..., mspojité diferencované a jsou - li gradienty
omezeni Vg; linedrné nezavislé vektory (tj. Zadné omezeni neni nadbyte¢né),
pak pro bod optima x* existuji jednoznaéné hodnoty A+, ..., Ay, takové, Ze:
VIx*) + 27, A - Vgi(x*) = 0.

Cisla A, ..., Am Se nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory a umozriuiji
prevedeni optimalizacni Glohy na feSeni systému rovnic.

Uloha nelinearniho programovani (NLP)

Ulohu hledani extrém(i funkce n proménnych f(x) na mnozing M vymezené
podminkami

91(x) < (resp. =, resp. >)0

92(x) < (resp. =, resp. >)0

9m(X) < (resp. =, resp. >)0,
kde alespon jedna z funkci f, g, ..., gn je nelinearni, nazveme
Ulohou nelinearniho programovani (NLP).

Je-li m =0, tj. nejsou pfitomna zadna omezeni, hleddme tedy extrémy funkce
f na celém R" a hovofime o volnych extrémech. V pfipadé, kdy jsou na
proménné uvalena omezeni, tj. m > 0 nebo kdyz je definini obor funkce f
limitovan na néjakou podmnozinu X c R", hovofime o vazanych extrémech.

Uloha nelinearniho programovani (NLP) - pfiklad

Uvazujme Ulohu optimalizace funkce f(x, y) = x® — 3x + y® — 3y na mnozin&
M vymezené nerovnostmi x > 0, y > 0,2x + 2y < 5. Problém si mGzeme
znazornit graficky. Modfe je vyznagena pfipustnd mnozina, vrstevnice jsou
odstupriovany od nejnizsi ervené po nejvyssi zZlutou.

3

25

)

Zfejmé ma funkce f na mnoziné M minimum v bodé [1, 1] a maximum v
bodech [0;2,5] a [2,5;0].

05
s

Optimalizacni Gloha s omezenim ve formé rovnosti

Uvazujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min ,

na mnoziné M vymezené soustavou mrovnic gj(x) =0, i=1,...m.

Jsou - li funkce fig;, i=1,..., mspojité diferencované a jsou - li gradienty
omezeni Vg; linedrné nezavislé vektory (tj. Zadné omezeni neni nadbyte¢né),
pak pro bod optima x* existuji jednoznaéné hodnoty A+, ..., \p, takové, Ze:
V(x*) + 30 Ai - Vgi(x*) = 0.

Cisla A1, ..., Am Se nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory a umozriuiji
prevedeni optimalizacni Glohy na feSeni systému rovnic. Jaky je formalni
postup? Vytvoii se tzv. Lagrangeova funkce

L(x, ) = f(x) + 14 Ai - gi(x)

a sestavi se podminky pro jeji stacionarni body, tzv. podminky 1. fadu:
VxL(x,\) =0, V,L(x,\)=0

Jde o systém n -+ m rovnic pro n+ m nezndmych (poslednich m rovnic
vyjadfuje vlastné vazebni podminky). Jestlize ma tento systém feseni (x*, \*)
a jsou-li f i M konvexni, pak je bod x* globalnim minimem funkce f na
mnoziné M.



Optimalizacni Uloha s omezenim ve formé rovnosti Optimalizacni Uloha s omezenim ve formé rovnosti

Ukazme si metodu Lagrangeovych multiplikatort na nasledujici tloze:
Najdéte patu kolmice spusténé z bodu [5, 1, 2] na rovinu 2x + 3y + z = 6.

Optimalizaéni Gloha s omezenim ve formé rovnosti

Ukazme si metodu Lagrangeovych multiplikatort na nasleduijici tloze:
Najdéte patu kolmice spusténé z bodu [5, 1. 2] na rovinu 2x + 3y + z = 6.

Resgeni: Hledame tedy bod [x, y, z] lezici v zadané roving, pro néjz je
vzdalenost od bodu [5, 1,2] minimalni. Misto minimalizace funkce
f(x,y,2) = /(x =52+ (y — 1)2 + (z — 2)2 mazeme pro zjednodugeni
vypoCtu minimalizovat jeji druhou mocninu. Abychom mohli pouzit
Lagrangetv multiplikator, je tfeba rovnici omezeni anulovat:
2x+3y+z-6=0.

Sestavme Lagrangeovu funkci Glohy:

L(x,y,z,\) = (x =52+ (y — 1) + (2 — 2)2 + A\(2x + 3y + z — 6) a uréeme
jeji parcialni derivace:

Ly(x,y,z,\) =2(x —5) +2),

Ly(x,y,z,A)=2(y — 1)+ 3\,

L(x,y,z,\) =2(z—2)+ A,

La(x,y,z,\) =2x+3y +z—6.

Ekonomicka interpretace

Pfiklad z M. W. Klein: Mathematical Methods for Economics:

UvaZzujme ulohu hledani optima spottebitele, ktery ma 6 dolard, které chce
utratit za obéd v samoobsluzné restauraci, kde se polévka i hlavni chod plati
na vahu, pfiéemz cena za 1 unci polévky je $0,25 a za 1 unci hlavniho chodu
je $0,5. Oznacime-li S a V zakoupené mnozstvi obou chodu (v uncich), pak
rozpocétové omezeni mizeme zapsat jako 6 = % + % Hledame takovou
kombinaci jidel splfiujici tuto podminku, kterd maximalizuje uZitkovou funkci
U(s, vy ="r 4 ),

Ukazme si metodu Lagrangeovych multiplikatord na nésleduijici tloze:
Najdéte patu kolmice spusténé z bodu [5, 1, 2] na rovinu 2x + 3y + z = 6.

Resgeni: Hiedame tedy bod [, y, z] leici v zadané roving, pro n&j je
vzdélenost od bodu [5, 1, 2] miniméalni. Misto minimalizace funkce
f(x,y,z) = \/(x =52+ (y — 1)2 + (z — 2)2 muzeme pro zjednoduseni
vypocétu minimalizovat jeji druhou mocninu. Abychom mohli pouzit
Lagrangetv multiplikator, je tfreba rovnici omezeni anulovat:
2x+3y+z—-6=0.

Optimaliza¢ni Gloha s omezenim ve formé rovnosti

Ukazme si metodu Lagrangeovych multiplikatort na nasleduijici tloze:
Najdéte patu kolmice spusténé z bodu [5, 1, 2] na rovinu 2x + 3y + z = 6.

Regeni: Hliedame tedy bod [x, y, Z] lezici v zadané roving, pro néjz je
vzdalenost od bodu [5, 1, 2] minimalni. Misto minimalizace funkce
f(x,y,2) = /(x =52+ (y — 1)2 + (z — 2)2 mizeme pro zjednodugeni
vypoCtu minimalizovat jeji druhou mocninu. Abychom mohli pouzit
Lagrangetv multiplikator, je tfeba rovnici omezeni anulovat:
2x+3y+z-6=0.

Sestavme Lagrangeovu funkci Glohy:

L(x,y,z,\) = (x =52+ (y — 1) + (2 — 2)2 + A\(2x + 3y + z — 6) a urteme
jeji parcialni derivace:

Ly(x,y,z,\) =2(x —5) + 2},

Ly(x,y,z,A)=2(y — 1)+ 3\,

L(x,y,z,\) =2(z—2)+ A,

La(x,y,z,\) =2x+3y +z—6.

Polozime parcialni rovnice rovny nule a dostaneme linearni systém, jehoz
vyfesenim ziskame bod optima [32, 12, 19]. Protoze minimalizovana funkce i
pfipustna mnozina jsou konvexni, nalezli jsme bod minima.

Ekonomicka interpretace

Pfiklad z M. W. Klein: Mathematical Methods for Economics:

UvaZzujme Ulohu hledani optima spottebitele, ktery méa 6 dolard, které chce
utratit za obéd v samoobsluzné restauraci, kde se polévka i hlavni chod plati
na vahu, pfiéemz cena za 1 unci polévky je $0,25 a za 1 unci hlavniho chodu
je $0,5. Oznacime-li S a V zakoupené mnozstvi obou chodu (v uncich), pak
rozpocétové omezeni mizeme zapsat jako 6 = % + % Hledame takovou
kombinaci jidel splfiujici tuto podminku, kterd maximalizuje uzitkovou funkci
U(s, vy ="r0 4

Reseni: Zavedeme Lagrangeovu funkci
L(S,V,\) =13 o V) _ (S 4 ¥ — 6). Podminky prvniho Fadu jsou:

Ls(S,V.A) =55 — 2 =0
Ly(S,V,\) =5y —5=0
L(SV.N)=5+45-6=0



Ekonomicka interpretace

Ptiklad z M. W. Klein: Mathematical Methods for Economics:

UvaZzujme ulohu hledani optima spotiebitele, ktery ma 6 dolard, které chce
utratit za obéd v samoobsluzné restauraci, kde se polévka i hlavni chod plati
na vahu, pfi€emz cena za 1 unci polévky je $0,25 a za 1 unci hlavniho chodu
je $0,5. Oznacime-li S a V zakoupené mnozstvi obou chodu (v uncich), pak
rozpoc¢tové omezeni mizeme zapsat jako 6 = % + % Hledame takovou
kombinaci jidel splnujlci tuto podminku, kterd maximalizuje uzitkovou funkci
U(s, v) =) . vy,

Reseni: Zavedeme Lagrangeovu funkci

L(S, V., \) = LI/ ’"(2‘/) - A(% + ¥ — 6). Podminky prvniho fadu jsou:
Ls(S,V.A) =55 —3=0

Ly(S,V.A) = iv 3=0

L(SV.N)=5+4-6=0

Z prvnich dvou rovnic Ize vyjadfit, ze A = £ = {1, neboli S = 2V. Spolu s
posledni podminkou dostaneme fe$eni S* = 12, V* = 6 unci, \* coz
dava uzitek U(12,6) = 2,14.

:6’

Ekonomicka interpretace

Znéazornéme si uvazovanou Ulohu graficky.

S

24

6 12 \

Sklon rozpoctové linie je dan vztahem dan pomérem cen: av = -2.

Ekonomicka interpretace Ekonomicka interpretace

Znazornéme si uvazovanou Ulohu graficky.

s

24

Sklon rozpoctové linie je dan vztahem dan pomérem cen: ds —2.
Sklon indiferencni krlvky je dan pomérem meznich uzitk( (meznl mira
substituce): % = — ¢,

Znazornéme si uvazovanou Ulohu graficky.

S

24

Sklon rozpoctové linie je dan vztahem dan pomérem cen: as —2.

Sklon indiferencni krlvky je dan pomérem meznich uzitk( (meznl mira
substituce): 4% = —¢¢.

Spocéteme mezni uzitky Us(S, V) = g, Uy(S,V) = 2V jejich podil je 3 “V = %
Protoze v bodé optlma (S, V9)i Je sklon rozpoctové linie a indiferenéni knvky
shodny, plati: —2 = —W, neboh v +- (rovnovaha spotfebitele).

Ekonomicka interpretace Ekonomicka interpretace

Ziskame-li dodate¢ny dolar, budeme-li tedy chtit utratit $7, u nového
optimalniho fedeni bude zachovan pomér spotfebovanych jidel:

S* =14, V* =7 a hodnota Lagrangeova multiplikatoru poklesne na %
Ziskany uzitek bude U(14,7) = 2,29. Pfirtstek uzitku j Je tedy

AU =U(14,7) — U(12,6) = 2,29 — 2,14 = 0,15 = ( ) 1. Zre]me]eden

dodatecny dolar vyvolal ( ) nasobny pfiristek u2|tku CoZ je néco mezi 7 a

+. Muzeme fict, ze optlmalnl hodnota Lagrangeova multiplikatoru vyjadfuje
mezni uzitek penéz uréenych k Gtraté.

Ziskame-li dodate¢ny dolar, budeme-li tedy chtit utratit $7, u nového
optimalniho feSeni bude zachovan pomér spotfebovanych jidel:

S* =14, V* =7 a hodnota Lagrangeova multiplikatoru poklesne na 1.
Ziskany uzitek bude U(14,7) = 2,29. Pfirlstek uzitku je tedy

AU = U(14,7) - U(12,6) = 2,29 — 2,14 = 0,15 = () - 1. Zfejmé jeden
dodatecny dolar vyvolal (;—E)-nésobny pfirdstek uzitku, coz je néco mezi % a

%. MUzeme Fict, Ze optimalni hodnota Lagrangeova multiplikatoru vyjadfuje
mezni uzitek penéz urenych k Utraté.

Tento vztah Ize ukazat, vyjadiime-li si optimalni mnozstvi jidel pfi
rozpoctovém omezeni B: S* = 2B, V* = Ba \* = 1‘3 Optimalni uzitek pfi
rozpottu B je po Upravé: f(B) = U(2B, B) = }in(2) + In(B). Derivovanim

podle B ziskame jeho mezni uzitek f'(B) = 13 COZ je rovno \*.



Ekonomicka interpretace

Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

o - , o ) optimum
Ziskame-li dodate¢ny dolar, budeme-li tedy chtit utratit $7, u nového
optimalniho feseni bude zachovan pomeér spottebovanych jidel:

S* = 14, V* — 7 a hodnota Lagrangeova multiplikatoru poklesne na % Pro odvozeni podminek 2. fadu uvazujme kvadratickou funkci

_ ax2 2 43 COVS i
Ziskany uzitek bude U(14,7) — 2,29, Pfiristek uzitku je tedy Qlx,y) = ax® + 2bxy + cy", kierou lze téZ zapsat maticové jako
AU = U(14,7) - U(12,6) = 2,29 — 2,14 = 0,15 = () - 1. Zfejmé jeden Qx,y) = (x,) - ( Z 2 ) : ( ; ) Ptedpokladejme, e hleddme optimum

dodatecny dolar vyvolal (ﬁ)-nésobny prirGstek uzitku, coz je néco mezi ‘7 a - o — »
‘g. Muazeme Fict, ze optimalni hodnota Lagrangeova multiplikatoru vyjadfuje této funkce na mnoZiné dané linearni rovnici EEERCHESIE

mezni uzitek penéz uréenych k Utraté.

Tento vztah Ize ukazat, vyjadfime-li si optimalni mnozstvi jidel pfi
rozpoGtovém omezeni B: S* = 2B, V* = Ba \* = £. Optimalni uZitek pfi
rozpottu B je po Upravé: f(B) = U(2B, B) = $In(2) + In(B). Derivovanim
podle B ziskame jeho mezni uzitek f'(B) = 15, COZ je rovno \*.

Podobné v ulohach optimalizace vyrobniho programu, budou Lagrangeovy
multiplikatory u omezeni pro jednotlivé vstupy vyjadiovat mezni uzitek pfi
zvy$eni jejich kapacity. Tedy jsou rovny cené, kterou je vyrobce ochoten za
dodatec¢nou jednotku vstupu zaplatit, proto se pro né pouziva nazev stinové
ceny.

Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro
optimum optimum

Pro odvozeni podminek 2. fadu uvazujme kvadratickou funkci Zobecnime-li odvozeni z predchoziho slajdu pro funkci dvou proménnych
Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy?, kterou Ize téZ zapsat maticové jako f(x,y) optimalizovanou na mnoziné dané rovnici g(x, y) = ¢ , dostaneme

. (a b)) (x . . N . : podminky 2. fadu: Oznaéme H(), x, y) Hessovu matici Lagrangeovy funkce
Qlx.y) = (%.5) < b c ) < y > Predpokladejme, ze hledame optimum L(A\, x,y) = M9(x,y) — ¢) + f(x, y). Pak je-li ve stacionarnim bodé
této funkce na mnozing dané linearni rovnici Ax + By = 0. determinant det(H(A, x, ¥))
@ kladny, je stacionarni bod bodem maxima

Vyjadtime-li y = 7gx a dosadime-li do Q, dostaneme e zaporny, je stacionami bod bodem minima

f(x) = Q(x, —Ax) = ax® + 2bx(—4x) + c(~ &x)2 = — 5 [2bAB — aB? — cA?].
Vyraz uvnitf hranaté zavorky |ze také zapsat jako determinant matice

0 A B
H=| A a b |,cozjevlastné Hessova matice Lagrangeovy funkce

B b c
L(X, x,y) = AMAx + By) + Q(x, y). Pokud je det(H) zaporny, je funkce f(x)
konvexni, coZ je postacujici podminka pro existenci minima ve stacionarnim
bodé (a je-li kladny, je f(x) konkavni - podminka pro maximum).

Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro
optimum optimum
Zobecnime-li odvozeni z pfedchoziho slajdu pro funkci dvou proménnych Zobecnéme podminky 2. fadu dale pro funkci n proménnych f(xy,. .., Xs)
f(x,y) optimalizovanou na mnoziné dané rovnici g(x, y) = ¢, dostaneme optimalizovanou na mnoziné dané soustavou rovnic
podminky 2. fadu: Oznaéme H(A, x, y) Hessovu matici Lagrangeovy funkce gi(X1,....xp)=¢Ci, i=1,...,m:
LA x,y) = Mg(x,y) — ¢) + f(x,y). Pak je-li ve stacionarnim bodé Oznaéme H(\1, ..., Am, X1, ..., Xn) Hessovu matici Lagrangeovy funkce
determinant det(H(A. x, y)) L(A,..os Am, X1, ..., Xn), pak pro jeji hodnotu v pfipadném stacionarnim bodé

@ kladny, je stacionarni bod bodem maxima plati:

- . . P
e zaporny, je stacionarni bod bodem minima @ ma- lideterminant H(\1, ..., Am, X1,. .., Xn) Znaménko (—1)" a véech

n—m jejich nejvétsich hlavnich minoru stfida znaménka, pak ve

Priklad: Pro ulohu z&kaznika restaurace ma Lagrangeova funkce stacionarnim bodé nastava maximum.

_ In(S)  In(v) S v _ ici

LA S V) ="+ 2 +A(% + 2 — 6) Hessovu matici @ ma - livsech n— m nejvétsich hlavnich minort véetné determinantu

H(A, ..o, Ams X1, ..., Xp) znaménko (—1)™, pak ve stacionarnim bodé
nastava minimum.

ENEN

2
H= -5 O . Jeji determinant je det(H(X, S, V) = g5 + 5z,

1

|=hl= O
o

@ Je-li n— m nejvétsich hlavnich minord nenulovych a pfitom neplati ani
jedna z vySe uvedenych podminek, pak ve stacionarnim bodé neni
extrém.

2 vz
coz je kladné ¢islo pro jakékoliv S, V, takZe ve stacionarnim bodé nastava
maximum.



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum, pfiklad

Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

Uvazujme modifikaci Glohy zakaznika restaurace, kdy je mozné konzumovat
jesté dzus v cené 1 dolar za 12 unci, pfitom novou funkei uzitku vyjadiime
jako U(S, V,J) = 1In(S) + }In(V) + In(J) a rozpodet ziistava $6.

Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum, priklad

optimum, pfiklad

Uvazujme modifikaci Ulohy zakaznika restaurace, kdy je mozné konzumovat
jesté dzus v cené 1 dolar za 12 unci, pfitom novou funkei uzitku vyjadiime
jako U(S, V,J) = £In(S) + }In(V) + In(J) a rozpodet ziistava $6.

Lagrangeova funkce tlohy bude

L(A, 8.V, J) = 3In(S) + Lin(V) + Lin(J) + \(§ + ¥ + & — 6). Z podminek
prvniho fadu pro proménné odvodime S =2V, J = 6V a po dosazeni do
rozpoc¢tového omezeni vyjde S* = 8, V* =4 a J* = 24 unci.

Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

Uvazujme modifikaci Glohy zakaznika restaurace, kdy je mozné konzumovat
jesté dzus v cené 1 dolar za 12 unci, pfitom novou funkci uzitku vyjadiime
jako U(S, V,J) = §In(S) + $In(V) + 1In(J) a rozpoet ziistava $6.

Lagrangeova funkce Ulohy bude

L(X, 8.V, J) = 1In(S) + 3In(V) + Lin(J) + \(§ + ¥ + 5 — 6). Z podminek
prvniho fadu pro proménné odvodime S =2V, J = 6V a po dosazeni do
rozpocétového omezeni vyjde S* = 8, V* =4 a J* = 24 unci. He1ssova matice

ESEN

2 12
0 0
1 0

V2

g~

Lagrangeovy funkce je: H(\, S, V,J) =

(ENEENEN )
o oY
[@X2]

1

2
Podminka druhého fadu pro pfipad n =3, m = 1 nabyva podobs;: "je-li
znaménko det(H) rovno (—1)3 a znaménko druhého hlavniho minoru —(—1)3,
pak ve stacionarnim bodé nastava maximum" Pro nasi funkci je
det(H) = —(1s556ev2 + 7aa0zvz + 3sez2): COZ j& zaporné v kazdém bodé a
pfitom determinant 2.hlavniho minoru je 17z + 5z, CoZ je kladné v kazdém
bodé, takze ve stacionarnim bodé nastava maximum.
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Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum, ptiklad

Uvazujme dal$i modifikaci, kdy kromé rozpoctového omezeni uvazujeme
jesté podminku na celkovy objem tekutin S + J = 24.

Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum, priklad

Uvazujme dal$i modifikaci, kdy kromé rozpoctového omezeni uvazujeme
jesté podminku na celkovy objem tekutin S + J = 24.

Lagrangeova funkce Ulohy bude

LA 1,8, V,J) = 3n(S) + 1n(V) + 1n(d) + AN(E+ ¥ + 3 —6) + u(S+J —24).
Z podminek prvniho fadu pro proménné odvodime V = 5 a po dosazeni
do soustavy omezeni vyjde S* = 8, V* = & a J* = 16 unci.

optimum, ptiklad

Uvazujme dal$i modifikaci, kdy kromé rozpoctového omezeni uvazujeme
jesté podminku na celkovy objem tekutin S + J = 24.

Lagrangeova funkce Ulohy bude
LA 1, S, V,J) = 1in(S) + 1n(V) 4+ 1n(d) + AN(S + ¥ + 4 —6) + u(S+J —24).
Z podminek prvniho fadu pro proménné odvodime V = % a po dosazeni
do soustavy omezeni vyjde S* =8, V* = ? a J* = 16 unci. Hessova matice
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Lagrangeovy funkce je: H(\, p, S, V. J) =
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Podminka druhého fadu pro pfipad n = 3, m = 2 nabyva podoby: "je-li
znaménko det(H) rovno (—1)3, pak ve stacionarnim bodé nastava maximum
a je-li jeho znaménko rovno (—1)?, pak se jedna o minimum."Lze vypocitat, ze
pro nasi funkci je det(H) = —(15e + a7z + 7eavz)> COZ je zaporné v kazdém
bodé, takze ve stacionarnim bodé nastava maximum.
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Optimalizani tloha s omezenim ve formé nerovnosti -

motivacni priklad

Optimaliza¢ni Uloha s omezenim ve formé nerovnosti -

Uvazujme jednoduchou optimalizaéni dlohu
f(x,y) = X —2x +2y? — y + 3 — min za podminky x4y < 1.
MUzeme problém prevést na Ulohu s omezenim ve tvaru rovnosti?

Optimalizaéni Gloha s omezenim ve formé nerovnosti -

motivacni priklad

Uvazujme jednoduchou optimalizaéni tlohu

f(x,y) = x> —2x +2y? — y + 3 — min za podminky x +y < 1.
MUGzeme problém prevést na Ulohu s omezenim ve tvaru rovnosti?
Pfidame na levou stranu omezujici podminky dopliikovou proménnou:

Optimalizac¢ni tloha s omezenim ve formé nerovnosti -

motivacni priklad

UvaZujme jednoduchou optimalizaéni Glohu

f(x,y) = x> —2x +2y? — y +3 — min za podminky x +y < 1.
MU0zeme problém prevést na tlohu s omezenim ve tvaru rovnosti?
Pfiddme na levou stranu omezujici podminky doplfikovou proménnou:
X +y + w? = 1 a vytvotime Lagrangeovu funkci

Lix,y,w,\) =x2 —2x +y2 -2y + 3+ X-(x +y +w? - 1)

Optimalizacni Gloha s omezenim ve formé nerovnosti -

motivacni priklad

Uvazujme jednoduchou optimalizaéni Glohu

f(x,y) = X — 2x +2y®? — y + 3 — min za podminky Xx +y < 1.
MUzeme problém prevést na tlohu s omezenim ve tvaru rovnosti?
Pfidame na levou stranu omezujici podminky doplrikovou proménnou:
X + y + w? = 1 a vytvofime Lagrangeovu funkci

Lix,y,w,\) =x2 —2x+y2 -2y + 3+ X-(x+y+w?—1)

Kromé podminek 2x —2+A=0,2y -2+ =0ax+y+w?>—-1=0

dostaneme derivovanim podle w jesté 2w\ = 0.

Je ziejmé, Ze moznost A = 0 nedava zadné feseni, protoze z prvnich dvou
rovnic dostaneme x = 1, y = 1 a pak tfeti podminka nema feseni pro w. Musi
tedy byt w = 0, tedy x + y = 1, pak sectenim prvnich dvou rovnic
2(x+y)—4+2) =0,takze A=2—(x+y)=1lax=y=1-3=1
Rovnice 2w\ = 0 Fik4, Ze extrém lezi bud' na hranici (w = 0) nebo ve
stacionarnim bodé (A = 0). Kdybychom zvétsili omezujici konstantu o 4,
dostaneme x + y < 1+ 4. Je-li omezeni aktivni (. w = 0), musi byt <1 a
tedy ztejmé A =2 — (x+y) =1—6 > 0. Shriime podminky pro obecnou
Glohu.

motivacni priklad

UvaZujme jednoduchou optimalizaéni tlohu

f(x,y) = x> — 2x +2y? — y + 3 — min za podminky x +y < 1.
MUGzeme problém prevést na Ulohu s omezenim ve tvaru rovnosti?
Pfidame na levou stranu omezujici podminky doplfikovou proménnou:
X +y + w? =1 a vytvotime Lagrangeovu funkci

Lx,y,w,\) =x2 —=2x+y? -2y +3+ X (x +y +w? — 1)

Kromé& podminek 2x —2+A=0,2y —2+A=0ax+y+w?2—1=0

dostaneme derivovanim podle w jesté 2w\ = 0.

Je zfejmé, Ze moznost A = 0 nedava zadné feseni, protoze z prvnich dvou
rovnic dostaneme x = 1, y = 1 a pak tfeti podminka nema feSeni pro w. Musi
tedy byt w = 0, tedy x + y = 1, pak sectenim prvnich dvou rovnic

2(x+y)—4+2x=0,takie A=2—(x+y)=1lax=y=1-3 =4

Optimalizacni tloha s omezenim ve formé nerovnosti

Uvazujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min ,

na mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic gi(x) < ¢, i=1,...m.
Formalni postup je obdobny pfipadu s omezujicimi rovnostmi: vytvori se opét
Lagrangeova funkce L(x,\) = f(X) + 374 Ai - (9i(X) — ¢i) a sestavi se
podminky 1. fadu:



Optimalizacni Uloha s omezenim ve formé nerovnosti Optimaliza¢ni Uloha s omezenim ve formé nerovnosti

Uvazujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min, Uvazujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min,
na mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic gj(x) < ¢, i=1,...m. na mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic gi(Xx) <c¢;, i=1,...m.
Formalni postup je obdobny pfipadu s omezujicimi rovnostmi: vytvofi se opét Formalni postup je obdobny pfipadu s omezujicimi rovnostmi: vytvofi se opét
Lagrangeova funkce L(x,\) = f(X) + 3.7, A - (gi(X) — ¢;) a sestavi se Lagrangeova funkce L(x,\) = f(X) + 3.7, \i - (gi(X) — ¢;) a sestavi se
podminky 1. fadu: podminky 1. fadu:

VxL(x,\) =0, (stacionarita) VxL(x,\) =0, (stacionarita)

gi(x) < cj, i=1,...m (primarni pfipustnost)

Optimaliza¢ni tloha s omezenim ve formé& nerovnosti Optimaliza¢ni tloha s omezenim ve formé& nerovnosti

Uvazujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min, Uvazujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min,
na mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic gij(x) <c;, i=1,...m. na mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic gij(x) <c;, i=1,...m.
Formalni postup je obdobny pfipadu s omezujicimi rovnostmi: vytvori se opét Formalni postup je obdobny pfipadu s omezujicimi rovnostmi: vytvori se opét
Lagrangeova funkce L(x,\) = f(X) + >1"y Ai - (gi(X) — ¢;) a sestavi se Lagrangeova funkce L(x,\) = f(X) + >1"; Ai - (gi(X) — ¢;) a sestavi se
podminky 1. fadu: podminky 1. fadu:

VxL(x,\) =0, (stacionarita) VxL(x,\) = 0, (stacionarita)

gi(x) <c¢j, i=1,...m (primarni ptipustnost)
Ai >0, i=1,...m (dudlni pfipustnost)

gi(x) < ¢, i=1,...m (primarni pfipustnost)
Ai >0, i=1,...m (dudlni pfipustnost)
i (gi(x)—¢c) =0, i=1,...m (komplementarita)

Optimalizacni tloha s omezenim ve formé nerovnosti Optimaliza¢ni uloha s omezenim ve formé nerovnosti

Uvazujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min, Interpretace KKT podminek vychazi z ekonomického vyznamu

na mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic gi(x) < ¢, i=1,...m. Lagranggovych multlpl)llklatqru;' ) 5 o

Formalni postup je obdobny pfipadu s omezujicimi rovnostmi: vytvoi se opét @ Stacionarita a primarni pfipustnost jsou pfirozené pozadavky na
Lagrangeova funkee L(x,\) = f(x) + 31, A - (gi(X) — ¢;) a sestavi se optimalitu feent Glohy s omezenim.

podminky 1. fadu:

VxL(x,\) =0, (stacionarita)

gi(x) <cj, i=1,...m (primarni pfipustnost)

Ai >0, i=1,...m (dudlni pfipustnost)

i+ (gi(x) —ci) =0, i=1,...m (komplementarita)
Tyto vztahy se nazyvaji Kuhn-Tuckerovy podminky dlohy. Za uréitych
predpokladll regularity (nezavislost gradientti omezeni) se jedna o nutné
podminky pro to, aby v bodé x* méla tloha lokalni minimum. V tomto kontextu

se téZ pouziva ozna€eni Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky, zkracené
KKT-podminky.



Optimalizacni Uloha s omezenim ve formé nerovnosti Optimaliza¢ni Uloha s omezenim ve formé nerovnosti

Interpretace KKT podminek vychazi z ekonomického vyznamu
Lagrangeovych multiplikator(.

@ Stacionarita a primarni pripustnost jsou pfirozené pozadavky na
optimalitu feseni tlohy s omezenim.

@ Z ¢eho plyne pozadavek dualni pfipustnosti? Jestlize Lagrangetiv
multiplikator \; reprezentuje mezni uzitek pfi uvolnéni i - t¢ho omezeni,
pak nerovnost \; > 0 znamena3, Ze optimalni hodnota Ucelové funkce se
nemuze uvolnénim tohoto omezeni zhorsit.

Optimalizaéni Gloha s omezenim ve formé nerovnosti -

Interpretace KKT podminek vychazi z ekonomického vyznamu
Lagrangeovych multiplikator(.

@ Stacionarita a primarni pfipustnost jsou pfirozené pozadavky na
optimalitu feseni tlohy s omezenim.

@ Z ¢eho plyne pozadavek dualni pripustnosti? Jestlize Lagrangetv
multiplikator \; reprezentuje mezni uzitek pfi uvolnéni i - t¢ho omezeni,
pak nerovnost \; > 0 znamend, Ze optimalni hodnota Ucelové funkce se
nemuze uvolnénim tohoto omezeni zhorsit.

@ Posledni pozadavek komplementarity Ize rozepsat jako:

Ai = 0 nebo gj(x) = ¢; (pfipadné mohou platit obé rovnosti)

To znamena, ze je-li pfislusné omezeni v bodé optima neaktivni (tj. neni
splnéné jako rovnost), pak jeho multiplikator musi byt nulovy, jinak by $la
hodnota tcelové funkce zlepsit uvolnénim omezeni. U aktivnich omezeni
mUze byt obecné i kladna hodnota multiplikatoru.

Optimalizac¢ni tloha s omezenim ve formé nerovnosti -

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — %2 + y2 na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi % +y2 < 2, y > 0.

Optimalizacni Gloha s omezenim ve formé nerovnosti -

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — X; + y2 na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi & + y2 < 2, y > 0.

Resgeni: druhé omezeni prepi$eme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
N 2 2
funkci L:x7%+y2+>\<% +y2 - %) +u(=y)

Optimalizacni tloha s omezenim ve formé nerovnosti -

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — X; + y2 na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi X; +y2<2 y>0.

Reseni: druhé omezeni prepiseme do tvaru —y < 0 a vytvorime Lagrangeovu
. 2 2

funkci L=x—%+y2+)\(%+y2—§) + pu(—y)

Zapisme KKT podminky pro minimum:

Li=1-x+Xx=0,L,=2y+2\y —p

Liy2<g y>0 (primarni pfipustnost)

(dudlni pfipustnost)

(komplementarita)

(stacionarita)

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — "; + y2 na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi %2 +y2<g, y>0.

Reseni: druhé omezeni prepiseme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
funkei L= x — % +y2 + A (£ +y2 = 3) +u(-y)

Zapisme KKT podminky pro minimum:
Li=1-x+Xx=0,L,=2y+2\y —p
i< y>0 (primarni pripustnost)
A>0,10>0 (dudlni pfipustnost)

A (%2 +y? - %) =0,puy=0 (komplementarita)

Vypocet provedeme zvlast pro vdechny kombinace (ne)nulovosti
multiplikatort A a p:

(stacionarita)

A = 1 = 0, pak z podminek stacionarity dostaneme x = 1, y = 0, U€elova
funkce zde ma hodnotu £(1,0) = 5.



Optimalizani tloha s omezenim ve formé nerovnosti -

Optimaliza¢ni Uloha s omezenim ve formé nerovnosti -

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — § + y? na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi g +y2<g y>o0.

Reseni: druhé omezeni prepiseme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
ke L= x— £ 47+ (£ +12£) + )

ZapiSme KKT podminky pro minimum:
Ly=1—-x+Xx=0,L,=2y+2\y —u
2iyr<g y>0 (primarni pFipustnost)
A>0,p>0 (dudlni ptipustnost)

A (%2 +y? - g) =0,uy=0 (komplementarita)

Vypocet provedeme zvlast pro vSechny kombinace (ne)nulovosti
multiplikator X a p:

(stacionarita)

A =0,u >0, pak opét stacionarita dava x = 1 a z podminek komplementarity
musi byt y = 0. Dostali jsme opét bod [1, 0].

Optimalizaéni Gloha s omezenim ve formé nerovnosti -

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — X; + y2 na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi £ + y2 < 2, y > 0.

Reseni: druhé omezeni prepiseme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
funkciL:x—§+y2+A(§+y2—§) +u(—y)

Zapisme KKT podminky pro minimum:
Li=1—x+Ax=0,L, =2y +2\y —
Liy2<? y>0 (primarni pFipustnost)
A>0,p>0 (dudlni pfipustnost)

A (%2 +y? - g) =0,uy=0 (komplementarita)

Vypocet provedeme zvlast pro véechny kombinace (ne)nulovosti
multiplikatort X a u:

(stacionarita)

A >0, = 0, pak z podminek stacionarity dostaneme 2y(1 + \) = 0, tedy bud’
y =0 nebo A = —1, coz nelze. Druhé soufadnice dopoc¢itame ze vztahu
%2 +02 = 2, ziskame tedy body [—3,0], [3,0], hodnoty A jsou 3, resp. 3.

Optimalizac¢ni tloha s omezenim ve formé nerovnosti -

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — %2 + y2 na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi % +y2 < 2, y > 0.

Reseni: druhé omezeni prepieme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
funkei L:x—";+y2+/\(’§ Ly g) +u(—y)

Zapisme KKT podminky pro minimum:

Ly=1-Xx4+Xx=0,L,=2y+2\y — (stacionarita)

"; +y2<2 y>0 (primarni pfipustnost)

A>0,u>0 (dudlni pfipustnost)

A (é +y2— g) =0,uy=0 (komplementarita)

Vypocet provedeme zvlast pro véechny kombinace (ne)nulovosti
multiplikatord A a u:

A > 0.p > 0 nedava zadny novy bod, protoze kvuli komplementarité je y = 0
a soucasné %2 + y? = 2, coz se shoduje s predchozim pfipadem.

Optimalizacni Gloha s omezenim ve formé nerovnosti -

priklad

- v . . 2 v, xe
Znazornéme si vrstevnice funkce f(x,y) = x — % + y? a pFipustnou mnozinu
. x2 e sz v
vymezenou nerovnostmi % +y? < %, y > 0, minimum nastava v bodé
[-£,0], maximum v bodé [}, 1].

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — X; + y2 na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi & + y2 < 2, y > 0.

Resgeni: druhé omezeni prepi$eme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
funkciL:x—";erer)\(X;erzf%) +u(—y)

Zapisme KKT podminky pro minimum:

Ly=1-x+Xx=0,L,=2y+2\y — (stacionarita)

"; +y2<2 y>0 (primarni pFipustnost)

A>0,u>0 (dudlni pfipustnost)

A (§ +y% - %) =0,uy=0 (komplementarita)

Vypocet provedeme zvlast pro véechny kombinace (ne)nulovosti
multiplikatort A a p:

Porovnanim hodnot ve vSech podezielych bodech

f(1,0) = %, f(-2,0) = *TZ‘, f(2,0) = g zjistime, Ze minimum nastava v bodé
[7%7 O]

vexni programovani

Ulohu f(x) — min na ptipustné mnozin& M vymezené soustavou m nerovnic

gi(x) < c¢j, i =1,...mnazveme Ulohou konvexniho programovani, jestlize
Ucelova funkce f(x) i levé strany omezeni g(x), i =1,..., m jsou konvexni
funkce.



Konvexni programovani

Ulohu f(x) — min na p¥ipustné mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic
gi(x) < cj, i =1,...mnazveme Ulohou konvexniho programovani, jestlize
Ucelova funkce f(x) i levé strany omezeni g;(x), i = 1,..., m jsou konvexni
funkce.

Véta: Pro Ulohu konvexniho programovani za predpokladu regularity plati:
Vyhovuje-li bod x* KKT podminkam, pak je bodem minima funkce f(x) na M.
V ptipadé konvexniho programovani je tedy splnéni KKT vztah( postacujici
podminkou pro existenci minima.

Konvexni programovani

Ulohu f(x) — min na p¥ipustné mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic

9i(x) < cj, i =1,...mnazveme Ulohou konvexniho programovani, jestlize
Ucelova funkce f(x) i levé strany omezeni g;(x), i = 1,..., m jsou konvexni
funkce.

Véta: Pro Glohu konvexniho programovani za pfedpokladu regularity plati:
Vyhovuije-li bod x* KKT podminkam, pak je bodem minima funkce f(x) na M.
V pfipadé konvexniho programovani je tedy spinéni KKT vztahl postacuijici
podminkou pro existenci minima.

Poznamka: UvaZujeme-li v dané Uloze konvexniho programovani pfi
vymezeni ptipustné mnoziny M také obligatni podminky nezapornosti x > 0,
pak Ize KKT podminky pfeformulovat nasledovné:

Funkce f(x) nabyva svého minima na M v bodé x* > 0 pravé tehdy kdyz
existuje vektor \* > 0, takovy ze: L(x,\*) > L(x*,\*) > L(x*,\) pro v8echny
nezaporné vektory x, \.

Toto tvrzeni se nazyva Kuhn-Tuckerova véta o sedlovém bodé.

Konvexni programovani Konvexni programovani

Poznamka: Vlastnosti sedlového bodu: Je-li (x*, A*) > 0 sedlovym bodem
Lagrangeovy funkce na M, pak pro jeji gradienty zde plati:

ViL(x*,2\*) >0

VxL(x*,\*).-x=0

VaL(x*,A\*) <0

VaL(X*,\*).- A =0,

kde symbolem ".-"rozumime néasobeni vektorl po slozkach.

Poznamka: Vlastnosti sedlového bodu: Je-li (x*, \*) > 0 sedlovym bodem
Lagrangeovy funkce na M, pak pro jeji gradienty zde plati:

VxL(x*;2\*) >0

VxL(x*,\*). - x=0

ViL(x*,A*) <0

VaL(x*,\*).- A =0,

kde symbolem ".-"rozumime nasobeni vektort po slozkach.

Funkce L(x, \) nabyva na M v bodé (x*, \*) svého minima vzhledem k x a
maxima vzhledem k \. Prvni dvé podminky jsou zfejmé zobecnénim
pozadavku stacionarity (V,L(x*, \*) = 0) pro pfipad s obligatnimi
podminkami x > 0.

Konvexni programovani Konvexni programovani

Poznamka: Vlastnosti sedlového bodu: Je-li (x*, A*) > 0 sedlovym bodem
Lagrangeovy funkce na M, pak pro jeji gradienty zde plati:
VxL(x*,\*) > 0

ViL(x*,X\*).-x=0

VaL(x*,A*) <0

VaL(x*,A*).- A =0,

kde symbolem ".-"rozumime nésobeni vektort po slozkach.

Funkce L(x, \) nabyva na M v bodé (x*, \*) svého minima vzhledem k x a
maxima vzhledem k . Prvni dvé podminky jsou zfejmé zobecnénim
pozadavku stacionarity (VxL(x*, \*) = 0) pro ptipad s obligatnimi
podminkami x > 0. PovS§imnéme si jesté, Ze V,L(X*, \*) = (gi(X) — Ci)i=1,...m,
posledni dva vztahy vyjadfuji tedy podminky pfipustnosti a komplementarity
vzhledem k omezujicim podminkam.

Poznamka: Vlastnosti sedlového bodu: Je-li (x*, A*) > 0 sedlovym bodem
Lagrangeovy funkce na M, pak pro jeji gradienty zde plati:
VxL(x*,2\*) >0

VxL(x*,\*). - x=0

VaL(x*,A*) <0

VaL(x*,A*).- A =0,

kde symbolem ".-"rozumime nésobeni vektord po slozkach.

Funkce L(x, \) nabyva na M v bodé (x*, \*) svého minima vzhledem k x a
maxima vzhledem k A. Prvni dvé podminky jsou zfejmé zobecnénim
pozadavku stacionarity (VL(x*, \*) = 0) pro pfipad s obligatnimi
podminkami x > 0. PovS§imnéme si jesté, Ze V,L(x*, \*) = (gi(X) — Ci)i=1,....m,
posledni dva vztahy vyjadfuji tedy podminky pfipustnosti a komplementarity
vzhledem k omezujicim podminkam.

Poznamka: Pro maximaliza¢ni Ulohy se sestavi Lagrangeova funkce ve tvaru
L(x,\) = f(x) — >, A\ - (i(x) — ¢i) a v podminkach pro sedlovy bod se
uvazuji opacné nerovnosti.



Konvexni programovani - priklad Konvexni programovani - priklad

Poznamka: Linearni problém ¢™ - x — max, A-x < b, x > 0 je vlastné Poznamka: Linearni problém ¢’ - x — max, A-x <b, x > 0 je vlastné
specialnim pripadem konvexniho programovani. Pfepiseme-li si Uc¢elovou specialnim pripadem konvexniho programovani. Pfepiseme-li si Uc¢elovou
funkci jako —¢ " - x — min, budou podminky pro sedlovy bod (x, \) > 0 funkci jako —¢ " - x — min, budou podminky pro sedlovy bod (x, \) > 0
Lagrangeovy funkce néasleduijici: Lagrangeovy funkce néasleduijici:

—c"+AT-A>0 —c"+)AT-A>0

(—e"+AT-A)..x=0 (—e"+AT-A)..x=0

A-x-b<o0 A-x—b<0

(A-x—b).-A=0 (A-x—b).-A=0

S témito tvrzenimi jsme se jiz setkali dfive, vyjadfuji dualitu v Glohach LP.
Optimalni X je fedenim tzv. dudlni tlohy b - X — min, AT - X <¢c, A >0,
protoze dosazenim vztahu (—¢” + AT - A) - x = 0 do Lagrangeovy funkce
dostaneme tvar L(x,\) = —¢" - X+ AT -A-x— AT -b=-\T.b.

Konvexni programovani - pfiklad Kvadratické programovani

Poznamka: Linearni problém ¢ ™ - x — max, A-x < b, x > 0 je vlastné Problém minimalizace funkce f(x) = %xT -C-x+d-x
spemg!mm pngadem kopvexnlho programovani. Prepls’eme—ll si UCelovou na mnoziné M= {Xx € R, x >0, A-x < b}
funkci jako —¢ ' - x — min, budou podminky pro sedlovy bod (x,\) > 0 , 7 .
Lagrangeovy funkce nasledujici: nazveme Ulohou kvadratického programovani.

—c"+AT-A>0
(—c¢"+AT-A).-x=0
A-x-b<o0
(A-x—b).-A=0

S témito tvrzenimi jsme se jiz setkali dfive, vyjadiuji dualitu v Glohach LP.
Optimalni X je FeSenim tzv. dudlni tlohy b - X\ — min, AT - X <¢, A >0,
protoze dosazenim vztahu (—¢” + AT -A)-x =0do Lagrangeovy funkce
dostaneme tvar L(x,A\) = —¢" -x+ AT -A-x— AT -b=—-\T -b. Redeni
primarni i duélni Glohy jsou totoznd. PFi velkém poctu omezeni (m >> n)
muze byt duélni tloha mnohem jednodussi, proto se v praxi ¢asto pfi feSeni
primarni Glohy pouziva tzv. dualni algoritmus.

Kvadratické programovani Kvadratické programovani

Problém minimalizace funkce f(x) = $x" -C-x+d-x Problém minimalizace funkce f(x) = $x" -C-x+d-x

namnozine M={xeR" x>0, A-x<b} namnozine M={xeR" x>0, A-x<b}

nazveme Ulohou kvadratického programovani. nazveme Ulohou kvadratického programovani.

Jednd o Ulohu konvexniho programovani? Ptipustnd mnozina M je jisté Jednd o Ulohu konvexniho programovani? Ptipustnd mnozina M je jisté
konvexni, staci ovéfit konvexitu ucelové funkce. Hessova matice Ucelové konvexni, staci oveéfit konvexitu Ucelové funkce. Hessova matice Gcelové
funkce je H(x) = C, je-li tedy tato matice pozitivné definitni, jedna se o funkce je H(x) = C, je-li tedy tato matice pozitivné definitni, jedna se o
konvexni problém. konvexni problém. ZapiSme podminky pro sedlovy bod Lagrangeovy funkce:

Vil(x*, X)=C-x+d+AT-1>0

Vil(x*, X*).-x=(C-x+d+AT-)).-x=0
L(x*\*)=A-x—b<0
L(x*

Va
VAL(X*. A*).-A=(A-x—b). - A=0



Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace

Kvadratické programovani

A portfolia
Problém minimalizace funkce f(x) = $x" -C-x+d-x
namnozine M={xeR" x>0, A-x<b} Predpokladejme, ze chceme sestavit portfolio z cennych papird, jejichz
nazveme Glohou kvadratického programovani. vynosy jsou ndhodné veli¢iny, které oznac¢ime Xi, ..., X,. Tyto ndhodné
Jedna o ulohu konvexniho programovani? PFipustna mnozina M je jisté veli¢iny mizeme charakterizovat ocekavanym vynosem E(X1),.... E(X,) a
konvexni, stadi ovéfit konvexitu tcelové funkce. Hessova matice téelové také variabilitou vyjadfenou rozptyly D(X), ..., D(X,). Navic mezi
funkce je H(x) = C, je-li tedy tato matice pozitivné definitni, jedna se o jednotlivymi dvojicemi cennych papirli mize existovat néjaky vztah, kdy se
konvexni problém. Zapi$me podminky pro sedlovy bod Lagrangeovy funkce: jejich ceny mohou vyvijet souhlasné ¢i naopak protichidné - tyto zvislosti
Vil(x*,A*)=C-x+d+AT.-1>0 jsou vyjadreny pomoci kovarianci C(X;, X;). Kovariance a rozptyly |ze zapsat
Vil (x*,A*).-x = (C-x+d+AT-)\).. x=0 souhrnné pomoci varia¢ni matice V(X). Pfistupem, zaloZzenym na téchto
Viol(x*,A*)=A-x-b<0 charakteristikach, se zabyva Markowitziiv model portfolia.

VaL(x*,A\*).-A=(A-x—b).-A=0

Tato soustava se zpravidla upravi pomoci zavedeni doplrikovych proménnych
w, kterymi se prvni nerovnost prevede na rovnici C-x +d + AT -\ —w = 0.
Déle se Uloha fesi jako linearni pomoci upravené simplexové metody, pficemz
dodrzeni podminky w. - x = 0 se zajisti tak, Ze hlidame, aby se do baze
nedostaly proménné x; a w; nikdy soucasné (i = 1,...n). Na této myslence je
zaloZena tzv. Wolfeho metoda feSeni tloh kvadratického programovani.

Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace
portfolia portfolia

Predpokladejme, Ze chceme sestavit portfolio z cennych papir(, jejichz Investor zpravidla pozaduje co nejvétsi ocekavany vynos E(Y) za co
vynosy jsou nahodné veliciny, které oznacime Xj, ..., X,. Tyto ndhodné nejmensiho rizika (riziko, tedy nejistotu muzeme vyjadfit prave rozptylem
veli¢iny muzeme charakterizovat ocekavanym vynosem E(X;),..., E(X,) a D(Y)) Jde o Ulohu vicekriterialniho programovani

také variabilitou vyjadfenou rozptyly D(X1), ..., D(X,). Navic mezi E(Y) — max, D(Y) — min za omezujici podminky 7 pj =1 .

jednotlivymi dvojicemi cennych papiri mize existovat néjaky vztah, kdy se
jejich ceny mohou vyvijet souhlasné ¢i naopak protichidné - tyto zavislosti
jsou vyjadfeny pomoci kovarianci C(X;, X;). Kovariance a rozptyly Ize zapsat
souhrnné pomoci variaéni matice V(X). Pfistupem, zalozenym na téchto
charakteristikach, se zabyva Markowitz(iv model portfolia.

Vynos portfolia, ve kterém jsou jednotlivé cenné papiry zastoupeny v podilech
P1,- .., Pn j& nahodna veligina Y = 3", piX;. Otekavany vynos bude roven

E(Y) =31, piE(X;). Variabilitu vynosu portfolia je mozné vyjadfit pomoci

jeho rozptylu, D(Y) = (i1, ... pa) - V(X) - (P1,....pn) "

Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace
portfolia portfolia

Investor zpravidla pozaduje co nejvétsi ocekavany vynos E(Y) za co Investor zpravidla poZzaduje co nejvétsi ocekavany vynos E(Y) za co
nejmensiho rizika (riziko, tedy nejistotu mtzeme vyjadfit pravé rozptylem nejmensiho rizika (riziko, tedy nejistotu mGzeme vyjadfit pravé rozptylem
D(Y)) Jde o Ulohu vicekriterialniho programovani D(Y)) Jde o dlohu vicekriterialniho programovani

E(Y) — max, D(Y) — min za omezujici podminky S0 pi=1. E(Y) — max, D(Y) — min za omezujici podminky S0 pi=1.

Jeden z moznych pfistupt k feSeni této vicekriterialni dlohy je stanoveni Jeden z moznych pfistupd k feSeni této vicekriterialni dlohy je stanoveni
minimalniho pozadovaného vynosu R, a minimalizace rizika mezi véemi minimalniho pozadovaného vynosu R, a minimalizace rizika mezi véemi
portfolii s vynosem alespori Rp,. Dostaneme Ulohu kvadratického portfolii s vynosem alespori Rp,. Dostaneme uUlohu kvadratického
programovani f(ps,...,Pn) = (P1s---:Pn) - V(X) - (P1,---,pn)" — min, za programovani f(pi,...,Pn) = (P1s---Pn) - V(X) - (P1,...,pn)" — min, za
omezeni p; >0, Y0, pi=1, >0, PiE(X;) > Rmin. Pro nedegenerovana omezeni p; >0, Y pi=1, S0, PiE(X;) > Rmin. Pro nedegenerovana
portfolia je matice V(X) pozitivné definitni, takze problém je konvexni. portfolia je matice V(X) pozitivné definitni, takze problém je konvexni.

Priklad: Navrhnéte strukturu portfolia z dvou cennych papirt P;, Ps, tak aby
jeho ocekavany vynos byl alesponi 0,04 a riziko minimalni. Sledovanim
¢asovych fad cenového vyvoje cennych papirt jsme odhadli o¢ekavané
vynosy E(Xi) = 0,03, E(Xz) = 0,05, rozptyly D(X1) =3, D(X;) =4 a
kovarianci C(X1, Xz) = 2.



Kvadratické programovani, priklad: optimalizace

Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace

portfolia

ZapiSeme matematicky model Glohy:

2 . .
f(p1,p2) = (P1,p2) - ( g 4 ) . ( g; ) — min za podminky

P1, P2>0,3p1 +502 >4, pr+p2<1.

Poznamka: Ocekavané vynosy jsme pro snadnéjsi vypocty vynasobili 100 a
posledni podminku jsme zapsali jako nerovnici (pfipoustime tedy i moznost
nevycerpani celé Castky na investicil)

Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace

portfolia

ZapiSeme matematicky model tlohy:

2 . )
f(p1, p2) = (P, P2) - ( ‘3 4 ) : ( g; ) — min za podminky

Pi, P2>0,3p1 +5p2 >4, p1+p2<1.

Poznamka: Ocekavané vynosy jsme pro snadnéjsi vypocty vynasobili 100 a
posledni podminku jsme zapsali jako nerovnici (pfipoustime tedy i moznost
nevycCerpani celé Castky na investicil)

Lagrangeova funkce alohy ma tvar
L(p1, P2, A, 1) = 3pF + 4p1p2 + 4p5 + APy + p2 — 1) + u(—3p1 — 5p2 + 4)

Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace

portfolia

Zapiseme matematicky model tlohy:

3 2 . .
H(p1.p2) = (P, p2) - ( > 4 ) : ( o ) ~ min za podminky
P, P2 20, 3p1 +5p2 >4, pr+p2<1.
Poznamka: Ocekavané vynosy jsme pro snadnéjsi vypocty vynasobili 100 a
posledni podminku jsme zapsali jako nerovnici (pfipoustime tedy i moZnost
nevycerpani celé ¢astky na investici!)

Lagrangeova funkce Ulohy ma tvar
L(p1, P2, A, 1) = 3P% -+ 4pip2 + 43 + A(p1 + p2 — 1) + j(—3p1 — 5p2 + 4)

Kuhn-Tuckerovy podminky pro ps, p2, A, o > 0 jsou:

L, =6p1+4p2+A—3u >0, (6p1 +4p2+ A —3u)ps =0
Ly, =4pi +8p2+ X —5u>0, (4p1 +8p2 + A — 5u)p2 =0
Ly=pi+p2—1<0, (p1 +po—1)A=0

L, =—3p; —5p,+4<0, (—3p1 —5p2 +4)u =0

Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace

portfolia

Pfi hledani bodu vyhovujiciho KT podminkam uvazujme opét véechny
moznosti (ne)nulovosti multiplikatort A a p:

A >0, u >0 : Komplementarita pro oba multiplikatory dava 3p; + 5p, = 4,
p1 + p2 =1, coz ndm da feSeni p1 = po = ‘5 po dosazeni do prvnich dvou
rovnic dostaneme 5+ A —3u =0, 6 + A — 5 = 0, tato soustava ale dava
zaporné \, takze neziskdme zadné feseni.

Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace

portfolia

Pfi hledani bodu vyhovujiciho KT podminkam uvazujme opét vSechny
moznosti (ne)nulovosti multiplikatort A a p:

A >0, u >0 : Komplementarita pro oba multiplikatory dava 3p; + 5p. = 4,
p1 + p2 = 1, coz ndm dé feSeni p; = po = % po dosazeni do prvnich dvou
rovnic dostaneme 5+ A\ — 3 =0, 6 + A — 5u = 0, tato soustava ale dava
zaporné ), takze neziskame zadné feseni.

A=0, u >0 :Zkomplementarity pro u plyne 3p; + 5p. = 4. Zfejmé tedy
p2 # 0 a druhou podminku Ize vydélit p.: 4p; + 8p2 — 5 = 0, po vylouéeni
moznosti p; = 0 (pokazila by se nezapornost Ly, ) musi byt
6p1 +4p2 + A — 31 = 0, takZe dostaneme linearni soustavu, jejimz feSenim je
p1 =0,16, po = 0,7, u = 1,25 a oCekavany vynos 4 pfi riziku 2, 5.

portfolia

Pfi hledani bodu vyhovujiciho KT podminkdm uvazujme opét v§echny
moznosti (ne)nulovosti multiplikatord A a y:

A >0, x>0 : Komplementarita pro oba multiplikatory dava 3p; + 5p, = 4,
p1 + p2 = 1, coz ndm dé feseni py = p, = ‘5 po dosazeni do prvnich dvou
rovnic dostaneme 5+ A\ — 31 =0, 6 + A — 5 = 0, tato soustava ale dava
zaporné \, takze neziskame zadné feseni.

A =0, x>0 :Zkomplementarity pro . plyne 3p; + 5p, = 4. Zfejmé tedy
p2 # 0 a druhou podminku Ize vydélit py: 4ps + 8p> — 5u = 0, po vylouceni
moznosti py = 0 (pokazila by se nezapornost L, ) musi byt
6p1 +4p2 + X — 3 = 0, takZe dostaneme linedrni soustavu, jejimz feSenim je
p1 =0,16, po = 0,7, u = 1,25 a oCekavany vynos 4 pfi riziku 2, 5.

A >0, p=0 :Zkomplementarity pro A plyne p; + p, = 1. Pro extrémni
pfipad p1 = 0, p, = 1 nebo naopak se pokazi nezapornost derivace L;, nebo
Ly, Tedy p1, p2 # 0 @ prvni dvé podminky Ize vydélit py a pe:
6p; +4p2 + A =0, 4p; + 8p2 + A = 0 a dostaneme soustavu, pro niz v§ak
vyjde X\ < 0, takze neziskame z&dné feseni.



Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace

portfolia portfolia

A= pu =0 :Zprvnich dvou rovnic dostaneme Ulohu bychom mobhli fesit i pro jiné aspiraéni irovné vynosu Rmi,, naptiklad
(Bp1 +4p2)p1 = 0, (4p1 +8p2)p2 = 0, coz ma jediné nezéaporné feseni Rmin € {1:1,5;2;2,5;3;3,5;4;5}. Vynesme si tyto hodnoty spolu s
p1 = p2 = 0, coz vSak nevyhovuje podmince 3p; + 5po > 4. optimalnimi hodnotami G¢elové funkce (tj. minimalnimi riziky pfi daném

vynosu) graficky v tzv. kriterialnim prostoru:

2 6

s

15 n —
: b is
g ) //'
'
o 1 2 s . s
riziko

Spojnice mezi body je odhadem tzv. efektivni hranice, tvorené portfolii, jejichz
G T e AR N AR D vynos Ize zlepsit jen za cenu zhordeni rizika a naopak. Efektivni hranici také
< %, I %N najit pomoci optimalizace funkci f(Y)=c-E(Y)—(1—c)-D(Y) na
P a d mnoziné v8ech portfolii, kde konstanta ¢ probiha interval (0, 1).




Derivace slozené funkce, pfipad vice proménnych Derivace slozené funkce, pfipad vice proménnych

Méjme funkci z = F(x, y), kde x = f(t,s), y = g(t, s). Potom z je funkci Méjme funkci z = F(x, y), kde x = f(t,s), y = g(t, s). Potom z je funkci
proménnych s a t, nebot z = F(f(t, s), g(t, s)). Potfebujeme-li vyjadfit zménu proménnych s a ¢, nebot z = F(f(t,s), g(t, s)). Potfebujeme-li vyjadfit zménu
proménné z v zavislosti na zménach s a t, dostaneme proménné z v zavislosti na zménéch s a t, dostaneme

92 = Fux. 1) %% + F)(x. 1) % = Fi(x. Y)fi(s, t) + Fy(x, ¥)g4(s. 1) = Fux. 1) %% + Fy(x. 1) % = Fi(X (s, t) + Fy(x, ¥)g4(s. 1)

% = Fi(x, )5 + (X, 9) % = Fux, Y (s,0) + Fy(x, ¥)gi(s, 1) = B )%+ F(x, )% = FUx V(8,0 + Fy(x, ¥)gi(s, 1)

Pfiklad : Vyjadrete parciélni derivace podle s a t pro funkci slozenou z
F(x,y)=x2+2y?ax=t-s?ay=st

Derivace slozené funkce, pfipad vice proménnych Derivace slozené funkce, pfipad vice proménnych
Méjme funkci z = F(x, y), kde x = f(t,s), y = g(t, s). Potom z je funkci Méjme funkci z = F(x, y), kde x = f(t,s), y = g(t, s). Potom z je funkci
proménnych s a t, nebot z = F(f(t, s). 9(t, s)). Potfebujeme-li vyjadfit zménu proménnych s a ¢, nebot z = F(f(t, s). g(t, s)). Potfebujeme-li vyjadfit zménu
proménné z v zavislosti na zménach s a t, dostaneme proménné z v zavislosti na zménach s a t, dostaneme

= FL(X, )5 + Fy(x, )55 = Fux, Y)(s,1) + Fy(x, ¥)g4(s. 1) = Fi(X, )35 + Fy (X, ¥) 5 = Fux, V(8. 1) + Fy(x, ¥)g4(s. 1)

= R % + F (Y3 = Fux. Y)fi(s.t) + F(x, ¥)gi(s. t) = B )%+ Fy (X 05 = Fux (s, + Fy(x, ¥)gi(s, 1)
Priklad : Vyjadrete parcialni derivace podle s a t pro funkci slozenou z Priklad : Vyjadrete parcialni derivace podle s a t pro funkci slozenou z
E(x,y)=x2+2y2ax=t—szay=st. I:'(x,y)=x2+2y2ax=t—szay=st.
Reseni: Vyjadiime Reseni: Vyjadiime
Fi(x.y) =2x, Fj(x,y) =4y, & =-2s, % =1t %=1 % =5 takze Fi(x.y)=2x, Fi(x,y) =4y, & =-2s, =1t % =12 = s takze
aplikaci pravidla dostaneme aplikaci prawdla dostaneme
92 —2x - (—2s) + 4y - t = 2(t — $?)(—25) + 4ist = —4st + 4s° + 4125, 92 = 2x - (—2s) + 4y - t = 2(t — s?)(—2s) + 4tst = —4st + 453 + 4135,
92 —2x-1+4y-s=2(t—s?) +4tss = 2t — 252 + 4ts2. 92 —2x-1+4y-s=2(t— s?) + 4tss = 2t — 25° + 4ts?.

Zobecnéme pravidlo pro funkci n proménnych z = F(xy, ..., X,), kde

X1 = f1(t1 ..... t,-n) s Xp = fm(t1,...,tm)3

9z _ 9z 9x1. az% P —
5 = x op T ox ope POJ=1,.,m

Optimalizacni tlohy s parametrem Optimaliza¢ni dlohy s parametrem

Uvazujme problém maximalizace funkce f(x, r), kde r je parametr. Bod Uvazujme problém maximalizace funkce f(x, r), kde r je parametr. Bod
optima obvykle zavisi na parametru, oznaéme jej tedy x*(r). Dosazenim bodu optima obvykle zavisi na parametru, oznaéme jej tedy x*(r). Dosazenim bodu
optima do Ucelové funkce dostaneme optimalni hodnotu, kterou mizeme opét optima do Ucelové funkce dostaneme optiméalni hodnotu, kterou mizeme opét
chépat jako funkci parametru: f*(r) = f(x*(r), r),. MiZeme také psat chapat jako funkci parametru: f*(r) = f(x*(r), r),. MiZeme také psat

f*(r) = maxxf(x, r) , pfiemz f*(r) nazyvadme hodnotovou funkci. f*(r) = maxxf(x, r) , pficemz f*(r) nazyvadme hodnotovou funkci.

Pfiklad : Najdéte maximum funkce f(x) = —x2 + 2ax + 4a? pro libovolnou
hodnotu parametru a € R a zjistéte, jakou zménu optimalni hodnoty vyvola
zména parametru a.



Optimalizacni Ulohy s parametrem

Uvazujme problém maximalizace funkce f(x, r), kde r je parametr. Bod
optima obvykle zavisi na parametru, oznaéme jej tedy x*(r). Dosazenim bodu
optima do Ucelové funkce dostaneme optimalni hodnotu, kterou mizeme opét
chépat jako funkci parametru: f*(r) = f(x*(r), r),. MiZeme také psat

f*(r) = maxxf(x,r) , pfiemz f*(r) nazyvame hodnotovou funkci.

Piiklad : Najdéte maximum funkce f(x) = —x2 + 2ax + 4a? pro libovolnou
hodnotu parametru a € R a zjistéte, jakou zménu optimalni hodnoty vyvola
zmeéna parametru a.

Reseni: Podminka pro stacionarni bod je f'(x) = —2x + 2a = 0, jejimz
fedenim dostaneme x* = a, coz da f* = f(x*) = —a° + 2aa + 4a°> = 5a°.
Derivovanim podle a dostaneme f*'(a) = 10a.

Obalkova véta

Postup z pfedchoziho pfikladu muzeme zobecnit pro libovolny optimalizaéni
problém maxyemf(x, r) (resp. minemf(x,r)), jehoz bod optima x* lezi pro
kazdé r uvnitt oblasti M:

Véta : Ma-li hodnotova funkce f*(r) derivaci, plati pro ni

f*'(r) = [f5(x, r)]x=x-. Toto tvrzeni byva oznaovano jako obalkova véta.

Obalkova véta

Postup z pfedchoziho ptikladu mizeme zobecnit pro libovolny optimalizaéni
problém maxyemf(x, r) (resp. minxkemf(x,r)), jehoz bod optima x* lezi pro
kazdé r uvniti oblasti M:

Véta : Ma-li hodnotova funkce f*(r) derivaci, plati pro ni

*'(r) = [f5(x, r)]x=x-- Toto tvrzeni byva oznacovano jako obalkova véta.

Poznamka : k intepretaci obalkové véty: Pfi zméné parametru r se méni
optimalni hodnota f* ze dvou dlivod(, jednak pfimo, protoZze hodnotu r
dosazujeme do f(x*, r), jednak nepfimo prostfednictvim vlivu na x*. Véta
ukazuje, Ze tento nepfimy efekt Ize ignorovat, nebot zména v x méa v okoli
stacionarniho bodu zanedbatelny vliv na optimalni hodnotu f*.

Poznamka : geometricky vyznam obalkové véty: Oznaéme g,(r) = f(r, x)
funkci s pevnou hodnotou argumentu x. Protoze f*(r) vyjadfuje maximalni
hodnotu, kterou mize funkce f(x, r) pro dané r nabyvat, je

f*(r) > gx(r) Vx € M. Tedy graf hodnotové funkce lezi nad vSemi krivkami
9x(r), x € M. Sou€asné pro kazdé r existuje x*, takové ze f*(r) = gx-(r),
takze se graf hodnotové funkce v kazdém bodé nékteré z téchto kfivek
dotyk&, muzeme fict, Ze je "obaluje".

Optimalizacni Ulohy s parametrem

Uvazujme problém maximalizace funkce f(x, r), kde r je parametr. Bod
optima obvykle zavisi na parametru, oznaéme jej tedy x*(r). Dosazenim bodu
optima do Gcelové funkce dostaneme optimalni hodnotu, kterou mizeme opét
chapat jako funkci parametru: f*(r) = f(x*(r), r),. MiZzeme také psat

f*(r) = maxf(x,r) , pfi¢emz f*(r) nazyvame hodnotovou funkci.

Pfiklad : Najdéte maximum funkce f(x) = —x2 + 2ax + 4a2 pro libovolnou
hodnotu parametru a € R a zjistéte, jakou zménu optimalni hodnoty vyvola
zmeéna parametru a.

Reseni: Podminka pro stacionarni bod je f'(x) = —2x + 2a = 0, jejimz
feSenim dostaneme x* = a, coz da f* = f(x*) = —a° + 2aa + 4a° = 5a°.
Derivovanim podle a dostaneme f*/(a) = 10a. K tomuto vysledku jsme mohli
dojit i jinym zptsobem. Oznaéme zadanou f(x) jako funkci dvou proménnych
F(x, a). Optimalni hodnotu f* mizeme pak vyjadfit jako sloZzenou funkci

F(x*, a). Podle pravidla o derivovani slozené funkce plati

f*'(a) = F{(x*,a) - x*' + Fj(x*,a) - 1. Prvni len je vSak diky stacionarité
funkce v bodé optima nulovy, F{(x*, a) = f'(x*) = 0. Sta&i tedy spocitat
parcialni derivaci F(x, a) podle a: Fj(x, a) = (—x? + 2ax + 4a%), = 2x + 8a a
dosadit sem za x optimélni hodnotu x* = a, takze méame

Fj(x*,a) =2x*+8a=2a+8a=10a.

Obalkova véta

Postup z pfedchoziho pfikladu muzeme zobecnit pro libovolny optimalizaéni
problém maxyemf(x, r) (resp. minkemf(x,r)), jehoz bod optima x* lezi pro
kazdé r uvnitt oblasti M:

Véta : Ma-li hodnotova funkce f*(r) derivaci, plati pro ni

f*'(r) = [f3(x, r)]x=x=. Toto tvrzeni byva ozna€ovano jako obalkova véta.

Poznamka : k intepretaci obalkové véty: Pfi zméné parametru r se méni
optimalni hodnota f* ze dvou diivod(, jednak pfimo, protoZze hodnotu r
dosazujeme do f(x*, r), jednak nepfimo prostfednictvim vlivu na x*. Véta
ukazuje, Ze tento nepfimy efekt Ize ignorovat, nebot zména v x ma v okoli
stacionarniho bodu zanedbatelny vliv na optimalni hodnotu f*.

Obalkova veta - priklad

Piiklad : Je dana funkce f(x, r) = v/x — rx. Podle zavedeného znaceni

f*(r) = maxxgx(r), kde gx(r) = f(r, x). Znédzornéme na obrazku nékolik funkci
9x(r) pro vybrané hodnoty x, napfiklad

gi1(r) =v1—r, ga(r) =2 —4r, go(r) =3 — 9r, atd.



Obalkova véta - priklad

Pfiklad : Je déana funkce f(x,r) = v/x — rx. Podle zavedeného znaceni
f*(r) = maxyxgx(r), kde g«(r) = f(r, x). Zndzornéme na obrazku nékolik funkci
gx(r) pro vybrané hodnoty x, naptiklad

g1(r) =v1—r, ga(r) =2 —4r, go(r) = 3 9r, atd.
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Obalkova véta - priklad

Priklad : DofeSme optimalizacni problém z predchoziho pfikladu a uréeme,
jakou zménu optimalni hodnoty vyvola "jednotkova zména"parametru.
Stacionarni bod pro maximalizaci funkce f(x, r) = v/x — rx ziskame fesenim
podminky f(x, r) = 2‘7 — r = 0. Odtud vyjadiime x* = ;5. Aniz bychom
explicitné vyjadfili hodnotovou funkci f*, mGzeme podle obalkové véty zjistit

jeji derivaci f*/(r) = (x*, r) = [~X]x=x- = 7= (Tento vysledek Ize snadno
ové&fit pomoci dosazeni f*(r) = f(x*,r) = f(35.1) = & — ;5 = 4. Tedy
hodnotovéa funkce méa opravdu derivaci f*/(r) = ﬁ).

Obalkova veta - priklad

Ptiklad : Je dana funkce f(x, r) = v/x — rx. Podle zavedeného znaceni

f*(r) = maxxgx(r), kde g«(r) = f(r, x). Zndzornéme na obrazku nékolik funkci
9gx(r) pro vybrané hodnoty x, napfiklad

o(r)=

V1 —r, ga(r)=2—4r, go(r) =3 —9r, atd.

Nyni jsme pfidali téz funkci f*(r) = maxxgx(r), jejiz graf shora
"obaluje"znazornéné kfivky.

Obalkova véta pro vice parametr(

Formulace obalkové véty pro pfipad vice parametrd r = (ry, .
nasledujici:

Véta : Necht f*(r) = max,f(x,r) a x*(r) znaci bod optima funkce f(x,r).
Pokud existuji parcialni derivace hodnotové funkce, pak pro né plati:

o () _ [Bf(x,r)

an an

..,rk)je

]X:X*(,)v/:k..,k.

Obélkova véta pro vice parametrd Obélkova véta pro optimalizaci s omezenim

Formulace obalkové véty pro ptipad vice parametrd r = (ry, ..
nasledujici:

Véta : Necht f*(r) = max,f(x,r) a x*(r) znaci bod optima funkce f(x,r).
Pokud existuji parcialni derivace hodnotové funkce, pak pro né plati:

() _ [Bf(x,r) j=1,... k.

a1 o

L Ik) je

]x:x*(r) ’

Poznamka : S pomoci této véty se daji odvodit nékterd vyznamna tvrzeni
ekonomické teorie, jako je napriklad Hotellingovo lemma.

Formulace obalkové véty pro ptipad optimalizace funkce f(x, r) pro x spliujici
podminky g;j(x,r) =0, j=1,..., m, je modifikovana pomoci Lagrangeovy
funkce L(x,r) = f(x,r) — 31" Ngj(x, r) do nasledujici podoby:

o (n _ [6L(x,r) f— K.

ar; ar;

gooog

]x:x*(r) ’



Obalkova véta pro optimalizaci s omezenim

Formulace obéalkové véty pro pfipad optimalizace funkce f(x,r) pro x splfiujici

podminky g;(x,r) =0, j=1,..., m, je modifikovana pomoci Lagrangeovy
funkce L(x,r) = f(x,r) — Z;L Ajgj(x, r) do nésledujici podoby:
art(r) _ [oL(x.r) i

W= [—Bn ]X:X*(r), i=1,... k.

Poznamka : Aplikaci na konkrétni ekonomické problémy Ize dospét k
vyznamnym tvrzenim jako jsou Shephardovo lemma a Royova identita.

Obalkova véta pro optimalizaci s omezenim

Formulace obalkové véty pro pfipad optimalizace funkce f(x,r) pro x spliiujici
podminky g;(x,r) =0, j=1,..., m, je modifikovana pomoci Lagrangeovy
funkce L(x,r) = f(x,r) — ZL Aigj(x, r) do nésledujici podoby:

o _ [aLben) K
[ i ]x:x*(r)’ T

o
Poznamka : Aplikaci na konkrétni ekonomické problémy Ize dospét k
vyznamnym tvrzenim jako jsou Shephardovo lemma a Royova identita.

i=1,...

Poznamka : Specidlni pfipad dostaneme pro pfipad, kdy se parametry
nevyskytuji v i€elové funkci, ale pouze jako absolutni ¢leny omezujicich
rovnosti: max,f(x) pro x splfiujici podminky gj(x) = ¢;, j=1,...,m. Pak
obalkova véta Fikd, Ze pro hodnotovou funkci *(¢) a Lagrangeovu funkci
L(x,€) = f(x) — 774 4(gi(x) - ¢) plati

or aL(x, ;
e _[ag] " aiotm

]x:x*(c)
coz uz jsme zjistili diive diskuzi ekonomické interpretace vyznamu
Lagrangeovych multiplikator(.

Implicitné zadané funkce

Az dosud jsme pracovali s funkcemi v explicitnim vyjadfeni y = f(x1,..., Xn).
V ekonomickych aplikacich v§ak nejsou vzdy vztahy mezi endogeni veli¢inou
a exogennimi veli€inami vyjadieny v této idealni podobé, Casto je dostaneme
v podobé rovnice (nebo soustavy rovnic) F(x1,...,Xn,¥) = 0.

Pokud z této podminky Ize pro kazdé (xi. ..., Xn) jednoznacné vyjadrit
proménnou y, pak fekneme Ze vztah definuje implicitné funkci

y = f(x1,...,Xn). Ne vzdy vS§ak umime tento pfedpis nalézt. Pfesto by nas
zajimala odpovéd’ na otazku, jak zmény jednotlivych exogennich proménnych
ovlivni endogenni proménnou y.

Obalkova véta pro optimalizaci s omezenim

Formulace obéalkové véty pro pfipad optimalizace funkce f(x,r) pro x splfiujici

podminky g;(x,r) =0, j=1,..., m, je modifikovana pomoci Lagrangeovy
funkce L(x,r) = f(x,r) — Zj"; A;gj(x, r) do nésledujici podoby:
arm _ [aLen i

an; [ o, ]x:x*(r)’l gaseght

Poznamka : Aplikaci na konkrétni ekonomické problémy Ize dospét k
vyznamnym tvrzenim jako jsou Shephardovo lemma a Royova identita.

Poznamka : Specidlni pfipad dostaneme pro piipad, kdy se parametry
nevyskytuji v icelové funkci, ale pouze jako absolutni ¢leny omezujicich
rovnosti: maxyf(x) pro x spliujici podminky g;(x) = ¢, j=1,...,m. Pak
obalkova véta Fik&, ze pro hodnotovou funkci *(¢) a Lagrangeovu funkci
L(x,e) = f(x) = 31 Ai(gi(x) — ¢) plati

or(e) _ [BL(x,c)

=X, i=1,....m,
el el L:x*(c) " T

Implicitné zadané funkce

AZ dosud jsme pracovali s funkcemi v explicitnim vyjadfeni y = f(x1, ..., Xn).
V ekonomickych aplikacich v§ak nejsou vzdy vztahy mezi endogeni veli¢inou
a exogennimi veli¢inami vyjadreny v této idedlni podobé, ¢asto je dostaneme
v podobé rovnice (nebo soustavy rovnic) F(xi,...,Xn,¥) = 0.

Implicitni funkce - pfiklad

Pfiklad : Obecna rovnice pfimky 3x + 4y — 12 = 0 definuje implicitné linearni
funkci y = 3 — 2x.



Implicitni funkce - pfiklad

Priklad : Obecna rovnice pfimky 3x + 4y — 12 = 0 definuje implicitné linearni
funkci y =3 — 2x.
implicitni funkce. Pro x > 1 nebo x < —1 neexistuje Zadné y, které by

podmince vyhovovalo, pro x € (-1, 1) zase nelze vyjadfit y jednoznacné
(dostaneme dvé moznosti y = +v/1 — x2). Situace je ilustrovana na obrazku.

Implicitni funkce - derivace

Uvazujme nejprve jednoduchy pfipad funkce y = f(x) definované na intervalu
I podminkou F(x, y) = c. Graf funkce je reprezentovan vrstevnici funkce dvou
proménnych. Podafi-li se ndm v bodé x € [ vyjadfit derivaci y’ = f'(x), ur€ime
tak sklon vrstevnice v tomto bodé.

Pfepisme definiéni podminku jako F(x. f(x)) = c a uplatnéme na ni pravidlo o
derivaci sloZené funkce Fy(x,y) -1+ Fy(x,y) -y’ = 0. (Na pravé strané
podminky byla konstanta, proto je po zderivovani nulova.) Ze ziskané rovnice

Fo(x.y)

15 iadiit: v —
muzeme vyjadfit: y’ = By

Fy(x,y) #0.

a to pro v§echny body, ve kterych plati

Derivace implicitni funkce - pfiklad

Priklad : Uzijte vztah pro vyjadieni derivace funkce y = f(x) zadané
implicitné podminkou xy = 4.

Implicitni funkce - derivace

Uvazujme nejprve jednoduchy pfipad funkce y = f(x) definované na intervalu
I podminkou F(x,y) = c. Graf funkce je reprezentovan vrstevnici funkce dvou
proménnych. Podafi-li se ndm v bodé x € / vyjadfit derivaci y’ = f'(x), uréime
tak sklon vrstevnice v tomto bodé.

Derivace implicitni funkce - pfiklad

Pfiklad : Vratime-li se k predchozimu pfikladu x? + y? = 1, kde

F(x,y) = x2 + y?, atedy F/(x,y) = 2x a Fj(x, y) = 2y, dostaneme

y = gﬁjﬁ =~ coz v&ak nenf definovano pro y=0. (Z obrazku je ziejmé,
Ze y' neexistuje v bodech (1,0) a (-1,0), protoze te€na ke kruznici je v téchto
bodech svisld)

Py =1

Derivace implicitni funkce - pfiklad

Pfiklad : Uzijte vztah pro vyjadreni derivace funkce y = f(x) zadané
implicitné podminkou xy = 4.

Reseni: Pro F(x,y) = xy mame F,(x,y) =y, Fy(x,y) = x, takze y' = —£.
Muzeme ovéiit, ze y = %, takze vztah y’ = —£ = — % skute¢né plati. Situaci
mame znazornénu na obrazku, kde je vyznacen bod (2, 2), ve kterém je
derivace rovna —1.




Derivace implicitni funkce - obecny pfipad Derivace implicitni funkce - obecny ptipad

Odvodime nejprve pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) zadanou Odvodime nejprve pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) zadanou
implicitné podminkou F(x, y, z) = c. Opét pouzijeme pravidlo o derivovani implicitné podminkou F(x, y, z) = c. Opét pouzijeme pravidlo o derivovani
slozené funkce na tento vztah zapsany jako F(x, y, f(x,y)) = c. Prava strana slozené funkce na tento vztah zapsany jako F(x, y, f(x,y)) = c. Prava strana
je konstantni a tudiz ma nulovou derivaci podle obou proménnych x i y: je konstantni a tudiz ma nulovou derivaci podle obou proménnych x i y:
Fe-1+F, -z, =0,F)-1+F} -z, =0, odkud vyjadiime Fy-1+F,-z,=0,F) -1+ F;-z,=0, odkud vyjadfime

Z=-8 2z =—F, (poF. #£0) Z=-5 z,=—2, (pro F,#0)

Priklad : Uzijte vztah pro vyjadreni parcialnich derivaci funkce z = f(x, y)
zadané implicitné podminkou x — 2y — 3z + 22 = —2.

Derivace implicitni funkce - obecny pfipad Derivace implicitni funkce - obecny pfipad

Odvodime nejprve pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) zadanou Odvodime nejprve pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) zadanou
implicitné podminkou F(x,y, z) = c. Opét pouzijeme pravidlo o derivovani implicitné podminkou F(x, y, z) = c. Opét pouzijeme pravidlo o derivovani
slozené funkce na tento vztah zapsany jako F(x, y, f(x,y)) = c. Prava strana slozené funkce na tento vztah zapsany jako F(x, y, f(x,y)) = c. Prava strana
je konstantni a tudiz ma nulovou derivaci podle obou proménnych x i y: je konstantni a tudiz ma nulovou derivaci podle obou proménnych x i y:
Fy-1+F,-z,=0,F) -1+ F,-z, =0, odkud vyjadfime Fe-1+F,-z,=0,F) -1+ F, -z, =0, odkud vyjadiime

Z=-5, 2z =—F, (poF.#0) Z,=—%, 2=, (pro F, #0)

Priklad : Uzijte vztah pro vyjadfeni parcialnich derivaci funkce z = f(x, y) Priklad : Uzijte vztah pro vyjadreni parciélnich derivaci funkce z = f(x, y)
zadané implicitné podminkou x — 2y — 3z + z2 = —2. zadané implicitné podminkou x — 2y — 3z + z2 = 2.

Reseni: Pro F(x,y,z) = x — 2y — 3z + z% mame Reseni: Pro F(x,y,z) = x — 2y — 3z + z% mame

Fu(x,y.2) =1, Fj(x,y,z) = =2, F(x,y,z) = -3+ 2z, takze pro z # 3/2 Fu(x,y.2) =1, F)(x,y.2) = =2, F(x,y,z) = -3+ 2z, takze pro z # 3/2
mame z, = — by, 2 = 5. méme z = — 55, 7, = 5

Pro implicitné zadanou funkci n proménnych dostaneme v bodech, kde

oF - dy _ _9F/ax;
92 # 0 vztah F(X1,...,xn,y)—c=>a*f,——aF/a}’

i=1,...n.



Diferencialni rovnice - Gvod

V ekonomii se ¢asto zkouma, jak se vybrané veli¢iny méni v ¢ase. Tento vyvoj
byva popsan vétsinou pomoci rovnic nebo soustav rovnic. Je-li v téchto
rovnicich ¢as povazovan za spojitou veli¢inu a figuruji-li zde jako neznamé
funkce a jejich derivace, nazyvame je diferencialnimi rovnicemi (pro diskrétni
¢as se hovofi o diferen€nich rovnicich).

Diferencialni rovnice - Gvod

V ekonomii se ¢asto zkouma, jak se vybrané veli¢iny méni v ¢ase. Tento vyvoj
byva popsan vétsinou pomoci rovnic nebo soustav rovnic. Je-li v téchto
rovnicich ¢as povazovan za spojitou veli€inu a figuruji-li zde jako neznamé
funkce a jejich derivace, nazyvame je diferencialnimi rovnicemi (pro diskrétni
€as se hovofri o diferen¢nich rovnicich).

@ Je-li neznama funkce x zavisla pouze na jedné proménné, jedna se o

obycejné diferencialni rovnice,

@ v opacném pripadé se jednd o parciélni diferencialni rovnice.
My se budeme zabyvat pouze prvnim typem rovnic a neznamou budeme
chapat vétsinou jako funkci €asu. Proto pro derivaci funkce x(t) pouzivame

specialni znaceni x = %. Veskera nize uvedena teorie je bez Ujmy na

obecnosti aplikovatelnd i pro jiné nezavislé proménné nez je Cas.

Diferencialni rovnice prvniho fadu

Definice : Pro danou funkci dvou proménnych F(t, x) a neznamou funkci
x(t) nazveme zépis x = F(t,x) diferencialni rovnici prvniho fadu.

Poznamka : Re&enim rovnice na intervalu / nazveme libovolnou funkci o(t)
definovanou na tomto intervalu, ktera rovnici vyhovuije, tj.

vte l: ¢(t) = F(t, ¢(t)). Diferenciélni rovnice obvykle ma nekone¢né mnoho
feSeni, mnozinu v§ech nazveme obecnym fesenim, o konkrétnich funkcich z
této mnoziny hovotime jako o partikularnim feseni. Grafy téchto funkci mohou
byt znazornény v roviné tx, fikame jim integralni kfivky.

Diferencialni rovnice - Gvod

V ekonomii se ¢asto zkouma, jak se vybrané veli¢iny méni v ¢ase. Tento vyvoj
byva popsan vétsinou pomoci rovnic nebo soustav rovnic. Je-li v téchto
rovnicich ¢as povazovan za spojitou veli¢inu a figuruji-li zde jako neznamé
funkce a jejich derivace, nazyvame je diferencialnimi rovnicemi (pro diskrétni
€as se hovofi o diferenénich rovnicich).

@ Je-li neznama funkce x zavisla pouze na jedné proménné, jedna se o

obycejné diferencialni rovnice,
@ v opacném pripadé se jednd o parcialni diferencialni rovnice.

Diferencialni rovnice - Gvod

V ekonomii se ¢asto zkouma, jak se vybrané veli¢iny méni v ¢ase. Tento vyvoj
byva popsan vétsinou pomoci rovnic nebo soustav rovnic. Je-li v téchto
rovnicich €as povazovan za spojitou veli€inu a figuruji-li zde jako neznamé
funkce a jejich derivace, nazyvame je diferencialnimi rovnicemi (pro diskrétni
Cas se hovofi o diferen¢nich rovnicich).

@ Je-li neznama funkce x zavisla pouze na jedné proménné, jedna se o

obyc¢ejné diferencialni rovnice,

@ v opacném pripadé se jedné o parciélni diferencialni rovnice.
My se budeme zabyvat pouze prvnim typem rovnic a neznamou budeme
chapat vétsSinou jako funkci €asu. Proto pro derivaci funkce x(t) pouzivame
specialni znaceni x = %;,‘. Veskera nize uvedena teorie je bez Ujmy na
obecnosti aplikovatelnd i pro jiné nezavislé proménné nez je Cas.

Pfiklad : Typickym piikladem diferencidlni rovnice je vztah x = x, popisuijici
pfirozeny rust, kdy je tempo rlstu ptimo Umérné velikosti populace. Pouziva
se téZ pojem exponencialni rdst, protozZe této rovnici vyhovuje funkce

x(t) = e (a v8echny jeji ndsobky).

Diferencialni rovnice prvniho fadu

Definice : Pro danou funkci dvou proménnych F(¢, x) a neznamou funkci
x(t) nazveme zépis x = F(t,x) diferencialni rovnici prvniho fadu.

Poznamka : Regenim rovnice na intervalu / nazveme libovolnou funkci ¢(t)
definovanou na tomto intervalu, ktera rovnici vyhovuije, tj.

vte l: ¢(t) = F(t, ¢(t)). Diferenciélni rovnice obvykle mé& nekoneéné mnoho
feSeni, mnozinu v§ech nazveme obecnym fesenim, o konkrétnich funkcich z
této mnoziny hovotime jako o partikularnim feseni. Grafy téchto funkci mohou
byt znazornény v roviné tx, fikdme jim integraini kfivky.

Na obrazku je zndzornéno nékolik integrélnich kfivek pro rovnici x = x.

X7

° c=1
Cc=1/2
C=1/4
C=1/8
N C=1/16




Diferencialni rovnice prvniho fadu - priklad

Priklad : Je dana diferencidlni rovnice x = x + t.
@ Ukazte, Ze funkce x = e! — 1 neni Fe$enim rovnice
@ Ukazte, ze funkce x = —t — 1 a x = e’ — t — 1 jsou fedenim rovnice

@ Ukazte, Ze pro libovolnou hodnotu konstanty C je funkce x = Ce! —t — 1

feSenim rovnice.

Diferenciélni rovnice prvniho fadu - ptiklad

Priklad : Je dana diferencidlni rovnice x = x + t.
@ Ukazte, ze funkce x = e! — 1 neni fe$enim rovnice
@ Ukazte, Ze funkce x = —t — 1 a x = el — t — 1 jsou FeSenim rovnice
@ Ukazte, Ze pro libovolnou hodnotu konstanty C je funkce x = Ce! —t —1
fegenim rovnice.
Reseni:
@ Prox=¢el—1jeL=x=¢€,ale P=x+t=el+t—1,tedy prava a leva
strana se rovnaji jen pro t = 1, takze funkce neni feSenim rovnice.
Q@ Prox=-t-1ljeL=x=-1aP=x+t=-t—1+1t=—1,rovnice je
splnéna.
Podobnéprox =¢e! —t—1jeL=x=¢e'—1a
P=x+t=¢e'—t—1+4t=e' —1, prava a leva strana se opét rovnaji
@ Pro obecné C je derivace funkce x = Ce! —t —1rovna L = x = Ce! — 1
aP=x+t=Ce' —t—1+t= Ce' -1, tedy funkce rovnici vyhovuije.

Pocate¢ni podminky PocCate¢ni podminky

Jak jsme vidéli v pfedchozim pfikladé, obecné feseni mize zélezet na jedné
nebo vice kostantach. Jestlize pozadujeme, aby hledana funkce prochazela
néjakym konkrétnim bodem v roviné tx, pak tato podminka vétsinou
jednoznaéné urci konkrétni hodnotu konstanty.

Jak jsme vidéli v pfedchozim pfikladé, obecné feSeni muze zélezet na jedné
nebo vice kostantach. Jestlize pozadujeme, aby hledana funkce prochazela
néjakym konkrétnim bodem v roviné tx, pak tato podminka vétSinou
jednoznaéné urci konkrétni hodnotu konstanty.

Priklad : Najdéte feseni diferencialni rovnice z predchoziho prikladu, které
prochazi bodem (¢, x) = (0,1).

PocCéatecni podminky PocCéate¢ni podminky

Jak jsme vidéli v pfedchozim prikladé, obecné feseni mize zalezet na jedné
nebo vice kostantach. Jestlize poZzadujeme, aby hledana funkce prochazela
néjakym konkrétnim bodem v roviné tx, pak tato podminka vétsinou
jednoznacné urci konkrétni hodnotu konstanty.

Priklad : Najdéte feSeni diferencidlni rovnice z predchoziho piikladu, které
prochdazi bodem (t, x) = (0,1).

Reseni: Zapieme si podminku pro fegeni x(t) = Ce! — t — 1 ve tvaru

x(0) = 1. Mame tedy x(0) = Ce® — 0 —1 = C — 1 = 1, odkud uréime C = 2.

Jak jsme vidéli v pfedchozim pfikladé, obecné feSeni mize zalezet na jedné
nebo vice kostantach. Jestlize pozadujeme, aby hledana funkce prochazela
néjakym konkrétnim bodem v roviné tx, pak tato podminka vétsinou
jednoznacné urci konkrétni hodnotu konstanty.

Priklad : Najdéte feseni diferencialni rovnice z predchoziho prikladu, které
prochdzi bodem (¢, x) = (0,1).

Reseni: Zapieme si podminku pro fegeni x(t) = Ce! — t — 1 ve tvaru

x(0) = 1. Mame tedy x(0) = Ce® —0 -1 = C — 1 = 1, odkud uréime C = 2.

Poznamka : Pokud t = 0 zna¢i poc¢ate¢ni ¢as, pak podminku x(0) = 1
nazyvame pocatecni podminkou. Formulace Uloh s poc¢atecni podminkou je v
ekonomii velmi ¢asta. Napfiklad uvazujme model ekonomického rlstu s
diferencialni rovnici prvniho fadu pro akumulaci kapitélu. Po¢ate¢ni zasoba
kapitalu je zndma z historickych dat, coz umozni najit jednoznacéné feseni
rovnice.



Otazky souvisejici s diferencialnimi rovnicemi

@ Od pocatkl systematického zkoumani problematiky diferencialnich
rovnic, které zapocali Newton a Leibnitz v 17. stoleti, se matematikové
snazi o explicitni vyjadreni feSeni urcitych typt rovnic

@ S rozvojem vypocetni techniky se vyviji fada uzite€nych numerickych
postupu pro pfiblizné feSeni dloh, u nichz exaktni feSeni neni znamo

@ Casto neni ani nutné explicitni vyjadFeni a pro praktické pouZiti stai
popis dulezitych vlastnosti feSeni (existence, jednoznaénost, citlivost,
stabilita, atd.)

Rovnice se separovanymi proménnymi

Rovnice se separovanymi proménnymi

Definice : V pfipadé, Ze pravou stranu diferencialni rovnice Ize zapsat jako
soucin funkce proménné x a funkce proménné t, tedy ve tvaru

Xx = f(t) - g(x), nazveme rovnici diferencialni rovnici se separovanymi
proménnymi.

Rovnice se separovanymi proménnymi

Definice : V pfipadé, ze pravou stranu diferencialni rovnice Ize zapsat jako
soucin funkce proménné x a funkce proménné t, tedy ve tvaru

x = f(t) - g(x), nazveme rovnici diferencialni rovnici se separovanymi
proménnymi.

Priklad : Rozhodnéte, zda se jedna o rovnice se separovanymi proménnymi
Q x=xt+2t—x-2
Q x=1r+x
Q x=2x

Rovnice se separovanymi proménnymi

Definice : V pfipadé, ze pravou stranu diferencialni rovnice Ize zapsat jako
soucin funkce proménné x a funkce proménné t, tedy ve tvaru

x = f(t) - g(x), nazveme rovnici diferencialni rovnici se separovanymi
proménnymi.

Priklad : Rozhodnéte, zda se jedna o rovnice se separovanymi proménnymi
Q x=xt+2t-x-2

Q x=1+x
Q x=2x
Reseni:

@ ANO, x = (x +2)(t—1)
@ NE, nelze zapsat v pozadovaném tvaru
@ ANO, x =2x -1

Poznamka : Ma-li funkce g(x) kofen a, pak je automaticky konstantni funkce
x(t) = ateSenim diferencialni rovnice x = f(t) - g(x).

Definice : V pfipadé, Ze pravou stranu diferenciélni rovnice Ize zapsat jako
soucin funkce proménné x a funkce proménné t, tedy ve tvaru

x = f(t) - g(x), nazveme rovnici diferencialni rovnici se separovanymi
proménnymi.

Priklad : Rozhodnéte, zda se jedna o rovnice se separovanymi proménnymi
Q@ x=xt+2t—x-2

Q x=1*+x
Q x=2x
Reseni:

@ ANO, x = (x+2)(t—1)
@ NE, nelze zapsat v pozadovaném tvaru
@ ANO, x =2x -1

Postup FfeSeni rovnic se separovanymi promeénnymi

@ Zapiseme rovnici ve tvaru % = £(t) - g(x)

@ Separujeme proménné: %) = f(t) dt

@ Zintegrujeme obé strany: [ % = [f(t) dt

@ Pokud je to mozné, po zintegrovani vyjadfime z rovnice neznamou funkci
x(t).

@ Do mnoziny vech fe$eni musime zahrnout téz pripadnou konstantni
funkei x(t) = a, je-li a nulovy bod funkce g(x).



Postup FeSeni rovnic se separovanymi proménnymi

Postup feSeni rovnic se separovanymi proménnymi

@ Zapiseme rovnici ve tvaru % = f(t)- g(x)

9 — f(t) dt

@ Separujeme proménné: 907 =

Q Zintegrujeme obé strany: [ % = [ f(t) ot

© Pokud je to mozné, po zintegrovani vyjadfime z rovnice neznamou funkci
x(t).
@ Do mnoziny vech fe$eni musime zahrnout téZ pfipadnou konstantni
funkei x(t) = a, je-li a nulovy bod funkce g(x).
Priklad : VyreSete diferencialni rovnici % = —2tx? a najdéte integralni kfivku,
ktera prochazi bodem (t, x) = (1, —1).

Rovnice se separovanymi proménnymi - pokracovani

@ Zapiseme rovnici ve tvaru % = f(t)- 9(x)

dx
2 = (1) ot

@ Separujeme proménné: o

: ; X L
@ Zintegrujeme obé strany: [ 207 = Jf(t) dt
© Pokud je to mozné, po zintegrovani vyjadfime z rovnice neznamou funkci
x(t).
@ Do mnoziny v8ech fe$eni musime zahrnout téZ pripadnou konstantni
funkei x(t) = a, je-li a nulovy bod funkce g(x).
Priklad : VyreSete diferencialni rovnici % = —2tx? a najdéte integralni kfivku,
ktera prochazi bodem (t, x) = (1, —1).
Reseni: Nejprve si povéimnéme, e Gloha ma triviaini fedeni x(t) = 0. Toto
feSeni vSak neprochazi bodem (1, —1), takZe déle postupujeme dle
uvedeného navodu.

Rovnice se separovanymi proménnymi - pokracovani
prikladu

pFikladu

Pfi feseni rovnice % = —2tx? postupujeme v nasledujicich krocich:
o Separuj: —% =2t dt
o Integruj: — [ & = [2t dt

@ Vyjadfi: 1 = 2 + C, odkud dostaneme x = 1

Rovnice se separovanymi proménnymi - priklad

s
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Priklad : VyfeSete diferencialni rovnici G = 515

P¥i feseni rovnice % = —2tx? postupujeme v nasledujicich krocich:
@ Separuj: —% =2t dt
o Integruj: — [ % = [2t dt
@ Vyjadii: 1 = t? + C, odkud dostaneme x =

3

1
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Na obrazku je zndzornéno nékolik integralnich kfivek, bodem (1, —1) prochazi

kfivka spliujici —1 = 121+c’ tedy kfivka pro C = —2.

Rovnice se separovanymi proménnymi - pfiklad

2

i . Vyied ; AT i
Priklad : VyfeSete diferencialni rovnici G = 5.

Reseni: Nejprve si povéimnéme, e lloha nema zadné trivialni fedent,
g(x) = Xe‘ﬁnemé z&dné nulové body. Postupujeme dle navodu:

@ Separuj: (x6+ 1) dx = £ dt

o Integruj: [(x®+1) dx = [t* dt

o Vyjadii: X +x =14 +C



Rovnice se separovanymi proménnymi - priklad

3

i . Vvied ; LAl O _
Priklad : Vyfesete diferencialni rovnici & = 5.

Reseni: Nejprve si povéimnéme, e Gloha nema zadné trivialni fedeni,
a(x) = x51+1 nema zadné nulové body. Postupujeme dle navodu:

@ Separuj: (x8 +1) dx = 2 dt

@ Integruj: [(x8 +1) dx = [ 3 at

o Vyjadii: X +x =14 +C
V této Uloze se nam nepodaflo nalézt explicitni vyjadreni funkce x, avSak
alespon jsme nalezli pro tuto funkci rovnici, ve které se nevyskytuje jeji
derivace.

Rovnice se separovanymi proménnymi - aplikace

Rovnice se separovanymi proménnymi - aplikace

Uvedeny postup mizeme aplikovat v Ulohéach o sloZzeném urokovani ve
spojitém ¢ase : Oznaéme w = w(t) > 0 hodnotu na investiénim Gctu v Case t,
kde Urokova mira spojitého Uro€eni je rovna r = r(t). Potom hodnotu w
urc¢ime pomoci feseni diferencialni rovnice w = r(t) - w , coz je rovnice se
separovanymi proménnymi. Oddélenim proménnych a integrovanim ziskame
[ % = [r(t) dt. Odtud Inw = R(t) + Cy, kde R(t) = [ r(t) dt. Reseni

mazeme vyjadfit ve tvaru w = (DG — Cefl | pFi oznadeni C = .

Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Uvedeny postup muzeme aplikovat v Ulohach o slozeném Urokovani ve
spojitém ¢ase : Oznaéme w = w(t) > 0 hodnotu na investi¢nim uétu v Case t,
kde Urokova mira spojitého Gro€eni je rovna r = r(t). Potom hodnotu w
ur¢ime pomoci feseni diferencidlni rovnice w = r(t) - w , coz je rovnice se
separovanymi proménnymi. Oddélenim proménnych a integrovanim ziskame
[ 9% = [r(t) dt. Odtud Inw = R(t) + Ci, kde R(t) = [ r(t) dt. ReSeni
muazeme vyjadfit ve tvaru w = ef0+C = Cefilh | pii oznateni C = .
Konkrétni feseni pro pocatecni hodnotu w(0) je dano podminkou

w(0) = Cef®, odkud vyjadiime C = w(0)e~A© . Uloha s potategni
podminkou ma tedy jednoznaéné feseni w(t) = w(0)e"(D-FO) coz muze byt
162 zapsano jako w(t) = w(0)els () 9.

Definice : Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu nazveme rovnici tvaru
X+ a(t)x = b(t), kde a(t), b(t) jsou spojité funkce proménné t definované
na jistém intervalu a x(t) neznama funkce.

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu

Definice : Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu nazveme rovnici tvaru
X + a(t)x = b(t), kde a(t), b(t) jsou spojité funkce proménné t definované
na jistém intervalu a x(t) neznama funkce.

Priklad : Rovnice x + x = t je evidentné uvedeného typu. U rovnice

(2 +1)x + elx = tint uZ to tak zFejmé neni, ale po vydéleni obou stran
vyrazem 2 + 1 jiz dostaneme pozadovany tvar X + ﬁx = s

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu

Definice : Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu nazveme rovnici tvaru
x + a(t)x = b(t), kde a(t), b(t) jsou spajité funkce proménné t definované
na jistém intervalu a x(t) neznama funkce.

Priklad : Rovnice x + x = t je evidentné uvedeného typu. U rovnice

(2 + 1)X + e'x = tint uZ to tak zFejmé neni, ale po vydéleni obou stran
vyrazem t2 + 1 jiz dostaneme pozadovany tvar x + ﬁx = “ﬁ'%ﬂ)
Nejjednodusim piipadem linearni rovnice 1. fadu je rovnice x + ax = b, kde
a, b jsou konstanty, pfi¢emz a # 0. Tuto rovnici Ize vyfesit pomoci umélého
kroku, vynasobeni obou stran rovnice vyrazem e?. Potom dostaneme

xe + axe = be#, kde leva strana odpovida derivaci sou¢inu x - e¥. Po
zintegrovani tedy mame x - ¥ = [ be?dt = 2e? + C. Vydélime-li vztah

vyrazem e, dostaneme feseni x = 2 + Ce~ 2.
Poznamka : Pro C = 0 dostaneme konstantni feSeni x = g, které nazyvame

rovnovaznym stavem rovnice. V pfipadé a > 0 konverguje kazdé feSeni pro
t — oo k rovnovaznému stavu, fikdme, Ze je rovnice stabilni.



Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu

Priklad : Najdéte obecné feseni rovnice x + 2x = 8, a rozhodnéte, zda je Priklad : Najdéte obecné feseni rovnice x + 2x = 8, a rozhodnéte, zda je
stabilni. stabilni.
Reseni: Dosadime do odvozeného vztahu x = 2 + Ce~# hodnoty
a=2, b=28. Dostaneme x = § + Ce~2. Rovnovazny stav je x = 4 a rovnice
je stabilni, protoze a=2 > 0. Tedy x — 4 pro t — cc.

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu

Priklad : Najdéte obecné feseni rovnice x + 2x = 8, a rozhodnéte, zda je Priklad : Najdéte obecné feseni rovnice x + 2x = 8, a rozhodnéte, zda je
stabilni. stabilni.

Reseni: Dosadime do odvozeného vztahu x = g + Ce~2 hodnoty Reseni: Dosadime do odvozeného vztahu x = g + Ce2 hodnoty

a=2, b= 8. Dostaneme x = % + Ce~2!. Rovnovazny stav je x = 4 a rovnice a=2, b= 8. Dostaneme x = % + Ce—2!. Rovnovazny stav je x = 4 a rovnice
je stabilni, protoze a=2 > 0. Tedy x — 4 pro t — cc. je stabilni, protoze a=2 > 0. Tedy x — 4 pro t — cc.

Popsany postup muze byt aplikovan i na rovnice s variabilni pravou stranou: Popsany postup muze byt aplikovan i na rovnice s variabilni pravou stranou:
X + ax = b(t). Pomoci umélé Upravy opét dostaneme & (x - ) = b(t)e, X -+ ax = b(t). Pomoci umélé Upravy opét dostaneme & (x - %) = b(t)e¥,
po zintegrovani tedy x - e = [ b(t)e dt + C, odkud po zintegrovani tedy x - e = [ b(t)e® dt + C, odkud

x=e " [b(t)e? dt + Ce 4. x=e [b(t)e* dt + Ce 2.

Pro obecny pfipad, kdy jsou oba koeficienty a, b nekonstantni uvedeme
feseni jiz bez postupu odvozeni.
Véta : Rovnice x + a(t)x = b(t), méa obecné feSeni tvaru

x=e Ja0d ([ p(t)el a0 ot +C),

Homogenni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu Homogenni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu

Poznamka : V pfipadé rovnice s nulovou pravou stranou x + a(t)x =0 Poznamka : V ptipadé rovnice s nulovou pravou stranou X + a(t)x =0
nazyvame rovnici homogenni. Vzorec pro feSeni pak nabyva zjednodusené nazyvame rovnici homogenni. Vzorec pro feSeni pak nabyva zjednodusené
podoby x = e~ Ja()dt (fO cefalt) dt gt 4 C) = CeJalh o K tegeni podoby x = e~ Ja( dt (fO cefalt) dt g 4 C) = Ce Jalh o K tegeni
bychom se mohli dostat téZ pomoci separace proménnych, viz nasledujici bychom se mohli dostat téZ pomoci separace proménnych, viz nasledujici
priklad. priklad.

Piiklad : Vyfeste diferencialni rovnici x + 3t2x = 0.



Homogenni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu - pfiklad

Poznamka : V pfipadé rovnice s nulovou pravou stranou x + a(t)x =0 Priklad : Najdéte obecné feSeni rovnice x + 2tx = 4t a naleznéte integralni
nazyvame rovnici homogenni. Vzorec pro fedeni pak nabyva zjednodugené kfivku jdouci bodem (t, x) = (0, —2).

podoby x = e~ Ja()dt (fO -elalt) dt gp 4 C) = Ce Jalh o K teseni

bychom se mohli dostat téZ pomoci separace proménnych, viz nasledujici
priklad.

Priklad : Vyfeste diferencialni rovnici x + 3t2x = 0.
Reseni: Separaci proménnych obdrzime & = —3¢2, odtud Inx = —t* + ¢
Tedy obecné fedeni je x(t) = Ce~*.

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu - priklad Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu - priklad
Priklad : Najdéte obecné feseni rovnice x + 2tx = 4t a naleznéte integralni Priklad : Najdéte obecné feseni rovnice x + 2tx = 4t a naleznéte integralni
kfivku jdouci bodem (¢, x) = (0, —2). kfivku jdouci bodem (¢, x) = (0, —2).

Reseni: Dosadime do vzorce x = e~/ a( dt (j b(t)eJ at dt gt 4 C) funkce Reseni: Dosadime do vzorce x = e~/ at) dt (j b(t)e) at) dt gt 4 C) funkce
a(t) = 2t a b(t) = 4t. Potom [ a(t) dt = [ 2t dt = t?. Dosazenim tedy a(t) = 2t a b(t) = 4t. Potom [ a(t) dt = [ 2t dt = 2. Dosazenim tedy
ziskame x = e~** (f 4te” dt + C) =Ce tef2ef = Ce +2 ziskame x = e~ (f 4te” dt + C) = Ce * + e 26" = Ce + 2.

Na obrazku je znazornéno nékolik integralnich kfivek, po¢atecni podmince
(t,x) = (0,—2) vyhovuije ta, jejiz konstanta spliiuje —2 = Ce % +2, tj. pro
C=-4

[v1e}
gl
=

[oleke]
AN

Exaktni diferencialni rovnice Exaktni diferencialni rovnice

Jiz dfive jsme se setkali s pojmem diferencial prvniho fadu pro funkci dvou Jiz dfive jsme se setkali s pojmem diferencial prvniho fadu pro funkci dvou
proménnych, zapiSme jej pro funkci F(t, x): dF = %dt—»— %dx‘ proménnych, zapiSme jej pro funkci F(t, x): dF = %dtﬁ- %dx.

Nyni budeme hledat odpovéd' na otazku, zda a jak Ize z tohoto vyjadreni prejit Nyni budeme hledat odpovéd' na otazku, zda a jak Ize z tohoto vyjadreni prejit
zpét k funkci F(t, x). zpét k funkci F(t, x).

Definice : Diferencialni rovnice P(t,x)df + Q(t.x)dx =0 se nazyva
exakini, je-li vyraz na levé strané totalnim diferencialem jisté funkce F(t, x)
oznacované jako kmenova funkce.



Exaktni diferencialni rovnice Exaktni diferencialni rovnice

Jiz dfive jsme se setkali s pojmem diferencial prvniho fadu pro funkci dvou Jiz dfive jsme se setkali s pojmem diferencial prvniho fadu pro funkci dvou
proménnych, zapiSme jej pro funkci F(t, x): dF = %dt—»— %dx. proménnych, zapiSme jej pro funkei F(t, x): dF = %dt—s— %dx.

Nyni budeme hledat odpovéd’ na otazku, zda a jak Ize z tohoto vyjadieni prejit Nyni budeme hledat odpovéd' na otdzku, zda a jak Ize z tohoto vyjadreni prejit
zpét k funkci F(t, x). zpét k funkci F(t, x).

Definice : Diferencialni rovnice P(t,x)dt+ Q(t,x)dx =0 se nazyva Definice : Diferencialni rovnice P(t, x)dt + Q(t.x)dx = 0 se nazyva
exakini, je-li vyraz na levé strané totalnim diferencialem jisté funkce F(t,x) exakini, je-li vyraz na levé strané totalnim diferencialem jisté funkce F(t, x)
oznacované jako kmenova funkce. oznacované jako kmenova funkce.

Priklad : Diferencialni rovnice x + tx = 0 neboli xdt + tdx = 0 je exaktni, Priklad : Diferencialni rovnice x + tx = 0 neboli xdt + tdx = 0 je exaktni,
protoze vyhovuje definiéni podmince pro F(t, x) = x - t. protoze vyhovuje definiéni podmince pro F(t,x) = x - t.

Véta : Jsou-li funkce P(t, x), Q(t,x) diferencovatelné na oblasti 2, pak je
rovnice P(t, x)dt + Q(t, x)dx = 0 exakini pravé tehdy, kdyz na oblasti Q plati

% — %. Je-li F(t,x) kmenovou funkci ptislusného totalniho

diferencidlu, ma obecné feseni exaktni rovnice tvar F(t,x) = C.

Exaktni diferencialni rovnice Postup feseni exaktni diferencialni rovnice

Jiz dfive jsme se setkali s pojmem diferencial prvniho fadu pro funkci dvou Z predchozi véty je zfejmé, Ze k vyfeSeni exaktni rovnice potfebujeme nalézt
proménnych, zapisme jej pro funkei F(t, x): dF = aFg{x) dt+ aFa()t(,x) e I;rp([anovou funkci tontzélnl'ho diferencialu. Vyj.denj.e—.li pFitom’z rovnosti

. . . . PO oF(tx) P(t, x), mizeme kmenovou funkci ur€it integraci:
Nyni budeme hledat odpovéd na otazku, zda a jak Ize z tohoto vyjadieni prejit ot , )
zpét k funkei F(t, x). F(t.x) = [ P(t,x)dt + K(x) = U(t,x) + K(x). Ve vysledku je U(t, x)
Definice : Diferencialni rovnice P(t,x)dt + Q(t,x)dx =0 se nazyva primitivni funkce a K(x) integraéni ,konstanta”, kterd mize ovS§em zaviset na
exaktni, je-li vyraz na levé strané totalnim diferencialem jisté funkce F(t, x) druhé proménné.

oznacované jako kmenova funkce.

Priklad : Diferenciélni rovnice x + tx = 0 neboli xdt + tdx = 0 je exaktni,
protoZe vyhovuje definiéni podmince pro F(t, x) = x - t.

Véta : Jsou-li funkce P(t, x), Q(t,x) diferencovatelné na oblasti Q2, pak je
rovnice P(t,x)dt + Q(t, x)dx = 0 exaktni pravé tehdy, kdyz na oblasti Q plati

9L _ 99(LX) " yefi F(t, x) kmenovou funkei prislugného totalniho

diferencialu, ma obecné feSeni exaktni rovnice tvar F(t,x) = C.

Poznamka : Tvrzeni vyplyva z Schwarzovy véty o zaménitelnosti smiSenych
derivaci.

Postup feSeni exaktni diferencialni rovnice Postup feSeni exaktni diferencialni rovnice

Z pfedchozi véty je zfejmé, Ze k vyfeSeni exaktni rovnice potfebujeme nalézt Z pfedchozi véty je zfejmé, Ze k vyfeSeni exaktni rovnice potfebujeme nalézt
kmenovou funkci totalniho diferencialu. Vyjdeme-li pfitom z rovnosti kmenovou funkci totalniho diferencialu. Vyjdeme-li pfitom z rovnosti
%ﬂ’x) = P(t, x), mGzeme kmenovou funkci uréit integraci: % = P(t, x), mGzeme kmenovou funkci uréit integraci:

F(t.x) = [ P(t,x)dt + K(x) = U(t, x) + K(x). Ve vysledku je U(t, x) F(t,x) = [ P(t,x)dt + K(x) = U(t, x) + K(x). Ve vysledku je U(t, x)
primitivni funkce a K(x) integraéni ,konstanta”, ktera mize ovS§em zaviset na primitivni funkce a K(x) integraéni ,konstanta”, ktera mize ovS§em zaviset na
druhé proménné.Tuto veli¢inu uréime z podminky druhé proménné.Tuto veli¢inu uréime z podminky
dFa()t(,X) _ auég)t(,x) 4 d;;(xx) = Q(t, x), tedy dFa(f(,x) _ aua(i,x) N d;;(Xx) — Q(t, x), tedy

K(x) = [(Q(t,x) - 2452 dx K(x) = [(Q(t.x) — “5)ax

Poznamka : Popsany postup je mozno provést také se zaménénym pofadim
proménnych, tj. zadit integraci F(t, x) = [ Q(t,x)dx + L(x) = V(t,x) + L(x) a
pokracovat uréenim funkce L(x).



Postup feSeni exaktni diferencialni rovnice Postup feSeni exaktni diferencialni rovnice

Z predchozi véty je zfejmé, Ze k vyfeSeni exaktni rovnice potfebujeme nalézt
kmenovou funkci totalniho diferencialu. Vyjdeme-li pfitom z rovnosti

% = P(t, x), mizeme kmenovou funkci ur€it integraci:

F(t.x) = [ P(t,x)dt + K(x) = U(t, x) + K(x). Ve vysledku je U(t, x)
primitivni funkce a K(x) integracni ,konstanta”, ktera mize ovSem zaviset na
druhé proménné.Tuto veli¢inu uréime z podminky
dFO(f;X) dutx) 4 oK) _ (t, x), tedy

= f(o (t, x) — 2UL) gy
Poznémka 1 Popsany postup je mozno provést také se zaménénym pofadim
proménnych, tj. zacit integraci F(t,x) = [ Q(t, x)dx + L(x) = V(t,x) + L(x) a
pokracovat uré¢enim funkce L(x).

Priklad : Je dana diferencidlni rovnice tdt + xdx = 0. Ovérte, Ze jde o exaktni

diferencialni rovnici a aplikujte na ni popsany postup feseni.

Z predchozi véty je zfejmé, Ze k vyfeSeni exaktni rovnice potfebujeme nalézt
kmenovou funkci totalniho diferenciélu. Vyjdeme-li pfitom z rovnosti

% = P(t, x), mGzeme kmenovou funkci uréit integraci:

F(t,x) = [ P(t,x)dt + K(x) = U(t, x) + K(x). Ve vysledku je U(t, x)
primitivni funkce a K(x) integracni ,konstanta”, ktera mize ovSem zaviset na
druhé proménné. Tuto vehcmu urime z podminky
ngf;X) BU(”) + & — (t, x), tedy

= f(Q (t,x) — 2520 ) dix
Pozna’mka Popsany postup je mozno provést také se zaménénym pofadim
proménnych, t] zadit integraci F(t, x) = [ Q(t,x)dx + L(x) = V(t,x) + L(x) a
pokracovat uré¢enim funkce L(x).

Pfiklad : Je dana diferenciélni rovnice tdt + xdx = 0. Ovéite, ze jde o exaktni
diferencialni rovnici a aplikujte na ni popsany postup feseni.

Reseni: Zkontrolujeme podminku ovéreni exaktnosti je
nutné u kazdé rovmce 0 ktere domnlvame Ze je exaktni). Podminka je
splnéna, v rovnici 5° = 5% jsou pravé i leva strana nulové.

dPtx) — 20t
- ot

()[

Exaktni diferencialni rovnice - pfiklad Exaktni diferencialni rovnice - priklad

Po ovéfeni exaktnosti rovnice tdt + xdx = 0 pokraCujeme v fes$eni dle navodu.
Spocteme F(t,x) = [ P(t,x)dt + K(x) = [ tat + K(x) = & + K(x).

Po ovéfeni exaktnosti rovnice tdt + xdx = 0 pokraCujeme v fe$eni dle navodu.
Spotteme F(t,x) = [ P(t,x)dt + K(x) = [ tat + K(x) = & + K(x).
Dale urCime K(x) z podmlnky

= [(Q(t,x) — Uy ax = [(x — 2/2)qdx = [ xdx = % + C.

Exaktni diferenciélni rovnice - pfiklad Autonomni diferenciélni rovnice

Po ovéfeni exaktnosti rovnice tdt + xdx = 0 pokraCujeme v feSeni dle navodu.
Spotteme F(t, x) = [ P(t, x)dt + K(x) = [ tdt + K(x) = 5 + K(x).

Déle uréime K(x) z podminky

K(x) = [(Q(t.x) — 2552 )dx J(x—
Celkem tedy mame F(t, x)=5% + £
znazornit:

oz dx—fxdx—f-&-C.
= C. Vybrané integralni kiivky mizeme

Mnoho ekonomickych procesti muze byt popsano diferenciélni rovnici tvaru
x = F(x). Jde tedy o specialni pfipad diferenciélni rovnice 1. fadu, kde
prava strana nezavisi na t. Takové rovnice nazyvame autonomni.



Autonomni diferencialni rovnice Autonomni diferencialni rovnice

Mnoho ekonomickych procest muze byt popséno diferencialni rovnici tvaru Mnoho ekonomickych procesti muze byt popsano diferenciélni rovnici tvaru
X = F(x). Jde tedy o specialni ptipad diferencialni rovnice 1. fadu, kde X = F(x). Jde tedy o specialni ptipad diferencialni rovnice 1. fadu, kde
prava strana nezavisi na t. Takové rovnice nazyvame autonomni. prava strana nezavisi na t. Takové rovnice nazyvame autonomni.
Priklad : Rovnice Priklad : Rovnice

o x=(x+1)(x+2)(x—3)(x—6), o x=(x+1)(x+2)(x—3)(x—6),

@ X=x>-5x+6 @ Xx=x>-5x+6
jsou autonomni. jsou autonomni.

rovnovazny stav. V fadé ekonomickych aplikaci je dobré také védét, zda je
tato rovnovaha stabilni, coz ¢asto mizeme rozhodnout i bez znalosti
explicitniho feseni.

Autonomni diferencialni rovnice Autonomni diferencialni rovnice

Mnoho ekonomickych procest muze byt popsano diferencialni rovnici tvaru K vysetteni vlastnosti feSeni autonomni rovnice je vhodné znazornit si graf
X = F(x). Jde tedy o speciélni ptipad diferencialni rovnice 1. Fadu, kde funkce y = F(x) v roviné xy. Body na znazornéné kfivce pak odpovidaji
pravéa strana nezavisi na t. Takové rovnice nazyvame autonomni. dvojicim (x(t), x(t)) pro néjaké t € R.

Priklad : Rovnice
o x=(x+1)(x+2)(x—3)(x—6),
@ Xx=x>-5x+6

jsou autonomni.

rovnovazny stav. V fadé ekonomickych aplikaci je dobré také védét, zda je
tato rovnovaha stabilni, coz ¢asto mizeme rozhodnout i bez znalosti
explicitniho feseni.

Definice : Obecné fekneme, Ze bod a reprezentuje rovnovazny stav
autonomni rovnice, je-li F(a) = 0. V tomto pfipadé je pak konstantni funkce
x(t) = a feSenim rovnice. Je-li x()) = a pro néjaké ty = x(t) = a pro
vSechna t.

Autonomni diferencialni rovnice Autonomni diferencialni rovnice

K vySetteni vlastnosti feSeni autonomni rovnice je vhodné znazornit si graf K vySetfeni vlastnosti feSeni autonomni rovnice je vhodné znazornit si graf
funkce y = F(x) v roviné xy. Body na znazornéné kfivce pak odpovidaji funkce y = F(x) v roviné xy. Body na znazornéné kfivce pak odpovidaji
dvojicim (x(t), x(t)) pro néjaké t € R. dvojicim (x(t), x(t)) pro néjaké t € R.

Co o téchto bodech mizeme fict? Lezi-li nad vodorovnou osou, pak je Co o téchto bodech mizeme fict? Lezi-li nad vodorovnou osou, pak je
F(x(t)) > 0, tedy x(t) > 0, coz znamena, Ze x je rostouci funkci ¢ (to F(x(t)) > 0, tedy x(t) > 0, coz znamena, Ze x je rostouci funkci ¢ (to
odpovida pohybu po kfivce zleva doprava). odpovida pohybu po kfivce zleva doprava). Naopak body pod vodorovnou

osou odpovidaji zaporné derivaci x(t) < 0, takze se s rostoucim t pohybuiji
zprava doleva. Na obrazku situaci demonstruiji Sipky na kfivce.



Autonomni diferencialni rovnice Autonomni diferencialni rovnice

K vySetfeni viastnosti fe$eni autonomni rovnice je vhodné znézornit si graf Bod a z predchoziho pfikladu byl rovnovéaznym bodem, ktery je globainé
funkce y = F(x) v roviné xy. Body na znazornéné kfivce pak odpovidaji asymptoticky stabilni, protoze je-li x(t) feSenim Ulohy x = F(x) splfiujicim
dvojicim (x(t), x(t)) pro néjaké t € R. x(f) = xo, pak x(t) bude konvergovat k a pro libovolné (o, Xo).

Co o téchto bodech mizeme fict? Lezi-li nad vodorovnou osou, pak je
F(x(t)) > 0, tedy x(t) > 0, coZ znamena, Ze x je rostouci funkci ¢ (to
odpovida pohybu po kfivce zleva doprava). Naopak body pod vodorovnou
osou odpovidaji zaporné derivaci x(t) < 0, takze se s rostoucim t pohybuiji
zprava doleva. Na obrazku situaci demonstruiji Sipky na kfivce.

3

Autonomni diferencialni rovnice Autonomni diferencialni rovnice

Bod a z predchoziho pfikladu byl rovnovaznym bodem, ktery je globainé Véta : Uvazujme autonomni rovnici x = F(x) a bod a. Je-li
asymptoticky stabilni, protoze je-li x(t) feSenim Ulohy x = F(x) splfiujicim
x(fo) = xo, pak x(t) bude konvergovat k a pro libovolné (fy, Xo).

Oproti tomu na nésledujicim obrazku vidime dva rovnovazné stavy a;, ao.
Mezi témito body je podstatny rozdil. Nastartujeme-li feeni v bodé blizkém e F(a)=0aF’'(a) >0 = aje nestabilni rovnovazny bod rovnice
aq, pak x(t) se bude s rostoucim ¢ blizit k bodu ay, ale pfi nastartovani v okolf

ap se fegeni od tohoto bodu bude vzdalovat. Rekneme, Ze a je lokalng

asypmtoticky stabilni, kdezto a, je nestabilni.

@ F(a)=0aF'(a) <0 = aje lokalné asymptoticky stabilni rovnovazny
bod rovnice

Autonomni diferenciélni rovnice Mechanizmus pfizpusobeni ceny |

Véta : Uvazujme autonomni rovnici x = F(x) a bod a. Je-li Pfiklad : Oznatme D(P)=a—bP a S(P)= a+ P nabidku a poptavku
@ F(a)=0a F'(a) <0 = aje lokalné asymptoticky stabilni rovnovazny po urcitém produktu pfi cené P (a, b, a, j jsou kladné konstanty). Uvazujme
bod rovnice P jako funkci €asu, pfiCemz jeji derivace je pfimo Umérnd previsu poptavky, tj.

@ F(a)=0a F'(a) >0 = aje nestabilni rovnovazny bod rovnice P = AID(P) = S(P)] pro kladnou konstantu \.

Poznamka : VSimnéme si, ze véta nic nefikd o pfipadu F(a) = 0a F'(a) = 0.
Pak o typu bodu nelze timto zpisobem rozhodnout.

Priklad : Rovnice x + ax = b, (a # 0) je specialnim pfipadem autonomni
rovnice pro F(x) = b — ax. Ma jediny rovnovazny bod, a to x = g , pricemz
F’(x) = —a. Tedy podle uvedené véty je rovnovazny bod lokalné asymptoticky
stabilni pro a > 0 a nestabilni pro a < 0.



Mechanizmus pfizplGsobeni ceny | Mechanizmus pfizpGsobeni ceny |

Priklad : Oznaéme D(P)=a— bP a S(P) = a+ BP nabidku a poptavku
po ur€itém produktu pfi cené P (a, b, «, 3 jsou kladné konstanty). Uvazujme

P jako funkci ¢asu, pficemz jeji derivace je pfimo itmérnd previsu poptavky, tj.

P = \[D(P) — S(P)] pro kladnou konstantu \.

Dosazenim predpist pro D(P) a S(P) dostaneme diferencialni rovnici
P=Xa—bP—a-pjP].

Regenim této autonomni rovnice je jak vime

P'= CemMbth) + 2o

Ptiklad : Oznaéme D(P) =a—bP a S(P) = a+ P nabidku a poptavku
po urcitém produktu pfi cené P (a, b, «, S jsou kladné konstanty). Uvazujme
P jako funkci ¢asu, pficemz jeji derivace je pfimo tmérna previsu poptavky, tj.
P = A\[D(P) — S(P)] pro kladnou konstantu \.

Dosazenim pfedpist pro D(P) a S(P) dostaneme diferencialni rovnici
P=\a-bP—a-pP].

Resenim této autonomni rovnice je jak vime

P = Cemb+9) 1 2=a.

Protoze dle predpokladl je vyraz A(b + 3) kladny, je rovnice stabilni a feSeni
konverguije s rostoucim ¢asem k rovnovazné cené P€ = ;";—g, pro kterou

S(P°) = D(P®).

Mechanizmus pfizpusobeni ceny I Mechanizmus pfizpusobeni ceny I

Priklad : UvaZujme zobecnéni problému. Stejné jako v pfedchozim pfikladu
predpokladejme, Ze cena se méni podle previsu poptavky, ale ne nutné
linearnd, tj. P = F(P) = H(D(P) — S(P)) , kde H je rostouci funkce spliiujici
podminku H(0) = 0, (. H > 0).

Systémy diferencialnich rovnic

Doposud jsme v diferenciélnich rovnicich uvazovali jen jednu neznamou
funkci. Rada dynamickych ekonomickych modelti zejména z oblasti
makroekonomie vSak zahrnuje vice neznamych funkci, které spole¢né spliuji
nékolik rovnic. Uvazujme pfipad dvou stavovych velicin x(t), y(t), které
charakterizuji ekonomicky systém v Case t.

Definice : Soustavou diferencialnich rovnic rozumime systém

x = f(t,x,y),

y=9(tx,y).
(pfedpokladejme dale, ze vSechny funkce f, g, f, f, gy, g; jsou spojité)

Priklad : Uvazujme zobecnéni problému. Stejné jako v predchozim pfikladu
predpokladejme, Ze cena se méni podle pfevisu poptavky, ale ne nutné
linearng, tj. P = F(P) = H(D(P) — S(P)) , kde H je rostouci funkce spliiujici
podminku H(0) = 0, (. H' > 0). )

Pfi pfevisu poptavky je D(P) — S(P) > 0, takze P > 0 a cena tedy stoupa.
Naopak cena klesa pfi D(P) — S(P) < 0. Oznaéme P°€ rovnovaznou cenu, pfi
které P = F(P°) = 0. Podle tvrzeni o rovnovaze autonomni rovnice je tato

rovnovaha stabilni pfi F’(P¢) < 0 . Tato podminka je vétSinou splnéna, nebot
F'(P®) = H'(D(P®) — S(P*?)) - (D'(P®) — S'(P®)), kde prvni soucinitel je dle
predpokladu o monoténnosti H kladny a druhy vyraz naopak zaporny (u
béznych produktt je D' < 0a S’ > 0, takze D' — S’ < 0).

Systémy diferencialnich rovnic

Doposud jsme v diferenciélnich rovnicich uvazovali jen jednu neznamou
funkci. Rada dynamickych ekonomickych modelti zejména z oblasti
makroekonomie vSak zahrnuje vice neznamych funkci, které spole¢né splfuji
nékolik rovnic. Uvazujme pfipad dvou stavovych veli€in x(t), y(t), které
charakterizuji ekonomicky systém v ¢ase t.

Definice : Soustavou diferencialnich rovnic rozumime systém

x =f(t,x,y),

y=9(t.x.y).
(pfedpokladejme dale, Ze vSechny funkce f, g, fy, f;, gy, g, jsou spojite)

Regenim systému diferencialnich rovnic rozumime dvojici funkei (x(t), y(t)) ,
které jsou definovany na néjakém intervalu | a vyhovuji obéma rovnicim.
Casto je stav systému zndm v néjakém okamziku f, € / a budouci vyvoj
systému muze byt pak jednoznacéné charakterizovan soustavou rovnic a
pocatecni podminkou x(f) = Xo, ¥(fo) = yo. Obecné feSeni zpravidla zavisi
na dvou volitelnych konstantach A, B, takze feseni Ize zapsat jako

x = ¢1(t,A B), y = ¢a(t, A, B); diky pocateni podmince umime tyto
konstanty jednoznaéné urgit.



Rekurzivni systémy diferencialnich rovnic Rekurzivni systémy diferencialnich rovnic

Obvykle zména veli¢in x, y nezavisi jen na ¢ase a veli¢iné samotné, ale také Obvykle zména veli¢in x, y nezavisi jen na ¢ase a veli¢iné samotné, ale také
na druhé veli¢iné (tedy je mezi nimi interakce). Chovani systému tohoto typu na druhé veli¢iné (tedy je mezi nimi interakce). Chovani systému tohoto typu
pak muze byt velmi komplikované, neni popsan zadny univerzalni postup pak muze byt velmi komplikované, neni popsan zadny univerzalni postup
jejich feseni. V urcitych ptipadech v§ak postup feseni umime popsat, jejich feseni. V urcitych ptipadech v$ak postup feSeni umime popsat,
napfiklad pro tzv. rekurzivni systémy charakterizované soustavou napfiklad pro tzv. rekurzivni systémy charakterizované soustavou
).(:f(tvx7}/)7 )'(=f(t,x,y),

y=g(ty). y=g(ty).

P¥i feSeni postupujeme podle nasledujicich kroku:
@ Vyresime obycejnou diferenciélni rovnici prvniho fadu y = g(t, y),
ziskame tak y(t)

@ Dosadime toto feseni do rovnice x = f(t, x, y), ziskdme tak novou
oby¢ejnou diferencialni rovnici prvniho fadu, z niz uréime x(t).

Rekurzivni systémy diferenciélnich rovnic Rekurzivni systémy diferenciélnich rovnic
Obvykle zména veli¢in x, y nezavisi jen na ¢ase a veli¢iné samotné, ale také Obvykle zména veli¢in x, y nezavisi jen na ¢ase a veli¢iné samotné, ale také
na druhé veli¢iné (tedy je mezi nimi interakce). Chovani systému tohoto typu na druhé veli¢iné (tedy je mezi nimi interakce). Chovani systému tohoto typu
pak mUze byt velmi komplikované, neni popsan zadny univerzalni postup pak mGze byt velmi komplikované, neni popsan zadny univerzalni postup
jejich fesSeni. V urcitych ptipadech v§ak postup feSeni umime popsat, jejich feSeni. V urcitych ptipadech v§ak postup feSeni umime popsat,
napfiklad pro tzv. rekurzivni systémy charakterizované soustavou napfiklad pro tzv. rekurzivni systémy charakterizované soustavou
x = f(t,x,y), x = f(t,x,y),
y=g(ty). y=g(ty).
Pfi feSeni postupujeme podle nasledujicich krok(: Pfi feSeni postupujeme podle nasledujicich krokl:
@ Vyresime obycejnou diferenciélni rovnici prvniho fadu y = g(t, y), @ Vyresime obycejnou diferenciélni rovnici prvniho fadu y = g(t, y),
ziskame tak y(t) ziskame tak y(t)
@ Dosadime toto feseni do rovnice x = f(t, x, y), ziskdme tak novou @ Dosadime toto feseni do rovnice x = f(t, x, y), ziskdme tak novou
oby¢ejnou diferencialni rovnici prvniho fadu, z niz uré¢ime x(t). oby¢ejnou diferencialni rovnici prvniho fadu, z niz urime x(t).
Priklad : Pouzijte popsany postup k feseni soustavy x = txy, y = 2ty Priklad : Pouzijte popsany postup k feSeni soustavy x = txy, y = 2ty

Reseni: Nejprve separaci proménnych uréime z druhé rovnice y = Bet.
Potom dosadime do prvni rovnice, kde dostaneme x = Bxte® . Opét separaci

2
proménnych | & = [ Bte" o, tedy x = Ae%s .

Autonomni systémy diferencialnich rovnic Autonomni systémy diferenciélnich rovnic

Dalsi specialni pfipad tvofi autonomni systémy, kde funkce f a g nezavisi na Dalsi specialni pfipad tvofi autonomni systémy, kde funkce f a g nezavisi na
Case t: Case

x=1(x,y), x = f(x.y),

y=9(xy) y=9(x.y)

Pfi feSeni dlohy v okoli bodu, kde X # 0 miZeme systém prevést na Ulohu Pfi feSeni dlohy v okoli bodu, kde X # 0 mizeme systém pfevést na tlohu
=9 = ﬁ((;j,’)) Tuto Ulohu vyfesime nejdfiv, abychom ziskali y = ¢(x), pak P=%= %(ff)) Tuto Ulohu vyfesime nejdfiv, abychom ziskali y = ¢(x), pak
toto vyjadfeni dosadime do rovnice x = f(x, y) a nalezneme x(t) jako feseni toto vyjadfeni dosadime do rovnice x = f(x, y) a nalezneme x(t) jako fe$eni
Xx = f(x, p(x)). Nakonec vyjadfime y = o(x(t)). X = f(x, p(x)). Nakonec vyjadfime y = o(x(t)).

Priklad : Pouzijte popsany postup k fe$eni soustavy
X=y,y=y2/x,x>0,y>0
a naleznéte partikularni feseni s po¢atecni podminkou x(1) =1, y(1) = 2.



Autonomni systémy diferenciélnich rovnic Autonomni systémy diferenciélnich rovnic

Dalsi specialni pfipad tvofi autonomni systémy, kde funkce f a g nezavisi na Dalsi speciélni pfipad tvofi autonomni systémy, kde funkce f a g nezavisi na
Case t: Case t:

).(:f(XaY)v )‘(Zf(X,y),

y=9(x.y). y=9(xy).

Pfi feSeni dlohy v okoli bodu, kde x # 0 mizeme systém prevést na Glohu Pfi feSeni tlohy v okoli bodu, kde x # 0 mizeme systém prevést na Glohu
=% ?é;;; Tuto Glohu vyfesime nejdfiv, abychom ziskali y = ¢(x), pak P= - ?}:;;)). Tuto Glohu vyfesime nejdiiv, abychom ziskali y = ¢(x), pak
toto vyjadfeni dosadime do rovnice x = f(x, y) a nalezneme x(t) jako feseni toto vyjadfeni dosadime do rovnice x = f(x, y) a nalezneme x(t) jako fe$eni
Xx = f(x, p(x)). Nakonec vyjadfime y = o(x(t)). x = f(x, ¢(x)). Nakonec vyjadiime y = ¢(x(t)).

Priklad : Pouzijte popsany postup k feSeni soustavy Priklad : Pouzijte popsany postup k fe$eni soustavy

X=y,y=y?/x, x>0, y>0 X=y,y=y?/x,x>0,y>0

a naleznéte partikularni feSeni s po¢atec¢ni podminkou x(1) =1, y(1) = 2. a naleznéte partikularni feSeni s po¢atecni podminkou x(1) =1, y(1) = 2.
Reseni: Vyjadiime % = % = 2, jejimz obecnym fedenim je y = Ax. Potom Reseni: Vyjadiime % = i—; = £, jejimz obecnym fedenim je y = Ax. Potom
X = y = Ax, coZ da obecné feSeni x = Be”!. Dosazenim ziskame y = ABe*!. X = y = Ax, coz da obecné feSeni x = Be*!. Dosazenim ziskame y = ABe*'.

Z potateéni podminky mame 1 = Be? a 2 = ABe*, takZe vypodteme
A =2 B=e 2 Tomu odpovida Feseni x = €12, y = 2?12,

Grafickéd analyza autonomniho systému Grafickd analyza autonomniho systému
diferencialnich rovnic diferencialnich rovnic

Regeni autonomniho systému x = f(x, y), ¥ = g(x, y), kde f, g jsou spojité Regeni autonomniho systému x = f(x, y), ¥ = g(x, y), kde f, g jsou spojité
funkce, miiZzeme znazornit jako kfivku v roviné xy sloZenou z bodd [x(t), y(t)] funkce, miZeme znazornit jako kfivku v roviné xy sloZenou z bodd [x(t), y(t)]
pro t z néjakého ¢asového intervalu, t € I. Rikdme, Ze zndzorfiujeme pro t z néjakého ¢asového intervalu, t € I. Rikdme, Ze znazorfiujeme
trajektorii ve fazovém prostoru. Tempo zmény veli¢in x a y mizeme vyjadrit trajektorii ve fazovém prostoru. Tempo zmény veli¢in x a y mizeme vyjadrit
pomoci vektoru (x,y) = (f(x,y),9(x,y)) . Tento vektor je tecny k trajektorii pomoci vektoru (x,y) = (f(x.y),9(x,y)) . Tento vektor je tecny k trajektorii
prochazejici danym bodem (x, y). prochazejici danym bodem (x, y).Chceme-li vyjadfit dynamiku systému,

muzZeme tento vektor zndzornit v bodech néjaké pravidelné sité. (obvykle se
délky vektor( proporcionalné upravi, aby se neprotinaly). Tato mnozina
vektorud tvofi vektorové pole, na jehoz zakladé Ize konstruovat jednotlivé
trajektorie. Rikame, Ze vytvaiime fazovy portrét systému.

Linearni systémy s konstantnimi koeficienty Linearni systémy s konstantnimi koeficienty

Specialnim pfipadem autonomniho systému je linearni systém s konstantnimi Specialnim pfipadem autonomniho systému je linearni systém s konstantnimi
koeficienty koeficienty

X = a1 X + apzy + by, X = a1 X + azy + by,

Y = anx + apy + bo. Y = ap1X + axny + bs.

V ptipadé by, b, = 0 budeme takovy systém nazyvat homogenni. Takovy
systém Ize zapsat maticové jako (X,y)" = A-(x,y)" afesit pomoci
vlastnich ¢isel a vektort matice A. Je-li A vlastni &islo a v = (v4, v2) " jemu
prislugny vlastni vektor, pak (x,y)" = (vieM, ner)T je fedenim
homogenniho systému s matici A.



Linearni systémy s konstantnimi koeficienty

Specialnim ptipadem autonomniho systému je linearni systém s konstantnimi
koeficienty

X = aiX +apy + by,

Y = @ X + axny + bo.

V pripadé by, b, = 0 budeme takovy systém nazyvat homogenni. Takovy
systém lIze zapsat maticové jako (X,y)" = A-(x,y)" a fesit pomoci
vlastnich ¢isel a vektort matice A. Je-li A vlastni ¢islo a v = (v4, v2) " jemu
prislugny vlastni vektor, pak (x,y)" = (vieM, ne)T je feSenim
homogenniho systému s matici A.

Skute¢né, mizeme udélat zkousku a dosadit do systému

(X%, 9) " = (A\vieM, Aveer)T. Po vydéleni pravé i levé strany rovnice vyrazem
e nam zUstane jen \(vs, vz)T =A- (v, vz)T, coz evidentné plati z definice
vlastnich ¢isel a vektoru.

Linearni systémy s konstantnimi koeficienty

Specialnim ptipadem autonomniho systému je linearni systém s konstantnimi
koeficienty

X = anX +apy + by,

Y = @p1X + axny + bs.

V pripadé by, b, = 0 budeme takovy systém nazyvat homogenni. Takovy
systém Ize zapsat maticové jako (X,y)" = A-(x,y)" afesit pomoci
vlastnich ¢isel a vektort matice A. Je-li A vlastni Cislo a v = (v4, v2) " jemu
prislugny vlastni vektor, pak (x,y)" = (vieM, ner)T je fedenim
homogenniho systému s matici A.

Skute¢né, mizeme udélat zkousku a dosadit do systému

X, 9) " = (A\vieM, AveeM)T. Po vydéleni pravé i levé strany rovnice vyrazem
e nam zUstane jen A(vq, vz)T =A- (v, vz)T, coz evidentné plati z definice
vlastnich ¢isel a vektor(.

V pfipadé, kdy ma matice A dvé rlizna redlnd vlastni ¢isla A1, A2 (s vlastnimi
vektory u, v ) pak vy$e uvedeny vzorec plati pro obé dvé, obecné feseni
systému ma pak tvar (x,y)" = KeMi(uy, u2) " + Le*2!(vy, va) T

Homogenni linearni systém - pfiklad Homogenni linearni systém - priklad

Reste soustavu (x,7)T = A- (x,y)7, kde A = < (1) ? )

Reste soustavu (X, )T = A- (x,y)T, kde A= < (1) ? )

Reseni: Charakteristicky polynom matice je
‘ AP ‘:)\27)\72:(/\+1)()\72). Odtud mame

A\ = —1, A2 = 2 s odpovidajicimi vektory u = (—2,1) T av = (1,1)". Obecné
feseni linearniho diferencialniho systému je tedy

(x,y)" = Ke~!(—2,1)T + Le?!(1,1)7.

Nehomogenni lineérni systém Nehomogenni lineérni systém

UvaZujme nehomogenni systém tvaru
= anX + a12y+b1,

Y = a1 X + any + bo.
kde by, b, #0

UvaZzujme nehomogenni systém tvaru
= ayn X + appy + b17

Y = anX + any + bo.

kde by, by # 0 Tato soustava mlze byt pfevedena na homogenni zavedenim
novych proménnych. UkaZme si postup na pfikladu:

Priklad : Najdéte feseni systému

X=2y+6,

y=x+y-3.



Nehomogenni lineérni systém Nehomogenni lineérni systém

Uvazujme nehomogenni systém tvaru
X = a1 X + a2y + by,

Y = @ X + any + bo.

kde by, bo # 0 Tato soustava mlze byt pfevedena na homogenni zavedenim
novych proménnych. Ukazme si postup na pfikladu:

Priklad : Najdéte reseni systému

X=2y+6,

y=x+y-3.

Reseni: Povéimnéme si, Ze rovnovaznym bodem (kde x = y = 0) je bod

(6, —3). Zavedeme proménné z = x — 6, w = y + 3, které vyjadfuji odchylku
jednotlivych proménnych od rovnovaznych hodnot. Pak z = x, w = y.
Systém tedy mizeme prepsat jako

z=2(w—-3)+6=2w,

W= (z+6)+(w-3)-3=z+w.

UvaZzujme nehomogenni systém tvaru
X = ai1X + a2y + by,

Y = anX + apy + bo.

kde by, b, # 0 Tato soustava mize byt pfevedena na homogenni zavedenim
novych proménnych. UkaZme si postup na pfikladu:

Priklad : Najdéte feseni systému

X=2y+6,

y=x+y-3.

Reseni: Povéimnéme si, Ze rovnovaznym bodem (kde x = y = 0) je bod

(6, —3). Zavedeme proménné z = x — 6, w = y + 3, které vyjadfuji odchylku
jednotlivych proménnych od rovnovaznych hodnot. Pak z = x, w = y.
Systém tedy muzeme prepsat jako

z=2(w—-3)+6=2w,

w=(z+6)+(w-3)-3=z+w.

Reseni tohoto homogenniho systému zname z predchoziho pfikladu,
z=—2Ke !+ Le*, w= Ke !+ Le?!. Plvodné neznamé dopocitame zpétnou
substituci, x =z +6 = —2Ke !+ Le? +6, y =w -3 =Ke ! + Le?' - 3.

Rovnovéaha linearniho systému Rovnovéaha linearniho systému

Podminku x = y = 0 pro rovnovazny bod mizeme zapsat jako
ajx + apey + by =0,
a1 X + any + b = 0.

Podminku x = y = 0 pro rovnovazny bod mizeme zapsat jako
a1 X+ apy + by =0,

21X + axpy + b = 0.

neboli

anX + apy = —bi,

a1 X + agoy = —bo.

Rovnovéaha linedrniho systému Rovnovéaha lineéarniho systému

Podminku x = y = 0 pro rovnovéazny bod mizeme zapsat jako

an X+ apy +by =0,

a1X + agoy + b = 0.

neboli

anX + ay = —by,

ap1X + oy = —bo.

Pomoci Cramerova pravidla mizeme v piipadé |A| # 0 feSeni tohoto systému
vyjadfit pfimo jako

X* = <’312bz|;‘r2‘122b17 y* = az1by

—ay by
[A] ?

Podminku x = y = 0 pro rovnovazny bod mizeme zapsat jako

an X+ apy + by =0,

a1 X + agy + by = 0.

neboli

anX + ay = —by,

1 X + apy = —be.

Pomoci Cramerova pravidla mizeme v pfipadé |A| # 0 feSeni tohoto systému
vyjadrit pfimo jako

X* = a‘2b2|;|azzb" yr = az1b|;anb2

A

Potom konstantni funkce x(t) = x*, y(t) = y* tvofi feSeni systému (na levé
strané dostaneme derivace konstantni funkce, tj. x = y = 0 a pravé strany
jsou evidentné nulové). Dostane-li se tedy systém do stavu (x*, y*) v néjakém
Case 1, uz zde zlstane pro vSechna t > ty.



Rovnovéha lineérniho systému Rovnovéaha lineérniho systému

Rovnovazny bod (x*, y*) nazveme globalné asymptoticky stabilni, jestlize Rovnovazny bod (x*, y*) nazveme globalné asymptoticky stabilni, jestlize
kazdé reseni konverguje k rovnovaznému bodu pro t — cc. kazdé reseni konverguje k rovnovaznému bodu pro t — cc.

Véta : Systém linearnich rovnic

X = aj X + a2y + by,

Y = @1X + any + bo.

mé globalné asymptoticky stabilni rovnovazny bod (x*, y*) <

|Al = aj1a2 — apapt > 0Aa +axn <0

Rovnovéaha linearniho systému Rovnovéaha linearniho systému

Rovnovazny bod (x*, y*) nazveme globalné asymptoticky stabilni, jestlize Rovnovazny bod (x*, y*) nazveme globalné asymptoticky stabilni, jestlize
kazdé feSeni konverguje k rovnovaznému bodu pro t — oo. kazdé feSeni konverguje k rovnovaznému bodu pro t — co.

Véta : Systém linedrnich rovnic Véta : Systém linearnich rovnic

):(1311X+a12y+b17 ):(:311X+a12y+b17

Y = @ X+ axny + be. Y = @X + axy + b

mé globalné asymptoticky stabilni rovnovazny bod (x*, y*) < ma globalné asymptoticky stabilni rovnovazny bod (x*, y*) <

|Al = @182 — @12821 > 0 A ayq + a2 <0 |Al = @182 — @12821 > 0A @y + a2 <0

Poznamka : Vyrazu Tr(A) = a1 + a2 < 0 se Fika stopa matice A. Poznamka : Vyrazu Tr(A) = a1 + axe < 0 se fika stopa matice A.

Poznamka : V pfipadé, Ze ma matice A reélna viastni ¢isla Ay, )o, je
podminka véty splnéna, jsou-li obé vlastni ¢isla zaporna, Aq, A2 < 0.

Rovnovéaha linedrniho systému Zavérecné poznamky k diferencialnim rovnicim

Rovnovazny bod (x*, y*) nazveme globalné asymptoticky stabilni, jestlize Poznamka : Pokud v rovnicich vystupuji i vy$Si derivace, napf.

kazdé feseni konverguje k rovnovaznému bodu pro t — co. X = f(x, x, t) , hovotime o diferencialnich rovnicich vyssiho fadu. Jejich

Véta : Systém linearnich rovnic problematika (stejné jako dalsi typy a metody Feseni diferencialnich rovnic)

X = a1 X+ apy + by, prekracuje ramec kurzu. Vzdy je dobré umét alespor rozhodnout o existenci a

Y =axnx+any+ b - . jednoznadnosti fesen.
maé globalné asymptoticky stabilni rovnovazny bod (x*, y*) <

‘A| = ay1ap — a12a21 > 0A a1 +an <0

Poznamka : Vyrazu Tr(A) = ay1 + a2 < 0 se fika stopa matice A.

Poznamka : V pfipadé, Ze ma matice A realna vlastni Cisla A1, o, je
podminka véty spinéna, jsou-li obé vlastni ¢isla zaporna, Ay, A2 < 0.

Priklad : Jiz dfive jsme zjistili, Ze systém z predchoziho pfikladu x = 2y + 6,
y = x + y — 3 mé rovnovazny bod (6, —3). Tento bod vSak neni globalné
asymptoticky stabilni, protoze A\, = 2 > 0. Regeni

X=2z+6=-2Ke '+ Le?'+6, y=w—3=Ke !+ Le* — 3 nekonverguje k
rovnovaznému bodu.



ZavéreCné poznamky k diferencialnim rovnicim

Poznamka : Pokud v rovnicich vystupuiji i vy$si derivace, napf.

X = f(x, x, t) , hovofime o diferenciélnich rovnicich vyssiho radu. Jejich
problematika (stejné jako dalsi typy a metody feseni diferencialnich rovnic)
prekracuje ramec kurzu. Vzdy je dobré umét alespon rozhodnout o existenci a
jednoznacnosti feseni.

Véta : Je dana diferencialni rovnice x = F(t, x). Je-li jeji prava strana F(t, x) i
jeji derivace F(t, x) spojita v néjaké oteviené mnoziné A, pak pro libovolny
bod (ty, Xo) € A existuje pravé jedno "lokalni"feSeni rovnice, které prochazi
bodem (t, Xo)-

ZavéreCné poznamky k diferencialnim rovnicim

Poznamka : Pokud v rovnicich vystupuiji i vy$si derivace, napf.

X = f(x, x, t) , hovofime o diferencialnich rovnicich vyssiho radu. Jejich
problematika (stejné jako dalsi typy a metody feseni diferencialnich rovnic)
prekraCuje ramec kurzu. Vzdy je dobré umét alespon rozhodnout o existenci a
jednoznacnosti feseni.

Véta : Je dana diferencialni rovnice x = F(t, x). Je-li jeji prava strana F(t, x) i
jeji derivace Fj(t, x) spojita v néjaké oteviené mnoziné A, pak pro libovolny
bod (ty, Xo) € A existuje pravé jedno "lokalni"feSeni rovnice, které prochazi
bodem (o, Xo)-

Poznamka : Funkce x(t) je lokalnim feSenim ve smyslu pfedchozi véty,
existuje-li ngjaky interval (a, b) okolo bodu f, takovy Ze pro t € (a, b) je
(t,x(t)) € Aanavic je na tomto intervalu spinéna diferencialni rovnice i s
pocatecni podminkou.



Diferencni rovnice - Gvod Diferencni rovnice - Uvod

Rada velicin, které ekonomové zkoumaji (naptiklad prijmy, spotfeba, Gspory,
atd.), jsou zaznamendavany v danych ¢asovych intervalech (napf. denni,
tydenni, ¢tvrtletni ¢i rocni zaznamy). Rovnice, které vyjadiuji vztah mezi
hodnotami veli¢iny v riznych ¢asovych okamzicich, se nazyvaji diferencni
rovnice. Jsou obdobou diferenciélnich rovnic, rozdil je v chapani ¢asu jako
diskrétni (ne spoijité) veliCiny.

Rada velicin, které ekonomové zkoumaji (naptiklad prijmy, spotfeba, tspory,
atd.), jsou zaznamendvany v danych ¢asovych intervalech (napf. denni,
tydenni, ¢tvrtletni ¢i roéni zaznamy). Rovnice, které vyjadiuji vztah mezi
hodnotami veli¢iny v riznych ¢asovych okamzicich, se nazyvaji diferencni
rovnice. Jsou obdobou diferencialnich rovnic, rozdil je v chapani ¢asu jako
diskrétni (ne spoijité) veliCiny.

Definice : Oznacme t = 0,1,2,... diskrétni Casové okamziky. (t = 0 se
obvykle nazyva pocate¢ni okamzik. Diferencni rovnici prvniho fadu rozumime
rovnici

Xti1 = f(t,X[)7 t= 0,1,2,...

Diferencni rovnice - Uvod Reseni diferenéni rovnice

Rada veli¢in, které ekonomové zkoumaji (naptiklad ptijmy, spotieba, tspory,
atd.), jsou zaznamendavany v danych ¢asovych intervalech (napf. denni,
tydenni, &tvrtletni €i roni zaznamy). Rovnice, které vyjadiuji vztah mezi
hodnotami veli€iny v riznych ¢asovych okamzicich, se nazyvaji diferen¢ni
rovnice. Jsou obdobou diferencialnich rovnic, rozdil je v chapani ¢asu jako
diskrétni (ne spojité) veliCiny.

Definice : OznaCme t =0,1,2,... diskrétni Casové okamziky. (t = 0 se
obvykle nazyva poc¢atecni okamzik. Diferencni rovnici prvniho fadu rozumime
rovnici

Xtr1 = f(taxt)7 t=0,1,2,...

Vhodnéjsim oznacenim by mélo byt spie rekurentni rovnice, protoze
pojmenovani diferenéni rovnice je odvozeno od pojmu diference

AX; = X1 — X. Nicméné snadnou Upravou Ize vy$e uvedeny tvar rovnice
prevést na Ax; = f(t,x;) — x;, t=0,1,2,....

Jestlize je dana pocatecni hodnota xp, muzeme feseni diferencni rovnice
ziskat postupnym dosazovanim:

x1 = £(0, Xo),

x2 = 1(1,1(0, %))

xs = f(2, (1, (0, x0))), atd.

Takto se muzeme postupné dostat k libovolnému t.

Reseni diferenéni rovnice Reseni diferenéni rovnice

Jestlize je dana pocatecni hodnota xp, muzeme feseni diferencni rovnice
ziskat postupnym dosazovanim:

X1 = l"(o,Xo)7
xo = f(1,1(0, X))
xs = (2, f(1,£(0, xp))), atd.

Takto se miizeme postupné dostat k libovolnému t.Regeni ziskané
postupnym dosazovanim obvykle nepopisuje dostateéné chovani rovnice
(ekonomy zajima téz kvalitativni analyza, napf. jak se veli¢ina chova pro velka
t, zavislost feseni na parametrech, apod.) Navic jde o vypocetné narocny
postup.

Jestlize je dana pocatecni hodnota xp, muzeme feseni diferencni rovnice
ziskat postupnym dosazovanim:

X1 = f(o,Xo)7
xo = f(1,1(0, X))
x5 = £(2, f(1,£(0, xp))), atd.

Takto se miizeme postupné dostat k libovolnému t.Redeni ziskané
postupnym dosazovanim obvykle nepopisuje dostate¢né chovani rovnice
(ekonomy zajima téz kvalitativni analyza, napf. jak se veli€¢ina chova pro velké
t, zavislost feSeni na parametrech, apod.) Navic jde o vypocetné narocny
postup.

Nékdy je mozné odvodit pro x; jednoduchy predpis. Obecnym fesenim
rovnice nazveme funkei tvaru x; = g(t, A) , pokud je rovnice spinéna pro
jakoukoliv hodnotu konstanty A. Obvykle pro kazdou pocate¢ni hodnotu xo
existuje pravé jedno A, pro néz g(0, A) = xo.



Diferencni rovnice - priklad

Priklad : Najdéte feSeni diferencni rovnice x;.1 = a- x;, t =0,1,2,.... Pozn:
Takovato rovnice se nazyva homogenni, protoze je-li x; feSenim, pak je
feSenim i Ax;" pro libovolnou konstantu A.

Diferenéni rovnice - priklad

Priklad : Najdéte feSeni diferen¢ni rovnice x;.1 = a- x;, t =0,1,2,.... Pozn:
Takovato rovnice se nazyva homogenni, protoze je-li x;* feSenim, pak je
feSenim i Ax; pro libovolnou konstantu A.

Reseni: Je-li dano x;, miizeme postupné dosazovat a ziskame tak

X1 =a X, Xo=a-X; =& - X X3 = & - Xo, atd. Obecné tedy

X1 =a'-xp, t =0,1,2,.... PFimym dosazenim Ize ovéfit, Ze jde o feseni
rovnice, a toto feSeni je jediné pro danou hodnotu Xg.

Uvazujme zobecnéni pfedchoziho pfikladu v podobé& nehomogenni rovnice
Xp1=a-xi+b, t=0,1,2,....

Pfimou substituci opét dostaneme

x=a x+@'+a?+...+a+a+1)b t=0,1,2,...

Diferencni rovnice - priklad

Priklad : Najdéte feseni diferencni rovnice x;.1 = a- x;, t =0,1,2,.... Pozn:
Takovato rovnice se nazyva homogenni, protoze je-li x; feSenim, pak je
feSenim i Ax;" pro libovolnou konstantu A.

Reseni: Je-li dano xo, mizeme postupné dosazovat a ziskame tak

Xy =a X, Xo=a- X =a - X X3 = a - X, atd. Obecné tedy

X1 =a - xg, t=0,1,2,.... Pfimym dosazenim Ize ovéfit, Ze jde o FeSeni
rovnice, a toto feseni je jediné pro danou hodnotu Xo.

Diferenéni rovnice - priklad

Priklad : Najdéte reSeni diferen¢ni rovnice x;,1 = a- x;, t =0,1,2,.... Pozn:
Takovato rovnice se nazyva homogenni, protoze je-li x; feSenim, pak je
feSenim i Ax;* pro libovolnou konstantu A.

Reseni: Je-li dano x;, miizeme postupné dosazovat a ziskame tak

Xy =a Xy, o =a-X =& - X X3 = & - Xo, atd. Obecné tedy

X1 =a'-xp, t =0,1,2,.... PFimym dosazenim Ize ové&fit, Ze jde o feseni
rovnice, a toto feSeni je jediné pro danou hodnotu Xo.

Uvazujme zobecnéni predchoziho pfikladu v podobé& nehomogenni rovnice
X1 =a-xe+b, t=0,1,2,....

Pfimou substituci opét dostaneme

x=a x+@'+a?+...+a+a+1)b t=0,1,2,...

Podle vzorce pro soucet geometrické fady je

(@'+a2+... +d+ra+1)= ((‘1%2)), a+ 1. Tedy dostaneme fedeni
nehomogenni rovnice ve tvaru

_ b b _
xtfa'-(xofm>+m, t=0,1,2,..., a#1

Diferencni rovnice - pfiklad Rovnovéaha a stabilita diferencni rovnice

Priklad : Najdéte reSeni diferencni rovnice x;.1 = a- x;, t =0,1,2,.... Pozn:
Takovéto rovnice se nazyva homogenni, protoze je-li x; feSenim, pak je
feSenim i Ax;" pro libovolnou konstantu A.

Reseni: Je-li dano x;, mizeme postupné dosazovat a ziskame tak

X1 =a-Xp, Xo=a-Xx3 =a - X X3 = & - Xp, atd. Obecné tedy

X1 =a - X, t=0,1,2,.... Pfimym dosazenim Ize ovéfit, Ze jde o feeni
rovnice, a toto feseni je jediné pro danou hodnotu Xg.

Uvazujme zobecnéni pfedchoziho pfikladu v podobé nehomogenni rovnice
X1 =a-x+b, t=0,1,2,....

Pfimou substituci opét dostaneme

xx=a -x+(@ ' +a2+...+@+a+1)b t=0,1,2,...

Podle vzorce pro soucet geometrické fady je

(a"+a2+... +d+a+l)= ((1112'))73 # 1. Tedy dostaneme Feeni
nehomogenni rovnice ve tvaru

x,:a’~(xo—ﬁ)+ﬁ, t=0,1,2,..., a1

Poznamka: Proa=1jea’"'+a2+...+a +a+ 1=t tedy dostaneme
feseni x; = xo +t- b.

Bude-li po€ate¢ni podminka predchozi rovnice xo = ﬁ, dostaneme

Xo = U—fa),\ﬁ Dokonce nemusi jit jen o poc¢atecni stav, ale plati obecné, ze

pokud xs bude rovno této hodnoté v libovolném okamziku s, pak uz veli¢ina x;

z(stane na této konstantni drovni pro vSechna t > s. Konstantu x* = (155

nazyvame rovnovaznym stavem rovnice X;.1 = a- X; + b. (vzorec pro
rovnovazny bod Ize odvodit téZ z rovnice x* = ax* + b).




Rovnovaha a stabilita diferencni rovnice

Bude-li pocatecni podminka predchozi rovnice xo = (136), dostaneme
Xo = rba),vr. Dokonce nemusi jit jen o pocatecni stav, ale plati obecné, ze
pokud xs bude rovno této hodnoté v libovolném okamziku s, pak uz veli¢ina x;

zlistane na této konstantni Grovni pro vSechna t > s. Konstantu x* = (138)

nazyvame rovnovaznym stavem rovnice X;.1 = a- X; + b. (vzorec pro
rovnovazny bod Ize odvodit téZ z rovnice x* = ax* + b).

Véta : Pro a splfiujici |a| < 1 plati &' — 0, tedy x — x* = (1fa) pro t — oc.

Rovnice je globalné asymptoticky stabilni.

Rovnovaha a stabilita diferencni rovnice

Bude-li po¢ate¢ni podminka pfedchozi rovnice xo = (133), dostaneme
b

Xo = (725, V1. Dokonce nemusi jit jen o pocatecni stav, ale plati obecné, ze
pokud xs bude rovno této hodnoté v libovolném okamziku s, pak uz veli¢ina x;

zUstane na této konstantni Grovni pro vSechna t > s. Konstantu x* = (133)

nazyvame rovnovaznym stavem rovnice X;.1 = a- X + b. (vzorec pro
rovnovazny bod Ize odvodit téZ z rovnice x* = ax* + b).

Véta : Pro a splfiujici |a| < 1 plati a' — 0, tedy Xx; — x* = ﬁ pro t — oo.
Rovnice je globalné asymptoticky stabilni.

Priklad : Vyjadrete feSeni diferentni rovnice x.1 = % + 3, urcete jeji
rovnovazny bod a rozhodnéte, zda je stabilni

Reseni: Podle formule pouZité pro hodnoty koeficientti a = %, b=3
dostaneme x* = =37 = 6. Redenim rovnice je x; = (1) (x—6)+86.
Rovnovaha je stabilni, protoze |a| = |%| <1.

Aplikace linearni diferen¢ni rovnice

Pomoci diferenéni rovnice Ize vysvétlit i tzv. pavucinovy model popisujici
dynamiku na trhu. Oznaéme p; cenu produktu a S; a D; nabidku a poptavku
po produktu v obdobi t. Model pfedpoklada linearni tvar poptavkové a
nabidkové funkce, pficemz na strané poptavky existuje zpozdéni, tedy
Di=a— bp:, St = —a+ fp;—1 pro dané koeficienty a, b, a, 3 > 0.

Rovnovaha a stabilita diferencni rovnice

Bude-li pocate¢ni podminka predchozi rovnice xo = (136), dostaneme
Xo = “—fa),w. Dokonce nemusi jit jen o pocate¢ni stav, ale plati obecné, ze
pokud xs bude rovno této hodnoté v libovolném okamziku s, pak uz veli¢ina x;

zUstane na této konstantni Grovni pro vSechna t > s. Konstantu x* = (1fa)

nazyvame rovnovaznym stavem rovnice X;.1 = a- X; + b. (vzorec pro
rovnovazny bod Ize odvodit téZ z rovnice x* = ax* + b).

Véta : Pro a splfiujici |a| < 1 plati & — 0, tedy x; — x* = (133) pro t — oc.

Rovnice je globalné asymptoticky stabilni.

Priklad : Vyjadrete feSeni diferenéni rovnice x;.1 = ¥ + 3, urcete jeji
rovnovazny bod a rozhodnéte, zda je stabilni

Rovnovaha a stabilita diferencni rovnice

Na nasledujicim obrazku jsou znazornény dva pfipady stability, a to
monoténni konvergence k ekvilibriu (a) a tlumené oscilace (b) a dva pfipady
nestability (c,d)

a)xo>x*=:2,0<a<1 b)x<x'=:2, -1<a<0

1-a’

—a’

Aplikace linearni diferen¢ni rovnice

Pomoci diferenéni rovnice Ize vysvétlit i tzv. pavucinovy model popisuijici
dynamiku na trhu. Oznaéme p; cenu produktu a S; a D; nabidku a poptavku
po produktu v obdobi t. Model pfedpoklada linearni tvar poptavkové a
nabidkové funkce, pficemz na strané poptavky existuje zpozdéni, tedy
Di=a— bp:, St = —a+ fp;—1 pro dané koeficienty a, b, a, 5 > 0.
Vyjadfeme podminku pro ekvilib3rium: St =Dy, tji.a— bpr = —a+ Bpr—1

Osamostatnime py: py = 25* — £pr_



Aplikace linearni diferen¢ni rovnice

Pomoci diferenéni rovnice Ize vysvétlit i tzv. pavucinovy model popisujici
dynamiku na trhu. Oznaéme p; cenu produktu a S; a D; nabidku a poptavku
po produktu v obdobi t. Model predpoklada linearni tvar poptavkové a
nabidkové funkce, pfi¢emz na strané poptavky existuje zpozdéni, tedy
Di=a— bp:, St = —a+ fp;—1 pro dané koeficienty a, b, a, 5 > 0.
Vyjadfeme podminku pro ekvilibrium: S; = D, tj. a — bpy = —a + fp—1
Osamostatnime p;: pr = #£* — %pH

Zjednodusime pomoci novych parametr: p; = A — Bp;_4

Reseni dostaneme ve tvaru p; = C(—B)! + 1%3

Linearni diferencni rovnice druhého radu

Diferenéni rovnici druhého fadu muzeme zapsat jako Xgi2 = f(t, X, X¢+1) . Pro
pevné hodnoty Xo a xi Ize spocitat xo = (0, Xo, X1), X3 = f(1, x1, x2), atd. Takto
mlzeme jednoznacéné urcit hodnotu x; pro kazdé t. Vidime, Ze Gloha ma
obecné nekone¢né moho fedeni, pokud nezadame konkrétni hodnoty pro
prvni dvé obdobi. Obecnym feSenim rozumime funkci tvaru x; = g(t, A, B),
pficemz volbou vhodnych hodnot A a B dostaneme libovolné feseni.

Linearni diferencéni rovnice druhého radu

Aplikace linearni diferencni rovnice

Pomoci diferenéni rovnice Ize vysvétlit i tzv. pavucinovy model popisujici
dynamiku na trhu. Oznaéme p; cenu produktu a S; a D; nabidku a poptavku
po produktu v obdobi t. Model predpoklada linearni tvar poptavkové a
nabidkové funkce, pficemz na strané poptavky existuje zpozdéni, tedy
Di=a— bp:, St = —a+ Bp;—1 pro dané koeficienty a, b, a, 5 > 0.
Vyjadieme podminku pro ekvilibrium: S; = Dy, tj. a — bpy = —a + Bp;_1
Osamostatnime p: pr = #£* — %pH

Zjednodusime pomoci novych parametrt: py = A — Bp;_+

Regeni dostaneme ve tvaru p; = C(—B)! + 1%3

_ A _ ata
T 1+B T b+B -
b)2 > 1 = divergence

»

Pro 0 < B= % <1 pak p; konverguje k rovnovazné cené P*

a) £ <1 = cena konverguie k ekvilibriu P*

PO\ 7

Linearni diferencni rovnice druhého radu

Diferenéni rovnici druhého fadu muzeme zapsat jako Xi2 = f(t, X, Xi+1) . Pro
pevné hodnoty Xo a x; Ize spocitat xo = f(0, Xo, X1), X3 = f(1, x1, X2), atd. Takto
muizeme jednoznacéné urcit hodnotu x; pro kazdé t. Vidime, ze Gloha ma
obecné nekone¢né moho feseni, pokud nezadame konkrétni hodnoty pro
prvni dvé obdobi. Obecnym fesenim rozumime funkci tvaru x; = g(t, A, B),
pficemz volbou vhodnych hodnot A a B dostaneme libovolné feseni.

Definice : Je-li funkce f linearni, tj. Ize-li rovnice zapsat ve tvaru

Xti2 + arXer1 + bixe = ¢t , (kde by # 0), hovofime o linearni diferencialni
rovnici 2. fadu. Nahradime-li pravou stranu nulou, dostaneme pfidruzenou
homogenni rovnici Xi12 + aiXer1 + bixe =0 .

Diferen¢ni rovnici druhého fadu mizeme zapsat jako Xgyo = (£, X¢, X¢+1) . Pro
pevné hodnoty xo a x1 Ize spocitat xo = (0, X0, X1), X3 = f(1, X1, X2), atd. Takto
muzeme jednoznacné urcit hodnotu x; pro kazdé t. Vidime, ze Gloha ma
obecné nekone¢né moho feSeni, pokud nezadame konkrétni hodnoty pro
prvni dvé obdobi. Obecnym fesenim rozumime funkci tvaru x; = g(t, A, B),
pricemz volbou vhodnych hodnot A a B dostaneme libovolné feseni.

Definice : Je-li funkce f linearni, tj. Ize-li rovnice zapsat ve tvaru

Xti2 + arXer1 + bixe = ¢t , (kde by # 0), hovofime o linearni diferencialni
rovnici 2. fadu. Nahradime-li pravou stranu nulou, dostaneme pfidruzenou
homogenni rovnici Xii2 + a@iXer1 + bexe =0 .

Véta : Obecnym feSenim homogenni linearni diferenéni rovnice 2. fadu je

X = Aup) 4 Buﬁz) , kde u}”, ugz) jsou dvé nezavisla feSeni a A, B libovolné
konstanty. Obecnym feSenim nehomogenni linearni diferenéni rovnice 2. fadu
je Xt = Au}” 4= Bufa) +up |, kde Au}” + Buﬁz) je feSeni pfidruzené homogenni
Ulohy a u; je jakékoliv partikularni feSeni nehomogenni rovnice.

Linearni diferencni rovnice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme linearni diferenéni rovnici X;.o + axi+1 + bx; = 0, kde koeficienty
a, b nezavisi na ¢ase a b # 0. Na zékladé predchozi zkusenosti mizeme
odhadnout, Ze feSeni muZeme otekavat ve tvaru x; = m', kdy x;4 = m't1,
Xi12 = M2 takZe rovnice je spinéna pokud m'(m? + am + b) = 0. Pro m # 0
muzeme pravou i levou stranu vydélit vyrazem m'.



Linearni diferen¢ni rovnice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme linedrni diferenéni rovnici Xiio + axi+1 + bx; = 0, kde koeficienty
a, b nezavisi na ¢ase a b # 0. Na zékladé predchozi zkusenosti mizeme
odhadnout, Ze fedeni miizeme olekavat ve tvaru x; = mf, kdy x;, 1 = m'*",
Xi42 = M2 takZe rovnice je spinéna pokud m'(m? + am+ b) = 0. Pro m # 0
m(zeme pravou i levou stranu vydélit vyrazem m'.

Dostaneme tzv. charakteristickou rovnici (m? 4+ am+ b) = 0 (leva strana se
nazyva charakteristickym polynomem rovnice). Kofeny mizeme vyjadfit jako

m112:—%ai\/a2—4b.

Linearni diferenéni rovnice s konstantnimi koeficienty,

priklad

Linearni diferenéni rovnice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme linearni diferenéni rovnici X410 + axi+1 + bx; = 0, kde koeficienty
a, b nezavisi na ¢ase a b # 0. Na zakladé predchozi zkusenosti mizeme
odhadnout, Ze fe$eni miizeme otekavat ve tvaru x; = m', kdy x4 = m'*",
X2 = M2 takZe rovnice je spinéna pokud m'(m? + am+ b) = 0. Pro m # 0
mizeme pravou i levou stranu vydélit vyrazem m'.
Dostaneme tzv. charakteristickou rovnici (m? 4+ am+ b) = 0 (leva strana se
nazyvé charakteristickym polynomem rovnice). Kofeny muzeme vyjadrit jako
myp = —ja+ /@& — 4b .Shriime vysledky do pfehledné véty:
Véta : Obecné feseni diferencni rovnice x; o + axi i1 + bx; = 0, (b # 0)
muizZeme vyjadrit v zavislosti na feSeni charakteristické rovnice
@ Pro a2 — 4b > 0 (dva riizné realné kofeny) ve tvaru x; = Am} + Bmj ,
kde my» = —fa+ Va2 —4b
@ Pro & — 4b = 0 (jeden dvojity realny kofen) ve tvaru x; = (A + Bt)m',
kde m=—1a
@ Pro & — 4b < 0 (zadny realny kofen) ve tvaru

xt = r'(Acos(ft) + Bsin(6t)) , kde r = Vb, cos(#) = 3%

Linearni diferen¢ni rovnice s konstantnimi koeficienty,
priklad

Priklad : Najdéte obecné feseni diferencnich rovnic
Q Xtr2 —5x141+6x=0.
Q@ Xii2 — 6Xp41 + 9% =0.
Q Xii2 — Xe1+ X =0.

Nehomogenni lineérni diferencni rovnice s

Priklad : Najdéte obecné feseni diferencnich rovnic
@ X2 —5x1 +6x =0.
Q Xti2 —6Xpy1 +9x =0.
Q X2 — X1 + X =0.
Reseni:
@ Charakteristicka rovnice je m*> — 5m + 6 = 0, jeji kofeny jsou my =2 a
mo = 3, takZe obecné fedeni je x; = A2' + B3!.
@ Charakteristicka rovnice je m> —6m+9 = (m — 3)2 = 0, jejim kofenem je
m = 3, takze obecné feseni je x; = (A + Bt)3L.
@ Charakteristicka rovnice je m?> — m+ 1 = 0 jejiz diskriminant je zaporny,
takze spotteme r = vb =1, cos ¢ = } a dostaneme obecné fesenti
xp = Acos 3t + Bsin 3 t.

Poznamka : V piipadé zaporného diskriminantu feseni osciluje. Cislu r se
fika faktor rustu. Je-li |r| < 1, pak r' — 0 pro t — oo a oscilace jsou tlumené.

Nehomogenni lineérni diferencni rovnice s

konstantnimi koeficienty

Zobecnéme vysledky pro rovnici s nenulovou pravou stranou

Xt+o + aX1 + by = ¢, (b, ¢ #0)

Jiz vime, Ze feseni nehomogenni rovnice Ize vyjadrit jako

Xt = Aup) + Bugz) + uy, kde Au}” + Bufz) je feSeni pfidruzené homogenni
Ulohy a u; je jakékoliv partikularni feSeni nehomogenni rovnice. Postup, jak
nalézt prvni €len, byl popsan na ptedchozich slajdech, ted' zbyva ur€it u;.

konstantnimi koeficienty

Zobecnéme vysledky pro rovnici s nenulovou pravou stranou

Xtso + @Xir1 + bxy =c, (b, ¢ #0)

Jiz vime, Ze feseni nehomogenni rovnice Ize vyjadrit jako

X = Auﬁ” + Buﬁz) + uy, kde Aup) + Bu}z) je feSeni pfidruzené homogenni
tlohy a u; je jakékoliv partikularni feSeni nehomogenni rovnice. Postup, jak
nalézt prvni €len, byl popsan na predchozich slajdech, ted’ zbyva ur€it u;.
Hledame konstantni feSeni x; = C. Potom také x;11 = C, X2 = C, takze
dosazenim ziskame C + aC + bC = ¢. Odtud C = 17275 , pokud

1+a+b#£0.



Nehomogenni linearni diferenéni rovnice s Nehomogenni linearni diferenéni rovnice s

konstantnimi koeficienty konstantnimi koeficienty

Zobecnéme vysledky pro rovnici s nenulovou pravou stranou Zobecnéme vysledky pro rovnici s nenulovou pravou stranou

Xtyo + a1 + bxy = ¢, (b, ¢ #0) Xt+2 + @1 + bxy = ¢, (b, ¢ #0)

Jiz vime, ze feSeni nehomogenni rovnice Ize vyjadfit jako Jiz vime, ze feSeni nehomogenni rovnice Ize vyjadfit jako

Xt = AuE” + Bugz) + uj, kde Au§1) + Buﬁz) je feSeni pridruZzené homogenni Xt = Au§1) + Bugz) + uj, kde Au}” + Bu}z) je feSeni pridruZzené homogenni
Ulohy a u; je jakékoliv partikularni feSeni nehomogenni rovnice. Postup, jak tlohy a u; je jakékoliv partikularni feSeni nehomogenni rovnice. Postup, jak
nalézt prvni €len, byl popsan na predchozich slajdech, ted’ zbyva ur€it u;. nalézt prvni €len, byl popsan na predchozich slajdech, ted’ zbyva ur€it u;.
Hledadme konstantni fe$eni x; = C. Potom také x;,1 = C, x¢.2 = C, takze Hleddme konstantni feSeni x; = C. Potom také x;11 = C, X, = C, takze
dosazenim ziskame C + aC + bC = ¢. Odtud C = 1725 , pokud dosazenim ziskame C + aC + bC = ¢. Odtud C = 17275 , pokud
1+a+b#0. 1+a+b#0.

Priklad : Najdéte feSeni diferencni rovnice 3x;.» — 2x; = 4. I?Fl'klad : Najdéte feSeni diferenéni rovnice 3x; 2 — 2x; = 4.

Reseni: Nejprve vyjadfime feSeni homogenni rovnice pomoci koren(
charakteristického polynomu 3m? — 2 = 0. Dostaneme m; » = j:\/g. K feseni

t t
zhomogenizované dlohy A\/g +B <7\/§> musime jesté pricist konstantni

. t t
fedeni pro C = —, = 4. Tedy celkem x[:A\/g +B(7 %) +4.

2
1-3

Stabilita linearni diferencni rovnice druhého fadu Stabilita linearni diferencni rovnice druhého fadu
Pfidame-li k rovnici poate¢ni podminky, bude jeji feSeni jednoznaéné uré¢eno Pfidame-li k rovnici po¢ateéni podminky, bude jeji feSeni jednoznaéné uréeno
konkrétnimi hodnotami konstant. Pokud je diferenéni rovnici popsana konkrétnimi hodnotami konstant. Pokud je diferenéni rovnici popsana
dynamika ekonomické veli€iny, jisté je dobré védét, jak zména poctecnich dynamika ekonomické veli€iny, jisté je dobré védét, jak zména poctecnich
podminek ovlivni feSeni. Bude mit i mald zména vliv na chovani veli€iny v podminek ovlivni feSeni. Bude mit i mald zména vliv na chovani veli€iny v
dlouhodobém horizontu, nebo bude jeji efekt slabnout pro t — co? Proto nas dlouhodobém horizontu, nebo bude jeji efekt slabnout pro t — co? Proto nas
zajimé otéazka stability feseni, odpovéd nam dava nésledujici véta. zajimé otazka stability feseni, odpovéd nam dava nésledujici véta.

Véta : Rovnice x¢.» + axi11 + bx; = ¢ je globalné asymptoticky stabilni,
jestlize kofeny charakteristické rovnice m? + am + b = 0 jsou v absolutni
hodnoté mensinez 1, [myo| < 1.

Stabilita linearni diferencni rovnice druhého radu Stabilita linearni diferencni rovnice druhého rfadu
Pfidame-li k rovnici poatecni podminky, bude jeji feSeni jednoznaéné urc¢eno Pfidame-li k rovnici po¢atecni podminky, bude jeji feSeni jednozna¢né urceno
konkrétnimi hodnotami konstant. Pokud je diferencni rovnici popsana konkrétnimi hodnotami konstant. Pokud je diferenéni rovnici popséana
dynamika ekonomické veliCiny, jisté je dobré védét, jak zména poctecnich dynamika ekonomické veliCiny, jisté je dobré védét, jak zména poctecnich
podminek ovlivni feseni. Bude mit i mald zména vliv na chovani veli¢iny v podminek ovlivni feseni. Bude mit i mald zména vliv na chovani veli¢iny v
dlouhodobém horizontu, nebo bude jeji efekt slabnout pro t — co? Proto nas dlouhodobém horizontu, nebo bude jeji efekt slabnout pro t — oco? Proto nas
zajima otéazka stability feseni, odpovéd nam dava nasledujici véta. zajimé otazka stability feseni, odpovéd nam dava nasledujici véta.

Véta : Rovnice xi2 + axi.1 + bx; = ¢ je globalné asymptoticky stabilni, Véta : Rovnice x;.» + ax;11 + bx; = ¢ je globalné asymptoticky stabilni,
jestlize koFeny charakteristické rovnice m? + am + b = 0 jsou v absolutni jestlize kofeny charakteristické rovnice m? + am + b = 0 jsou v absolutni
hodnoté mensinez 1, |myo| < 1. hodnoté mensinez 1, [myo| < 1.

Poznamka : Podminka véty je splnéna pokud |a| <1+ bab < 1. Poznamka : Podminka véty je splnéna pokud |a] <1+ bab < 1.

Priklad : Rozhodnéte o stabilité diferencni rovnice 3x;.2 — 2x; = 4.



Stabilita linearni diferencni rovnice druhého radu

Pfidame-li k rovnici po¢atecni podminky, bude jeji feSeni jednoznaéné uré¢eno
konkrétnimi hodnotami konstant. Pokud je diferencni rovnici popséna
dynamika ekonomické veliciny, jisté je dobré védét, jak zména poctecnich
podminek ovlivni feseni. Bude mit i mald zména vliv na chovani veli¢iny v
dlouhodobém horizontu, nebo bude jeji efekt slabnout pro t — co? Proto nas
zajiméa otéazka stability feSeni, odpovéd nam dava nasledujici véta.

Véta : Rovnice Xi 2 + ax1 + bx; = ¢ je globalné asymptoticky stabilni,
jestlize kofeny charakteristické rovnice m? 4+ am + b = 0 jsou v absolutni
hodnoté mensSinez 1, |myo| < 1.

Poznamka : Podminka véty je spinéna pokud |a| <1+ bab < 1.

Priklad : Rozhodnéte o stabilité diferenéni rovnice 3x;.» — 2x; = 4.
Reseni: Kofeny spliiuji podminku [my o| = \/g < 1, tedy rovnice je globalné
asymptoticky stabilni. Evidentné prvni dva ¢leny reseni

t t
X = A\/g +B (— %) + 4 konverguji k nule pro t — oo, tedy x; — x* = 4.

Systémy diferenénich rovnic

Systém 2 diferenénich rovnic prvniho fadu muzeme zapsat jako

X1 = fi(E X, V),

Yir1 = b(t, X, y1), t=0,1,2,...

Jsou-li znamy pocatecni hodnoty Xo, Yo, mizeme postupnym dosazovanim
ziskat x;, y; pro libovolné t. Obecnym fesenim systému rozumime funkce

Xt = 91(t, C1, C2), it = 92(t, Cq, Cz), kde vhodnou volbou konstant Cy, Co
mulzeme ziskat libovolné feseni.

Systémy diferencnich rovnic

Systém 2 diferenénich rovnic prvniho fadu mizeme zapsat jako

Xer1 = fi(t Xt ¥i),

Y1 = fg(t, tht): t= 0, '1,27 e

Jsou-li znamy pocatecni hodnoty Xo, Yo, miZeme postupnym dosazovanim
ziskat x;, y; pro libovolné t. Obecnym fesenim systému rozumime funkce

Xt = 91(t, C1, C2). yr = 92(t, C1, Cz), kde vhodnou volbou konstant Cy, Cs
muizeme ziskat libovolné fesenti.

Piiklad : Najdéte feeni systému X, .1 = 3X + 31, Vir1 = 35Xt + 511,
t=0,1,2,....

Reseni: Z prvni rovnice vyjadfime y; = 3x:1 — Sx;, coz mizeme dosadit do
druhé rovnice a ziskat tak y;.1 = 2x;1 — 5X;. Posunutim ¢asu (nahradime t
Gasem t+ 1) v prvni rovnici pak Xii2 = Xr+1 + 3 Y41, takze substituci za yp.q

dostaneme diferenéni rovnici druhého fadu X2 — £Xp41 + §X = 0.

Systémy diferenénich rovnic

Systém 2 diferenénich rovnic prvniho fadu mizeme zapsat jako
Xep1 = Fi (8 X, y),
Yer1 = b(E X, 1), t=0,1,2,...

Systémy diferencnich rovnic

Systém 2 diferenénich rovnic prvniho fadu muzeme zapsat jako

X1 = fi (Xt 1),

Yerr = (6 X, 1), 1=0,1,2,...

Jsou-li znamy pocatecni hodnoty Xo, Yo, mizeme postupnym dosazovanim
ziskat x;, y; pro libovolné t. Obecnym fesenim systému rozumime funkce
Xt = 91(t, Gy, C2), yi = 92(t, Cy, C2), kde vhodnou volbou konstant Cy, C»
mUlzeme ziskat libovolné feseni.

Pfiklad : Najdéte feSeni systému X1 = 3X: + 3¥t, Vet = 35Xt + 241,
t=0,1,2,....

Systémy diferencnich rovnic

Systém 2 diferenénich rovnic prvniho fadu mdzeme zapsat jako
X1 = fi (tv Xt yt)7
Yert = (b X, 1), £=0,1,2,...
Jsou-li znamy pocateéni hodnoty Xo, Yo, miZeme postupnym dosazovanim
ziskat x;, y; pro libovolné t. Obecnym fesenim systému rozumime funkce
Xt = 91(t, C1, C2). yr = 92(t, C1, Co), kde vhodnou volbou konstant Cy, Cs
mUlzeme ziskat libovolné feseni.
Piiklad : Najdéte feSeni systému xi 1 = 5xi+ 31, Vo1 = 5X + 51,
t=0,1,2,....
Reseni: Z prvni rovnice vyjadfime y; = 3x¢,1 — X, coz mizeme dosadit do
druhé rovnice a ziskat tak y; 1 = 2x;1 — ‘Ext. Posunutim ¢asu (nahradime t
Gasem t+ 1) v prvni rovnici pak Xii2 = X1 + 3 Ye+1, takze substituci za i1
dostaneme diferencni rovnici druhého fadu Xpio — %xm + %x, = 0. Regenim
charakteristické rovnice m? — %m+ 15 = 0 dostaneme kofeny my =1, m, = 15,
které davaji x; = A+ B (‘g)t . Dodate¢né dosadime do

t+1 t t
yi= 3 —3n=3A+38()"" - 34-£B()' = $A-B(Y)"



Maticovy zapis linearniho systému diferencnich rovnic Maticovy zapis linearniho systému diferencnich rovnic

V pfipadé linearniho systému V pfipadé linearniho systému
Xt41 = @11 Xt + a2yt + b, Xt+1 = 811X + a2yt + by,
Vi1 = 8p1Xe + o)t + b2, 1 =0,1,2,... Vit = 81X + i + b2, 1=0,1,2,...

.y . ay  anp 1 PR ) . . ay  ap by A ’
mizZzeme oznacit A = b= a systém prepsat jako muzeme oznacit A = b= , a systém prepsat jako
vz Znacl (321 322)' <b2>’ 4 prepsat] vz nact <321 322) (bz) ¥ prepsat)

(X1, Y1) T = A- (X, )T +b, £=0,1,2,. ... (X1, ¥ee1) T = A- (X, y1)" + b, t=0,1,2,....Obdobné jako u

jednodimenzionalniho pfipadu miZeme z vychoziho (xo, yo) " dostat
postupnym dosazovanim (xi,y1)" = A- (X0, %) " + b,

(x2,y2) T =A-(x1,y1)" + b= A% (x0,¥%)" +A- b+ b, atd. Pro obecny ¢as
pak mame (xi,yr)" = A'- (X0, 0)" + (I + A+ A +.. A7) - b.

Maticovy zapis linearniho systému diferencnich rovnic

Stabilita linearniho systému diferen¢nich rovnic

V pfipadé linearniho systému Systém nazveme globalné asymptoticky stabilni, pokud prvni ¢ast feseni

Xt41 = @11X¢ + @12yt + b1, A" (X0, ¥0) " odpovidajici zhomogenizovanému systému konverguje nezavisle
- - na poc¢atecnich podminkach k nulové matici, tj. A" — 0 pro t — co. Nutnou a

Yer1 = 81X+ Beafr + Do, 1=0,1,2,... postadujici podminku pro tuto konvergenci vyjadfuje nasleduijici véta:

mizeme oznadit A = < an a2 ) b= ( b > , a systém prepsat jako Véta : Systém linearnich diferenénich rovnic (x4, Y1) = A- (X, y1)" + bje
821 Az be globalné asymptoticky stabilni < vlastni ¢isla matice A jsou v absolutni
(Xes1, Y1) T = A-(xe, )T + b, t=0,1,2,....0bdobné jako u hodnoté mensinez 1, [A\j2 <1|.

jednodimenzionalniho pfipadu mizeme z vychoziho (xo, yo) " dostat
postupnym dosazovanim (xi,y1)" = A- (X, Yo)' + b,

(X2, y2) " = A-(x1,y1)" + b=A-(x0, %)  +A-b+ b, atd. Pro obecny &as
pak mame (X, y;)" = At (X0, 0) " + (I + A+ A2+ .. A=) b

Prava strana mlze byt jesté zjednodusena pomoci rovnosti

(I+A+ A2+ .. A=") (- A) = | - Al. Pro pfipad, kdy je matice / — A
regularni, tj. |/ — A # 0, mame tedy

(I+A+ A2+ . A" = (I- AY) - (I - A)~1. Celkové feseni pak Ize vyjadiit ve
tvaru (x, )" = A (x0,00)" + (I =A) - (I = A" - b.

Stabilita linearniho systému diferenénich rovnic Stabilita linearniho systému diferen¢nich rovnic

Systém nazveme globalné asymptoticky stabilni, pokud prvni ¢ast feSeni Systém nazveme globalné asymptoticky stabilni, pokud prvni ¢ast feSeni

Al (x0,¥0)" odpovidajici zhomogenizovanému systému konverguje nezavisle Al (x0,¥0)" odpovidajici zhomogenizovanému systému konverguje nezavisle
na pocatecnich podminkach k nulové matici, tj. A’ — 0 pro t — oc. Nutnou a na pocate¢nich podminkach k nulové matici, tj. A — 0 pro t — co. Nutnou a
postacujici podminku pro tuto konvergenci vyjadfuje nasledujici véta: postacujici podminku pro tuto konvergenci vyjadfuje nasledujici véta:

Véta : Systém linearnich diferenénich rovnic (X 1,y 1) = A- (X, 1) +bje Véta : Systém linearnich diferenénich rovnic (X 1,y 1) = A- (X, yi)" +bje
globalné asymptoticky stabilni < vlastni ¢isla matice A jsou v absolutni globalné asymptoticky stabilni < vlastni ¢isla matice A jsou v absolutni
hodnoté mendinez 1, [Ap < 1. hodnoté mendinez 1, |2 < 1|.

Poznamka : V ¢asti vénované maticim jsme s vyuzitim diagonalizace matice Poznamka : V ¢asti vénované maticim jsme s vyuzitim diagonalizace matice
pomoci viastnich &isel vyjadfili jeji mocninu jako Al = P- D' P~ kde pomoci viastnich &isel vyjadfili jeji mocninu jako Al = P- D' P~ kde

D = diag(\, A2) a tudiz D' = diag(\}, AL). Prvky této matice se evidentné D = diag(\1, A2) a tudiz D' = diag(\}, \}). Prvky této matice se evidentné
blizi k nule, je-li |12 < 1. blizi k nule, je-li A2 < 1.

Véta : Jsou-li spinény predpoklady predchozi véty, pak je matice (/ — A)
reguléarni a kazdé feseni rovnice konverguje k rovnovaznému stavu
()T =(-A"b.



Stabilita linearniho systému diferenénich rovnic

Systém nazveme globalné asymptoticky stabilni, pokud prvni ¢ast feseni

Al (xo,¥0) " odpovidajici zhomogenizovanému systému konverguje nezavisle
na pocatecnich podminkach k nulové matici, tj. A" — 0 pro t — co. Nutnou a
postacujici podminku pro tuto konvergenci vyjadfuje nasledujici véta:

Véta : Systém linearnich diferenénich rovnic (X1, y1)" = A-(x, )" +bje
globalné asymptoticky stabilni < vlastni ¢isla matice A jsou v absolutni
hodnoté mensinez 1, |\2 < 1|.

Poznamka : V ¢asti vénované maticim jsme s vyuzitim diagonalizace matice
pomoci vlastnich ¢isel vyjadfili jeji mocninu jako A’ = P - D' P~ kde

D = diag(\, \2) a tudiz D! = diag(\}, \b). Prvky této matice se evidentné
blizi k nule, je-li [A12 < 1.

Véta : Jsou-li spinény predpoklady predchozi véty, pak je matice (/ — A)
reguléarni a kazdé feseni rovnice konverguje k rovnovédznému stavu
(y)T=(-A""b.

Tvrzeni dostaneme, nahradime-li ve vyrazu pro feSeni
(xt,y)" = A~ (x0,%0) " + (I — Al)- (I — A)~" - b matici A nulovou matici.



