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Ú V O DTento uèební text je urèen pro pøedmìt M1125 Základy matematiky, který jepovinným pøedmìtem v bakaláøském studijním programu Matematika, studijníh obo-reh Matematika se zamìøením na vzdìlávání a Matematika pro víeoborové studium napøírodovìdeké fakultì Masarykovy Univerzity v Brnì. Mù¾e být pou¾it také v pøedmìtuM1120 Základy matematiky, který je povinným pøedmìtem ve studijníh oboreh Obe-ná matematika a Profesní matematika bakaláøského studijního programu Matematikaa ve v¹eh studijníh oboreh studijnho programu Aplikovaná matematika, vèetnì dis-tanèní formy studia na pøírodovìdeké fakultì Masarykovy Univerzity v Brnì. Jedná seo úvodní jednosemestrální kurz, který je doporuèen absolvovat v 1. semestru studia.Pøedmìt Základy matematiky je ve vý¹e uvedenýh studijníh oboreh úvodnímmatematikým kurzem, jeho¾ ílem je zopakovat a roz¹íøit støedo¹kolskou látku z ma-tematiky a následnì probrat nìkterá dal¹í témata, zejména algebraikého harakteru.Dal¹ím ílem kurzu je pokud mo¾no "srovnat" matematiké znalosti studentù, kteøípøiházejí z rùznýh støedníh ¹kol, mnohdy s rùznou úrovní a intenzitou výuky mate-matiky. Z tohoto dùvodu je výklad orientován spí¹e na studenty s hatrnìj¹ími ma-tematikými znalostmi. Ov¹em i u tìhto studentù se pøedpokládá, ¾e vlastní pílísvoje pøípadné nedostatky ve støedo¹kolskýh znalosteh matematiky zaelí. Pøehledstøedo¹kolského uèiva z matematiky je mo¾no nalézt napøíklad v publikai "Odmaturujz matematiky", autorù P.Èermáka a P.Èervinkové, kterou vydalo nakladatelství Di-daktis (druhé, opravené vydání v roe 2003). Tuto nebo podobnou kní¾ku by si mìlipoøídit v¹ihni studenti, kteøí ítí, ¾e v jejih støedo¹kolskýh matematikýh znalostehjsou mezery.Uèební text pøedpokládá pouze elementární znalosti základníh matematikýhpojmù a jejih vlastností, vyuèovanýh na ka¾dé støední ¹kole. V textu je u¾ívánabì¾ná symbolika známá ze støední ¹koly. Novì zavádìná oznaèení jsou v textu v¾dyøádnì vysvìtlena. Vzhledem k tomu, ¾e pro mnohé ètenáøe mù¾e být tento text prvnímmatematikým textem, kterým se budou opravdu vá¾nì zabývat, je výklad veden omo¾ná nejpodrobnìj¹í a nejelementárnìj¹í formou. Témìø v¹ehna tvrzení jsou po-drobnì dokazována s ílem, aby si ètenáø dobøe osvojil základní matematiké postupya dovednosti, které bude následnì bìhem dal¹ího studia mnohokrát pou¾ívat. Konedùkazu je v textu optiky oznaèen symbolem � , umístìným na koni øádku.Pro oznaèování základníh èíselnýh mno¾in jsou v textu pou¾ity následujíí stan-dardní symboly:N : : : mno¾ina v¹eh pøirozenýh èíselZ : : : mno¾ina v¹eh elýh èíselQ : : : mno¾ina v¹eh raionálníh èíselR : : : mno¾ina v¹eh reálnýh èíselC : : : mno¾ina v¹eh komplexníh èísel . 1



I. OPAKOVÁNÍ A DOPLNÌNÍ STØEDO©KOLSKÉ LÁTKY
1. Základní logiké pojmy.V matematie se zabýváme studiem vlastností rùznýh objektù a vztahù mezi nimi.K oznaèování matematikýh objektù u¾íváme rùznýh symbolù. Nìkteré z nih majípevný význam a nazýváme je konstanty (napøíklad symboly 1; �; p2; atd.). Jiné sym-boly takový pøesnì stanovený význam nemají, ale mù¾eme za nì konstanty vhodnýmzpùsobem dosazovat a nazýváme je promìnné. U promìnnýh musí být v¾dy vymezenyty objekty, které je mo¾no za promìnné dosazovat (napøíklad "pøirozené èíslo x","pøímka p", atd.).Výrok je sdìlení, o nìm¾ má smysl øíi, ¾e je pravdivé nebo nepravdivé. Hovoøímepak o pravdivém výroku nebo nepravdivém výroku. Napøíklad sdìlení "Praha má víene¾ tisí obyvatel" je pravdivým výrokem, zatímo sdìlení "Èíslo sedm je sudé" jenepravdivým výrokem. Mù¾e se také stát, ¾e dané sdìlení je výrokem, o nìm¾ v¹ak mo-mentálnì neumíme rozhodnout, zdali pravdivým èi nepravdivým. Takovým je napøíkladvýrok "Mimo na¹i sluneèní soustavu ¾ijí myslíí bytosti".Ka¾dému výroku V se pøiøazuje jeho pravdivostní hodnota p (V ) takto: je - li výrokV pravdivý, klademe p (V ) = 1 a je - li výrok V nepravdivý, klademe p (V ) = 0Logiké spojky nám umo¾òují z jednotlivýh výrokù tvoøit dal¹í výroky. Nejbì¾nìjise pou¾ívají následujíí logiké spojky, které mají své ustálené názvy i oznaèení, jak jeuvedeno v následujíí tabule (kde A;B znaèí libovolné výroky).Název logiké spojky Oznaèení Slovní vyjádøenínegae :A není pravda, ¾e Akonjunke A ^B A a (souèasnì) Bdisjunke A _B A nebo Bimplikae A) B jestli¾e A, pak Bekvivalene A, B A právì kdy¾ B.Ka¾dou z uvedenýh logikýh spojek popí¹eme nyní tak, ¾e uvedeme, jaké pravdi-vostní hodnoty pøiøazujeme výroku, utvoøenému s její pomoí (v závislosti na pravdi-vostníh hodnotáh výhozíh výrokù A;B). Vznikne tak tzv. tabulka pravdivostníhhodnot, která má pro negai dva øádky a pro ostatní uvedené logiké spojky ètyøi øádky.p (A) p (:A)1 00 1 p (A) p (B) p (A ^ B) p (A _ B) p (A) B) p (A, B)1 1 1 1 1 11 0 0 1 0 00 1 0 1 1 00 0 0 0 1 12



Rozeberme si nyní podrobnìji jednotlivé logiké spojky.Negae libovolného výroku A se dá bez problémù správnì vytvoøit obratem "nenípravda, ¾e A". Tato formulae bývá v¹ak èasto jazykovì ponìkud kostrbatá, a proto sesna¾íme i v matematie tvoøit negae bez u¾ití tohoto obratu. Napøíklad místo "nenípravda, ¾e èíslo 7 je dìlitelné tøemi" øekneme radìji "èíslo 7 není dìlitelné tøemi".Konjunke výrokù pùsobí obvykle nejménì potí¾í. Z tabulky vidíme, ¾e výrok A^Bje pravdivý jedinì v pøípadì, ¾e oba výroky A;B jsou pravdivé.Disjunke A _ B je pravdivá, je - li pravdivý alespoò jeden z výrokù A;B (to jestjeden, druhý nebo oba dva). Zde tedy pøi pou¾ití spojky "nebo" dohází nìkdy k od-hyle od bì¾né hovorové øeèi, v ní¾ se spojka "nebo" velmi èasto pou¾ívá ve smysluvyluèovaím ("Budu doma nebo ve ¹kole").Implikae A ) B je nepravdivá pouze v pøípadì, kdy¾ výrok A je pravdivý avýrok B je nepravdivý. Ve v¹eh ostatníh pøípadeh je implikae pravdivá. Je nutné sizejména dobøe uvìdomit, ¾e implikae A ) B je v¾dy pravdivá v pøípadì, kdy¾ výrokA je nepravdivý (a to bez ohledu na pravdivostní hodnotu výroku B).Je-li implikae A) B pravdivá, pak øíkáme té¾, ¾e A je dostateèná podmínka proB a dále øíkáme, ¾e B je nutná podmínka pro A.Ekvivalene A , B je pravdivá právì v pøípadì, ¾e oba výroky A;B mají stej-nou pravdivostní hodnotu, tzn. jsou oba souèasnì pravdivé nebo souèasnì nepravdivé.Výroky A;B se pak té¾ nazývají ekvivalentní výroky.? ? ?V matematikýh úvaháh mù¾eme tedy daný výrok nahradit jiným výrokem, kterýje s ním ekvivalentní. Velmi èasto se jedná o negai konjunke dvou výrokù a negaidisjunke dvou výrokù, pro které platí:(: (A ^ B) ) je ekvivalentní s ( (:A) _ (:B) )(: (A _B) ) je ekvivalentní s ( (:A) ^ (:B) ) :O tom, ¾e dané výroky jsou skuteènì ekvivalentní, se mù¾eme pøesvìdèit pomoí tabulkypravdivostníh hodnot tìhto výrokù. Utvoøme takovou tabulku pro první z uvedenýhvztahù.p (A) p (B) p (A ^ B) p (:(A ^ B)) p (:A) p (:B)) p (:A _ :B)1 1 1 0 0 0 01 0 0 1 0 1 10 1 0 1 1 0 10 0 0 1 1 1 1Pro druhý vztah se odpovídajíí tabulka pravdivostníh hodnot vytvoøí analogiky(udìlejte si sami !). 3



Podobným zpùsobem lze ukázat, ¾e ekvivaleni dvou výrokù je mo¾no vyjádøit pomoíkonjunke obou implikaí tìhto výrokù, tzn.(A , B ) je ekvivalentní s ( (A ) B ) ^ (B ) A ) )o¾ je mo¾no opìt ovìøit pomoí pøíslu¹né tabulky pravdivostníh hodnot.Dal¹í dùle¾itý vztah, který budeme v dal¹ím velmi èasto vyu¾ívat se týká implikaí.Platí toti¾: (A ) B ) je ekvivalentní s ( (:B) ) (:A) )tzn. implikae A ) B je z logikého hlediska toté¾ o implikae :B ) :A . Pravdi-vost tohoto tvrzení okam¾itì vyplývá z ní¾e uvedené tabulky. Poznamenejme je¹tì, ¾eimplikai :B ) :A se øíká obmìna implikae A) B .p (A) p (B) p (A) B) p (:B) p (:A)) p (:B ) :A)1 1 1 0 0 11 0 0 1 0 00 1 1 0 1 10 0 1 1 1 1Podobným zpùsobem se dá odvodit ekvivalentnost elé øady výrokù slo¾enýh zetøí výrokù A;B;C . Pro ilustrai uveïme dvì dvojie ekvivalentníh výrokù, s nimi¾ sepøi logikýh úvaháh pomìrnì èasto setkáváme. Platí :((A ^ (B _ C))) je ekvivalentní s ((A ^ B) _ (A ^ C)))((A _ (B ^ C))) je ekvivalentní s ((A _ B) ^ (A _ C)))Ekvivalentnost uvedenýh dvoji výrokù se doká¾e stejným zpùsobem, jako døíve, tzn.pomoí tabulky pravdivostníh hodnot, která v tomto pøípadì bude mít osm øádkù.Sestavíme tuto tabulku tentokrát pro druhou dvojii výrokù. Pro první dvojii sesestaví analogiky (proveïte si sami !).p(A) p(B) p(C) p(B^C) p(A_(B^C)) p(A_B) p(A_C) p((A_B)^(A_C))1 1 1 1 1 1 1 11 1 0 0 1 1 1 11 0 1 0 1 1 1 11 0 0 0 1 1 1 10 1 1 1 1 1 1 10 1 0 0 0 1 0 00 0 1 0 0 0 1 00 0 0 0 0 0 0 0? ? ?V¹imnìme si, ¾e sdìlení obsahujíí nìjakou promìnnou, napøíklad "elé èíslo xje vìt¹í ne¾ 5", není výrokem. Z tohoto sdìlení se stane výrok (a» u¾ pravdivý, èinepravdivý) teprve tehdy, a¾ za promìnnou x dosadíme nìjakou konstantu z pøíslu¹né4



mno¾iny, z ní¾ mù¾eme konstanty volit, v na¹em pøípadì tedy nìjaké konkrétní eléèíslo. Pøitom je zøejmé, ¾e takovéto sdìlení mù¾e obsahovat pøípadnì i víe promìnnýh,napøíklad: "reálné èíslo x je men¹í ne¾ reálné èíslo y" obsahuje dvì promìnné x; y .Sdìlení obsahujíí promìnné, z nìho¾ se stane výrok teprve po dosazení (pøípust-nýh) konstant za pøíslu¹né promìnné, se nazývá výroková funke.Z výrokové funke mù¾eme tedy utvoøit výrok tím, ¾e za v¹ehny promìnné dosa-díme (pøípustné) konstanty. Dal¹í mo¾ností, jak z výrokové funke utvoøíme výrok jetzv. kvanti�kae promìnnýh. Ta spoèívá v tom, ¾e nìjakým zpùsobem udáme poèetobjektù, pro nì¾ z výrokové funke obdr¾íme výrok. Ta èást výroku, v ní¾ je tentopoèet udáván, se nazývá kvanti�kátor. Pøíkladem kvanti�kátorù jsou obraty: "ka¾dý","nejvý¹e jeden", "alespoò jeden", "právì jeden", "právì ètyøi", "nekoneènì mnoho","koneènì mnoho", atd.Konkrétnì, z vý¹e uvedené výrokové funke "elé èíslo x je vìt¹í ne¾ 5" je mo¾nonapøíklad utvoøit následujíí kvanti�kované výroky:"alespoò jedno elé èíslo je vìt¹í ne¾ 5" (pravdivý výrok)"nejvý¹e jedno elé èíslo je vìt¹í ne¾ 5" (nepravdivý výrok)"ka¾dé elé èíslo je vìt¹í ne¾ 5" (nepravdivý výrok).Poznamenejme je¹tì, ¾e nìkteré kvanti�kátory mù¾eme vyjádøit nìkolika rùznýmislovními obraty se stejným významem. Napøíklad místo "alespoò jeden" mù¾eme stejnìdobøe øíi "existuje" èi "jeden nebo víe". Podobnì místo "nejvý¹e jeden" mù¾eme øíi"¾ádný nebo jeden". V ka¾dém pøípadì si pøi pou¾ití jakéhokoliv kvanti�kátoru musímev¾dy velmi dobøe rozmyslet pøesný význam toho, o øíkáme.Nejèastìji pou¾ívané kvanti�kátory mají svá oznaèení. Kvanti�kátor "ka¾dý" se té¾nazývá obený kvanti�kátor a oznaèuje symbolem 8. Podobnì, kvanti�kátor "existuje"se nazývá existenèní kvanti�kátor a oznaèuje symbolem 9.V matematikýh úvaháh je tøeba velmi èasto provádìt negae kvanti�kovanýhvýrokù. Obvykle nepou¾íváme matematiky "bezpeèného", ale gramatiky nepìknéhoobratu "není pravda, ¾e .. .". Uka¾me si nyní shematiky prinip tvoøení negaí výrokùs obenými a existenèními kvanti�kátory, o¾ jsou pøípady, s nimi¾ se v praxi nejèastìjisetkáváme:výrok s obeným kvanti�kátorem : "pro ka¾dý prvek z oboru U platí V"negae tohoto výroku : "existuje prvek z oboru U, pro který neplatí V"výrok s existenèním kvanti�kátorem : "existuje prvek z oboru U, pro který platí V"negae tohoto výroku : "pro ka¾dý prvek z oboru U neplatí V"pøièem¾ v posledním pøípadì je samozøejmì vhodné slovo "ka¾dý" nahradit gramatikysprávnìj¹ím slovem "¾ádný". K tomu je¹tì poznamenejme, ¾e pøi tvoøení kvanti�ko-vanýh výrokù a jejih negaí mù¾eme samozøejmì u¾ít i jinýh gramatikýh obratù,které v¹ak musí zahovávat daný smysl. Uka¾me si to na následujíím pøíkladu.Kvanti�kovaný výrok: "ka¾dé nové auto je èervené" mù¾eme pøeformulovat na-pøíklad do tvaru "v¹ehna nová auta jsou èervená". Negaí tohoto kvanti�kovaného5



výroku pak bude výrok "existuje nové auto, které není èervené", který mù¾eme pøípadnìpøeformulovat do tvaru "alespoò jedno nové auto není èervené".? ? ?Na závìr této kapitoly si je¹tì struènì v¹imneme struktury matematikýh tvrzenía jejih dùkazù. Této problematie je nutné dùkladnì porozumìt a pøi dal¹ím studiutohoto textu se k ní stále vraet.Matematiká tvrzení, kterým se také øíká "vìty", mají nejèastìji tvar implikaevýrokù nebo ekvivalene výrokù. Rozeberme si oba pøípady a uka¾me, jak se takovátvrzení obvykle dokazují.Matematiká vìta tvaru implikae má tvar P ) T , pøièem¾ výrok P se nazývápøedpokladem této vìty a výrok T se nazývá tvrzením vìty. K dùkazu matematikýhvìt tvaru implikae P ) T je mo¾no pou¾ít rùznýh dùkazovýh metod. Nejèastìj¹íjsou:a) dùkaz pøímý, který spoèívá v tom, ¾e z platnosti výroku P (pøedpokladu) øadouplatnýh implikaí odvodíme platnost výroku T (tvrzení). Jinak øeèeno, hledámevýroky A1; A2; : : : ; An tak, ¾e platí:P ) A1 ^ A1 ) A2 ^ : : : ^ An�1 ) An ^ An ) T .b) dùkaz nepøímý spoèívá v pøímém dùkazu tvrzení :T ) :P . Zde tedy vyu¾ívámeji¾ dokázaného faktu, ¾e implikae P ) T a její obmìna :T ) :P jsou ekvi-valentní výroky. Pøi dùkazu touto metodou tedy pøedpokládáme, ¾e je pravdivývýrok :T a øadou platnýh implikaí doká¾eme platnost výroku :P . Jinak øeèeno,z negae tvrzení doká¾eme (øadou platnýh implikaí) negai pøedpokladu.Urèitou modi�kaí nepøímého dùkazu je tzv. dùkaz sporem, kdy pøedpokládáme, ¾eplatí pøedpoklad P a neplatí tvrzení T . Následnì potom øadou platnýh implikaíodvodíme spor. Pøitom sporem rozumíme situai, kdy nìjaký výrok a jeho negaemají být souèasnì pravdivé { je zøejmé, ¾e tato situae nemù¾e nastat.Matematiká vìta tvaru ekvivalene má tvar A , B a dokazuje se vìt¹inou tak,¾e doká¾eme jednak platnost implikae A) B a dále pak platnost implikae B ) A ,a to metodami popsanými vý¹e. Uvìdomme si, ¾e správnost této úvahy vyplývá z døívedokázaného faktu, ¾e ekvivalene A, B je logiky ekvivalentní s konjunkí implikaí(A) B ) ^ (B ) A ).Pomìrnì èasto se mù¾eme setkat s tvrzeními, která je mo¾no pova¾ovat za jistézobenìní matematikýh vìt typu ekvivalene. Jedná se o vìty tvaru"Jestli¾e platí výrok P, potom výroky A1; A2; : : : ; An jsou ekvivalentní".K tomu nejprve poznamenejme, ¾e pojem ekvivalentníh výrokù, který jsme zavedli prodva výroky, mù¾eme roz¹íøit na libovolný koneèný poèet výrokù A1; A2; : : : ; An takto:øekneme, ¾e výroky A1; A2; : : : ; An jsou ekvivalentní, jestli¾e platí Ai , Aj pro ka¾déi; j = 1; : : : ; n. 6



Vìtu tohoto tvaru vìt¹inou nedokazujeme ovìøováním v¹eh ekvivalení Ai , Aj proka¾dé i6=j (kterýh je elkem n�(n�1) ), ale obvykle postupujeme tak, ¾e doká¾emeplatnost pouze n implikaí tvaru :A1 ) A2 ; A2 ) A3 ; : : : ; An�1 ) An ; An ) A1.Je jednoduhé ukázat, ¾e odsud ji¾ plyne ekvivalentnost v¹eh výrokù A1; A2; : : : ; An.Poznamenejme je¹tì, ¾e zvolené poøadí výrokù v uvedenýh implikaíh není závazné.Bylo by také mo¾né dokazovat libovolnýh n implikaí Ai ) Aj (i 6= j), v nih¾ seka¾dý z výrokù A1; A2; : : : ; An objeví právì jednou jako pøedpoklad a právì jednoujako tvrzení a to tak, ¾e je-li daný výrok v jedné implikai tvrzením, pak je v následujííimplikai pøedpokladem. Nepøesnì, ale názornì øeèeno je pouze nutné, aby se nám"kruh implikaí uzavøel".Zvlá¹tním typem dùkazu matematiké vìty je dùkaz matematikou indukí. Toutometodou není mo¾né dokazovat jakoukoliv matematikou vìtu, nýbr¾ jenom ty vìty,které tvrdí, ¾e za danýh pøedpokladù platí výrok V (n), a to pro v¹ehna elá èíslan � n0, kde n0 je nìjaké pevnì dané elé èíslo. Nejèastìji je n0 = 1.Dùkaz takové vìty matematikou indukí pak probíhá ve dvou kroíh, následujíímzpùsobem: za danýh pøedpokladù�) doká¾eme platnost výroku V (n0)�) pøedpokládáme, ¾e výrok V (n) platí pro n = n0; n0 + 1; : : : ; k a za tohoto pøed-pokladu doká¾eme platnost výroku V (k + 1). Vìta je pak dokázána.Pøepoklad vyslovený v �) se nazývá indukèní pøedpoklad. Poznamenejme, ¾e vevìt¹inì dùkazù matematikou indukí se z indukèního pøedpokladu vyu¾ije pouze to, ¾eplatí V (k) a z platnosti V (k) se pak ji¾ odvodí po¾adovaná platnost V (k+1). Mohlo byse tedy zdát, ¾e staèí indukèní pøedpoklad "redukovat" na pøedpoklad platnosti V (k).V dal¹ím se v¹ak setkáme s matematikými vìtami, které se budou dokazovat mate-matikou indukí, pøièem¾ taková "reduke" indukèního pøedpokladu nebude mo¾ná.
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2. Základní mno¾inové pojmy.Pojem mno¾iny je základním pojmem elé matematiky. Pøitom pod pojmemmno¾ina budeme rozumìt libovolnì, jednoznaènì vymezený souhrn nìjakýh objektù,které budeme nazývat prvky mno¾iny. Pro názornost budeme mno¾iny obvykle ozna-èovat velkými latinskými písmeny a prvky mno¾in pak malými latinskými písmeny.Základní a pøitom vlastnì jedinou vlastností mno¾in je, ¾e mají prvky. Skuteènost,¾e objekt x je prvkem mno¾iny A (tzn. x patøí do A) budeme zapisovat: x 2 A.Skuteènost, ¾e objekt x není prvkem mno¾iny A (tzn. x nepatøí do A) pak budemezapisovat: x 62 A.Mno¾ina je jednoznaènì urèená svými prvky. Proto dvì mno¾iny, nezávisle nazpùsobu jejih zadání, pova¾ujeme za stejné, právì kdy¾ mají stejné prvky. Tato vlast-nost mno¾in se nazývá extenzionalita. Mù¾eme tedy psát:A = B , (8x) (x 2 A , x 2 B).Existuje mno¾ina, která se vyznaèuje tím, ¾e nemá ¾ádné prvky. Nazývá se prázdnámno¾ina a oznaèuje se symbolem ;.Mno¾ina se nazývá koneèná, jestli¾e je mo¾né ji zadat vyjmenováním v¹eh jejíhprvkù. Je-li A koneèná mno¾ina a a1; a2; : : : ; an jsou v¹ehny její prvky, pak pí¹emeA = fa1; a2; : : : ; ang.Z extenzionality vyplývá, ¾e nezále¾í na poøadí v jakém vyjmenováváme, resp.zapisujeme prvky mno¾iny A. Mohlo by se v¹ak stát, ¾e uvedená mno¾ina A má ménìne¾ n prvkù; v takovém pøípadì se nìkteré z prvkù a1; a2; : : : ; an opakují. Obvyklepak v zápise mno¾iny A opakujíí se prvky a¾ na jeden vyneháváme. Napøíklad tedy:fx; yg = fy; xg a pokud je x = y, potom fx; yg = fxg = fyg.Kromì koneènýh mno¾in se v matematie mù¾eme velmi èasto setkat i s neprázd-nou mno¾inou, kterou není mo¾né zadat vyjmenováním v¹eh jejíh jednotlivýh prvkù.Taková mno¾ina se nazývá nekoneèná. Nekoneèné mno¾iny obvykle zadáváme nìjakoujejih harakteristikou vlastností. Jestli¾e P (x) je nìjaká vlastnost, pak pí¹emeX = fx j P (x) g ,èím¾ myslíme, ¾e pro libovolné x platí: x 2 X právì tehdy, kdy¾ x splòuje P (x). Napøí-klad vlastností "x je sudé elé èíslo" je urèena mno¾ina v¹eh elýh sudýh èísel. Po-znamenejme, ¾e z rovnosti X = fx j P (x) g nemusí automatiky vyplývat, ¾e mno¾inaX je nekoneèná { stejnì dobøe mù¾e být koneèná nebo dokone prázdná. Napøíkladmno¾ina X = fx j x 2 Z ^ x2 � 1 = 0 gje dvouprvková mno¾ina sestávajíí z èísel 1 a -1 , tzn. X = f1;�1g , zatímo mno¾inaX = fx j x 2 Z ^ x2 + 1 = 0 gje prázdnou mno¾inou. 8



Na tomto místì je nutné upozornit na to, ¾e vý¹e uvedené vymezení pojmu mno¾inynení vlastnì pøesnou de�nií a vede k rozporùm, proto¾e jsou "souhrny", které zamno¾iny pova¾ovat nemù¾eme. Nejjednodu¹í pøíklad takové "zakázané mno¾iny" bylnalezen zhruba pøed sto lety. Je to souhrn M = fX j X 62 X g v¹eh mno¾in X, kteréneobsahují sebe jako prvek. Pokud by M byla mno¾ina, pak si mù¾eme polo¾it otázku,zda M 2 M èi nikoliv. Jestli¾e v¹ak M 2M, pak podle de�nie je M 62 M, o¾ je spor.Jestli¾e by bylo M 62M, pak podle de�nie dostávámeM 2M, o¾ je opìt spor. Øe¹eníproblémù spojenýh s de�nií pojmu mno¾iny podává speiální matematiká disiplína,axiomatiká teorie mno¾in, kterou se v¹ak v tomto textu nebudeme zabývat. Budemepraovat v tzv. naivní teorii mno¾in, která je vybudována na základì vý¹e uvedenéhonepøesného vymezení pojmu mno¾iny, pøièem¾ v¹ak na¹e úvahy budou z hlediska teoriemno¾in legální.Øíkáme, ¾e mno¾ina A je podmno¾inamno¾iny B a pí¹eme A � B, jestli¾e libovolnýprvek mno¾iny A je zároveò prvkem mno¾iny B. Vztah � se nazývá mno¾inová inkluze.Jestli¾e A � B a A 6= B, pak øíkáme, ¾e A je vlastní podmno¾ina mno¾iny B a pí¹emeA � B.Máme-li dokázat, ¾e A � B pak postupujeme tak, ¾e vezmeme libovolný prvekx 2 A a doká¾eme, ¾e x 2 B. Jestli¾e mno¾ina A není podmno¾inou mno¾iny B, pakbudeme psát A 6� B. Cheme-li dokázat, ¾e A 6� B, pak (podle pøedhozíh úvaho negaíh kvanti�kovanýh výrokù) dokazujeme, ¾e existuje prvek x takový, ¾e x 2 Aa zároveò x 62 B, a to nejlépe tak, ¾e tento prvek konkrétnì nalezneme.Pro libovolné mno¾iny A;B;C zøejmì platí:A � A ; ; � A ; (A � B ^ B � C) ) A � C ; A = B , (A � B ^ B � A):Dùle¾itý je zejména poslední z vý¹e uvedenýh vztahù, pomoí kterého obvykle do-kazujeme rovnost dvou mno¾in A;B. Dùkaz vedeme tak, ¾e doká¾eme nejdøíve inkluziA � B a potom inkluzi B � A.Jsou-li A;B mno¾iny, pak mù¾eme utvoøit dal¹í mno¾inyA [ B = fx j x 2 A _ x 2 B gA \ B = fx j x 2 A ^ x 2 B gA � B = fx j x 2 A ^ x 62 B gkteré postupnì nazýváme sjednoení, prùnik a rozdíl mno¾in A a B.Poznamenejme je¹tì, ¾e pøi rùznýh mno¾inovýh úvaháh je tøeba vyjádøit ne-jenom skuteènost, daný prvek ve sjednoení, prùniku nebo rozdílu mno¾in le¾í, aleèasto také skuteènost, ¾e v nih nele¾í. V takovýh pøípadeh zøejmì platí:x 62 A [ B právì kdy¾ x 62 A ^ x 62 Bx 62 A \ B právì kdy¾ x 62 A _ x 62 Bx 62 A � B právì kdy¾ x 62 A _ x 2 B .Pro sjednoení, prùnik a rozdíl mno¾in platí elá øada tvrzení, z nih¾ si nìkteréuvedeme v následujíí vìtì. 9



Vìta 2.1.Neh» A;B;C jsou libovolné mno¾iny. Pak platí:1. A [B = B [A 2. A \ B = B \ A3. (A [B) [ C = A [ (B [ C) 4. (A \B) \ C = A \ (B \ C)5. A \ (B [ C) = (A \ B) [ (A \ C) 6. A [ (B \ C) = (A [B) \ (A [ C)7. A� (B [ C) = (A� B) \ (A� C) 8. A� (B \ C) = (A�B) [ (A� C)Dùkaz.Dùkaz v¹eh uvedenýh tvrzení se provádí stejným zpùsobem, a to dokazováním pøí-slu¹nýh mno¾inovýh inkluzí. Pro ilustrai doká¾eme napøíklad vztah 8 :"�": x 2 A� (B \C) ) x 2 A ^ x 62 (B \C) ) x 2 A ^ (x 62 B _ x 62 C) )) (x 2 A ^ x 62 B) _ (x 2 A ^ x 62 C) ) x 2 (A�B) _ x 2 (A� C) )) x 2 (A� B) [ (A� C) ."�": x 2 (A� B) [ (A� C) ) x 2 (A� B) _ x 2 (A� C) )) (x 2 A ^ x 62 B) _ (x 2 A ^ x 62 C) ) x 2 A ^ (x 62 B _ x 62 C) )) x 2 A ^ x 62 (B \ C) ) x 2 A� (B \ C) : �Pokud si pozornì prohlédneme pøedhozí dùkaz, zjistíme, ¾e jeho druhá èást jepouze "obráením" èásti první. Bylo by tedy mo¾né provést dùkaz "najednou" tak,¾e byhom napsali pouze jeho první èást a v¹ehny symboly ) pro implikae byhomnahradili symboly , pro ekvivalene. Tento postup v¹ak nelze aplikovat v¾dyky, aproto zejména zaèáteèník by mìl mno¾inovou rovnost napoprve v¾dy dokazovat pomoídùkazu dvou mno¾inovýh inkluzí.Pojem sjednoení a prùniku dvou mno¾in je mo¾né zobenit. Je-li I 6= ; libovolná(tzv. indexová) mno¾ina a Ai je mno¾ina pro ka¾dé i 2 I, paksjednoení mno¾in Ai je mno¾ina Si2IAi = fx j 9 i0 2 I : x 2 Ai0gprùnik mno¾in Ai je mno¾ina Ti2IAi = fx j 8 i 2 I : x 2 Ai g.Uvìdomme si, ¾e pøedhozí de�nie zahrnují sjednoení a prùnik jak dvou mno¾in, taklibovolného koneèného poètu mno¾in a pøípadnì i nekoneèného poètu mno¾in. To, kterýz tìhto pøípadù nastane, zále¾í zøejmì na indexové mno¾inì I.V pøípadì, ¾e I je koneèná mno¾ina, napøíklad I = f1; 2; : : :ng, pí¹eme té¾A1 [A2 [ � � � [An , resp. A1 \ A2 \ � � � \ An .V pøípadì, ¾e je I = N , pí¹eme té¾ 1Si=1Ai, resp. 1Ti=1Ai. Pøitom je nutné zdùraznit, ¾eposlední dva zápisy samozøejmì není mo¾né pou¾ít univerzálnì pro jakoukoliv nekoneè-nou indexovou mno¾inu I. 10



V matematie se pomìrnì èasto setkáváme s mno¾inami, jejih¾ prvky jsou zasemno¾iny. Pro takovou mno¾inu budeme pou¾ívat názvu systém mno¾in.Pøíklad 2.1.Neh» A je libovolná mno¾ina. Pak v¹ehny podmno¾iny mno¾iny A tvoøí systémmno¾in, který budeme nazývat systém v¹eh podmno¾in mno¾iny A a oznaèovat sym-bolem 2A. Konkrétnì, napøíklad pro A = fx; y; zg je2A = f ; ; fxg ; fyg ; fzg ; fx; yg ; fx; zg ; fy; zg ; fx; y; zg g .Podobnì napøíklad pro A = ; je 2; = f;g, tzn. 2; je jednoprvkovou mno¾inou, jejím¾jediným prvkem je prázdná mno¾ina.Obenìji, je-li mno¾ina A koneèná, o n prvíh, potom mno¾ina 2A je jistì také koneènáa lze ukázat, ¾e má 2n prvkù. Tento fakt do jisté míry zdùvodòuje pou¾ité oznaèení 2Apro systém v¹eh podmno¾in mno¾iny A. Na druhé stranì, je-li mno¾ina A nekoneèná,pak je mno¾ina 2A samozøejmì také nekoneèná.Na závìr tohoto paragrafu si je¹tì zavedeme pojem kartézského souèinu dvou mno-¾in. K tomu budeme potøebovat pojem uspoøádaná dvojie prvkù. Pro na¹e úèelypostaèí intuitivní pøedstava, ¾e ke ka¾dým dvìma prvkùm x; y lze pøiøadit nový prvek(x; y), nazývaný uspoøádanou dvojií tak, ¾e dvì uspoøádané dvojie (x; y) a (r; s) jsousi rovny, právì kdy¾ x = r a y = s . V uspoøádané dvojii (x; y) tedy zále¾í na poøadíprvkù x; y, pøièem¾ prvek x se nazývá první slo¾ka a prvek y se nazývá druhá slo¾kauspoøádané dvojie (x; y).Analogikým zpùsobem lze pro libovolné n � 2 zavést pojem uspoøádaná n { tieprvkù, kterou oznaèujeme symbolem (a1; a2; : : : an). Pøitom klademe(a1; a2; : : : ; an) = (b1; b2; : : : ; bn) právì kdy¾ a1 = b1 ^ a2 = b2 ^ : : : ^ an = bn ,tzn. dvì uspoøádané n { tie prvkù se rovnají právì kdy¾ se rovnají jejih odpovídajíísi slo¾ky.Jestli¾e A;B jsou libovolné mno¾iny, pak mno¾inaA� B = f (x; y) j x 2 A ; y 2 B gse nazývá kartézský souèin mno¾in A;B (v tomto poøadí).Z pøedhozí de�nie je zøejmé, ¾e v kartézském souèinu zále¾í na poøadí mno¾in,tzn. mno¾iny A�B a B�A jsou obenì rùzné. Je-li napøíklad A = fag a B = fx; yg ,pak je: A� B = f(a; x); (a; y)g a B � A = f(x; a); (y; a)g ,a tedy A�B 6= B �A .Dále je zøejmé, ¾e je-li nìkterá z mno¾in A;B prázdná, tzn. A = ; nebo B = ; ,pak i jejih kartézský souèin je prázdná mno¾ina, tzn. A�B = ;.Analogikým zpùsobem zavádíme pro libovolné n � 2 kartézský souèin mno¾inA1; A2; : : : ; An , jako mno¾inuA1 �A2 � : : : � An = f (a1; a2; : : : ; an) j ai 2 Ai ; i = 1; 2; : : : ; n g .11



Je-li A1 = A2 = : : : = An = A , pak pøíslu¹ný kartézský souèin oznaèujeme symbolemAn a nazýváme jej n { tá kartézská monina mno¾iny A. Napøíklad tedy kartézskámonina R3 = f(x; y; z) j x; y; z 2 R libovolné gje mno¾inou v¹eh uspoøádanýh troji reálnýh èísel.Pro sjednoení, prùnik, rozdíl a kartézský souèin mno¾in opìt platí elá øadatvrzení. Nìkteré z nih uvedeme v následujíí vìtì.Vìta 2.2.Neh» A;B;C jsou libovolné mno¾iny. Pak platí:1. A� (B [ C) = (A� B) [ (A� C) 2. (A [B)� C = (A� C) [ (B � C)3. A� (B \ C) = (A� B) \ (A� C) 4. (A \B)� C = (A� C) \ (B � C)5. A� (B � C) = (A� B)� (A� C) 6. (A� B)� C = (A� C)� (B � C)Dùkaz.Dùkaz v¹eh uvedenýh tvrzení se opìt provede tehnikým rozepsáním pøíslu¹nýhmno¾inovýh inkluzí. Pro ilustrai doka¾me napøíklad vztah 5 :"�": (x; y) 2 A�(B�C) ) x 2 A ^ y 2 (B�C) ) x 2 A ^ (y 2 B ^ y 62 C) )) (x; y) 2 (A�B) ^ (x; y) 62 (A� C) ) (x; y) 2 (A�B)� (A� C) ."�": (x; y) 2 (A�B)� (A� C) ) (x; y) 2 (A� B) ^ (x; y) 62 (A� C) )) (x 2 A ^ y 2 B) ^ (x 62 A _ y 62 C) ) (x 2 A ^ y 2 B ^ x 62 A) __ (x 2 A ^ y 2 B ^ y 62 C) ) x 2 A ^ (y 2 B ^ y 62 C) )) x 2 A ^ y 2 (B � C) ) (x; y) 2 A� (B � C) : �Poznamenejme, ¾e v nìkterýh mno¾inovýh rovnosteh uvedenýh ve vìtáh 2.1.a 2.2. je mo¾né sjednoení a prùnik dvou mno¾in nahradit "obeným" sjednoením aprùnikem mno¾in, jak je vidìt z následujíí vìty.Vìta 2.3.Neh» I je neprázdná indexová mno¾ina a neh» A;Bi jsou mno¾iny, pro ka¾dé i 2 I.Pak platí:1. A \ Si2IBi = Si2I(A \ Bi) 2. A [ Ti2I Bi = Ti2I(A [Bi)3. A � Si2IBi = Ti2I(A�Bi) 4. A � Ti2IBi = Si2I(A� Bi)5. A � Si2IBi = Si2I(A� Bi) 6. A � Ti2IBi = Ti2I(A� Bi) :Dùkaz.Dùkaz v¹eh uvedenýh tvrzení se, stejnì jako v pøedhozíh vìtáh, provede tehnikýmrozepsáním pøíslu¹nýh mno¾inovýh inkluzí. Pro ilustrai tentokrát doka¾me napøíkladvztah 1 : 12



"�": x 2 A \ Si2I Bi ) x 2 A ^ x 2 Si2IBi ) x 2 A ^ 9 i0 2 I : x 2 Bi0 )) 9 i0 2 I : x 2 A \Bi0 ) x 2 Si2I(A \ Bi) ."�": x 2 Si2I(A \ Bi) ) 9 i0 2 I : x 2 A \ Bi0 ) x 2 A ^ 9 i0 2 I : x 2 Bi0 )) x 2 A ^ x 2 Si2I Bi ) x 2 A \ Si2IBi : �Závìrem na¹ih úvodníh úvah o mno¾ináh je nutné varovat pøed pøedstavou, ¾ev¹ehny jednoduhé mno¾inové vztahy, které "pìknì vypadají" musí v¾dy také platit.Napøíklad rovnost: A� (B�C) = (A�B)�C obenì neplatí. To, ¾e uvedená rovnostneplatí, dokazujeme tak, ¾e uvedeme jeden konkrétní pøíklad mno¾in A;B;C, které tutorovnost nesplòují. V na¹em pøípadì je to elkem jednoduhé: staèí vzít napøíklad dvarùzné prvky a; b a utvoøit mno¾iny A = fag ; B = fbg ; C = fag. Pøi této volbì jepak A � (B � C) = fag , zatímo (A� B)� C = ;, o¾ dokazuje, ¾e uvedená rovnostskuteènì neplatí.To, ¾e neplatí rovnost danýh mno¾in samozøejmì nemusí nutnì znamenat, ¾e ne-platí ani jedna z obou inkluzí. Uvìdomme si, ¾eA = B , (A � B ^ B � A )o¾ tedy znamená, ¾e A 6= B , (A 6� B _ B 6� A ) :Napøíklad v pøehozí úvaze jsme uvedením konkrétního protipøíkladu dokázali, ¾e ne-platí mno¾inová inkluze A�(B�C) � (A�B)�C , a tedy neplatí pøíslu¹ná mno¾inovárovnost. Pokud jde o opaènou inkluzi, tj. A�(B�C) � (A�B)�C , tak ta v uvedenémpøípadì platí (doka¾te si sami rozepsáním).
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3. Základní èíselné obory.Pojem èísla je základním matematikým pojmem, s ním¾ se setkáváme ji¾ odpøed¹kolního vìku. Na základní a støední ¹kole se èísla a operae s nimi zavádìjívíeménì intuitivnì a ¾ái postupnì poznávají jejih dùle¾ité vlastnosti. V této kapi-tole zavedeme oznaèení, resp. popis základníh èíselnýh oborù a podrobnìji se zmínímepouze o vlastnosteh komplexníh èísel.Èísla pøirozenáoznaèujeme symbolem N , pøièem¾ N = f1; 2; 3; : : : g . Poznamenejme, ¾e nìkdy semezi pøirozená èísla zahrnuje i èíslo nula. Jde o vì dohody, my v tomto textu nulu dopøirozenýh èísel zahrnovat nebudeme.Èísla eláoznaèujeme symbolem Z, pøièem¾ Z = f : : : � 3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; : : : g . Základnímivlastnostmi elýh èísel se budeme podrobnìji zabývat v následujíí kapitole.Èísla raionálníoznaèujeme symbolem Q . Jedná se o èísla, která lze vyjádøit ve tvaru zlomku, kdeèitatel i jmenovatel jsou elá èísla, pøièem¾ jmenovatel je rùzný od nuly. Pøipomeòme,¾e ka¾dé raionální èíslo má nekoneènì mnoho mo¾nýh vyjádøení uvedeného tvaru,napø. 23 ; �2�3 ; 46 ; �4�6 ; 69 ; �6�9 ; : : : atd.Pou¾ijeme-li pro raionální èíslo zápis, kde se ve jmenovateli vyskytuje nejmen¹í kladnéèíslo, pak øíkáme, ¾e jsme dané èíslo vyjádøili v základním tvaru. Takové vyjádøení jepro ka¾dé raionální èíslo zøejmì jediné. V pøedhozím pøíkladu je to zápis 23 .Èísla reálnáoznaèujeme symbolem R . Mno¾ina R reálnýh èísel se skládá ze dvou disjunktníhpodmno¾in, z nih¾ jedna je tvoøena èísly raionálními a druhá èísly iraionálními.Pøitom iraionální èísla nelze vyjádøit jako podíl elýh èísel, jsou to napøíklad èíslap2 ; p5 ; � ; log 6 ; sin 13� ; atd.Mno¾ina R má jednu dùle¾itou vlastnost: existuje vzájemnì jednoznaèné pøiøazení v¹ehreálnýh èísel a v¹eh bodù libovolné pøímky. Jinak øeèeno, ka¾dému reálnému èíslu lzepøiøadit jediný bod zvolené pøímky a také obráenì, ka¾dému bodu této pøímky odpovídájediné reálné èíslo. Podrobným studiem vlastností reálnýh èísel se zabývá základní kurzmatematiké analýzy.Jak ji¾ bylo øeèeno, uvedené èíselné obory jsme popsali pouze intuitivnì. K jejihpøesné konstrukí a pøesnému odvozením základníh vlastností je potøeba matemati-kýh znalostí, které pøesahují ráme støedo¹kolské matematiky. Touto problematikou sebude pozdìji zabývat kurz teoretiké aritmetiky. Niménì, v¹ehny základní vlastnostièísel uvádìné na støední ¹kole samozøejmì platí a my je budeme i nadále pou¾ívat.14



Víme tedy, ¾e ve v¹eh uvedenýh èíselnýh oboreh je mo¾no èísla sèítat a násobit,pøièem¾ jak sèítání tak násobení jsou komutativní, asoiativní a platí distributivnízákon. Naví v Z , Q a R ke ka¾dému èíslu existuje èíslo opaèné, zatímo v oborupøirozenýh èísel N tomu tak není. Dále, v oboreh Q a R ke ka¾dému nenulovémuèíslu existuje èíslo pøevráené, zatímo v N a v Z tomu tak není. Koneènì, èísla v¹ehuvedenýh èíselnýh mno¾in je mo¾no uspoøádat "podle velikosti" (tzn. zavést symbolypro nerovnosti � , < , atd.). Pro poèítání s nerovnostmi pak platí elá øada známýhpoèetníh pravidel.Èísla komplexníoznaèujeme symbolem C . Na rozdíl od pøedhozíh èíselnýh oborù nejsou komplexníèísla mírou ¾ádné reálné velièiny a nelze je tedy získat jako výsledek fyzikálníh èijinýh mìøení. Komplexní èísla vznikla postupným zobeòováním pojmu èísla v souvis-losti s potøebou øe¹it úlohy, jejih¾ øe¹ení v pøedhozíh èíselnýh oboreh neexistuje.Pøíkladem takové úlohy je tøeba hledání øe¹ení jednoduhé kvadratiké rovniex2 + 1 = 0 .V ¾ádném z pøedhozíh èíselnýh oborù øe¹ení této rovnie evidentnì neexistuje, proto¾etam pro ka¾dé èíslo x platí, ¾e x2 � 0 , o¾ znamená, ¾e je v¾dy x2 + 1 6= 0 . V oborukomplexníh èísel v¹ak existuje øe¹ení nejenom této kvadratiké rovnie, ale dá seukázat, ¾e existuje øe¹ení jakékoliv kvadratiké rovnie a dokone, ¾e existuje øe¹enív¹eh podobnýh rovni libovolnýh stupòù.De�nie.Komplexní èísla C zavádíme jako mno¾inu v¹eh uspoøádanýh dvoji reálnýh èísel,tzn. C = R � R . Sèítání a násobení komplexníh èísel de�nujeme takto : pro libovolné(a; b); (; d) 2 C polo¾íme (a; b) + (; d) = (a+  ; b+ d)(a; b) � (; d) = (a� bd ; ad+ b) .Úmluva.V¹imnìme si, ¾e pro komplexní èísla tvaru (t; 0) platí:(a; 0) + (; 0) = (a+  ; 0) a (a; 0) � (; 0) = (a ; 0) ,o¾ znamená, ¾e komplexní èísla tohoto tvaru se sèítají a násobí stejným zpùsobem jakoèísla reálná. Mù¾eme tedy ka¾dé komplexní èíslo tvaru (t; 0) ztoto¾nit s reálným èíslemt . Oznaèíme - li naví komplexní èíslo (0; 1) symbolem i , je pak mo¾né ka¾dé komplexníèíslo z = (a; b) zapsat ve tvaru :z = (a; b) = (a; 0) + (0; b) = (a; 0) + (0; b) � (0; 1) = a+ biDe�nie.Vyjádøení komplexního èísla z = (a; b) ve tvaru z = a + bi se nazývá algebraiký tvarkomplexního èísla z . Pøitom reálné èíslo a se nazývá reálná èást komplexního èísla z ,reálné èíslo b se nazývá imaginární èást komplexního èísla z a èíslo i = (0; 1) se nazýváimaginární jednotka. 15



Z pøedhozíh de�ni bezprostøednì vyplývá nìkolik dùle¾itýh poznatkù:1. pro imaginární jednotku i platí:i2 = (0; 1) � (0; 1) = (�1; 0) = �1 .Vidíme tedy, ¾e vý¹e zmiòovaná kvadratiká rovnie tvaru x2 + 1 = 0 má v oborukomplexníh èísel øe¹ení a tímto øe¹ením je napøíklad komplexní èíslo i . Pro úplnostjenom poznamenejme, ¾e tato rovnie má elkem dvì øe¹ení, tím druhým je kom-plexní èíslo �i = (0;�1).2. dvì komplexní èísla v algebraikém tvaru se rovnají právì kdy¾ se rovnají jejihreálné èásti a jejih imaginární èásti.3. sèítání a násobení dvou komplexníh èísel v algebraikém tvaru se provádí stejnýmzpùsobem, jako sèítání a násobení dvojèlenù (s vyu¾itím toho, ¾e i2 = �1). Nemu-síme si tedy nazpamì» pamatovat de�nie pro sèítání a násobení komplexníh èíseluvedené v pøedhozí de�nii.4. komplexní èísla je mo¾no gra�ky znázoròovat, a sie jako body v tzv. Gaussovìrovinì. Jedná se o rovinu s kartézským souøadniovým systémem s osami x ("reálnáosa") a y ("imaginární osa"), v ní¾ je ka¾dé komplexní èíslo z = (a; b) = a + biznázornìno jako bod o souøadniíh [a; b℄. Pøitom zde platí podobný vztah jakoplatil mezi reálnými èísly a body na pøíme. V tomto pøípadì je tedy ka¾démukomplexnímu èíslu uvedeným zpùsobem pøiøazen právì jeden bod Gaussovy rovinya naopak, ka¾dému bodu Gausssovy roviny odpovídá jediné komplexní èíslo.Jednoduhými tehnikými výpoèty se lehe ovìøí, ¾e sèítání a násobení kom-plexníh èísel splòuje stejná základní pravidla, které platí pro raionální èísla a reálnáèísla. Konkrétnì - sèítání a násobení komplexníh èísel je komutativní, asoiativní aplatí distributivní zákon. Roli nuly hraje komplexní èíslo (0; 0), které ztoto¾òujeme sreálným èíslem 0 a roli jednièky hraje komplexní èíslo (1; 0), které zoto¾òujeme s reálnýmèíslem 1. Dále, ke komplexnímu èíslu z = (a; b) = a+ bi existuje èíslo opaèné, kterým jekomplexní èíslo �z = (�a;�b) = �a�bi a koneènì platí, ¾e k nenulovému komplexnímuèíslu z existuje èíslo pøevráené 1z . Mù¾eme tedy provádìt dìlení èísla a+ bi nenulovýmèíslem + di. Pøitom se pou¾ívá standardní "trik", kdy èitatele i jmenovatele roz¹íøímeèíslem � di , jak je vidìt z následujíího pøíkladu.Pøíklad 3.1.Napi¹te v algebraikém tvaru komplexní èíslo 4 + i2� 3i :Øe¹ení :4 + i2� 3i = 4 + i2� 3i � 2 + 3i2 + 3i = 8 + 12i+ 2i+ 3i222 � (3i)2 = 5 + 14i13 = 513 + 1413 i :Poznámka.Na rozdíl od od èísel reálnýh nelze komplexní èísla uspoøádat "podle velikosti". Prokomplexní èísla nelze zavést vztah nerovnosti tak, aby splòoval v¹ehny základní vlast-nosti a poèetní pravidla, které má v pøípadì èísel reálnýh. Komplexní èísla tedy16



napøíklad nelze rozli¹it na "kladná" a "záporná" (tj. vìt¹í nebo men¹í ne¾ nula) a domno¾iny komplexníh èísel nelze pøenést ¾ádné partie z oboru èísel reálnýh, v nih¾ sevyskytují pojmy "vìt¹í" nebo "men¹í" (tzn. napøíklad partii o nerovniíh).Je-li dáno komplexní èíslo z = a + bi , pak komplexní èíslo a � bi se nazývá èíslokomplexnì sdru¾ené k èíslu z a oznaèuje se symbolem z . Pøitom platí, ¾e souèin kom-plexníh èísel z a z je èíslo reálné, které je dokone nezáporné. Skuteènì:z � z = (a+ bi) � (a� bi) = a2 + b2 � 0 :Podobným zpùsobem se rozepsáním doká¾e, ¾e pro libovolná komplexní èísla u; v platí:u+ v = u+ v u � v = u � v �uv � = uv :Pro ilustrai doka¾me napøíklad druhý z uvedenýh vztahù, ostatní se doká¾í podobnì.Je-li tedy u = a+ bi ; v = + di , potom jeu � v = (a+ bi) � (+ di) = (a� bd) + (ad+ b)i = (a� bd)� (ad+ b)iu � v = (a� bi) � (� di) = (a� bd) + (�ad� b)i = (a� bd)� (ad+ b)io¾ znamená, ¾e dokazovaný vztah platí.Dal¹í pojem, který známe z pøedhozíh èíselnýh oborù a který lze zavést prokomplexní èísla je pojem absolutní hodnoty. Je-li tedy z = (a; b) = a + bi libovolnékomplexní èíslo, pak absolutní hodnota komplexního èísla z se oznaèuje j z j a de�nujese takto : j z j = pa2 + b2 .Z této de�nie ihned vidíme, ¾e geometriký význam absolutní hodnoty z kom-plexního èísla je stejný, jako je tomu u reálnýh èísel. V obou pøípadeh toti¾ absolutníhodnota udává vzdálenost obrazu daného èísla od poèátku soustavy souøadni. Propoèítání s absolutními hodnotami z komplexníh èísel platí podobná základní pravidlajako u èísel reálnýh, tzn. pro libovolná komplexní èísla u; v je :ju � v j = ju j � j v j a je-li v 6= 0 , pak ��� uv ��� = ju jj v j .Oba vztahy mù¾eme dokázat bezprostøedním rozepsáním podle de�nie absolutní hod-noty. Je-li tedy u = a+ bi ; v = + di , potom je u � v = (a� bd) + (ad+ b)i , odkuddostáváme ju � v j =p(a� bd)2 + (ad+ b)2 = pa22 + b2d2 + a2d2 + b22ju j � j v j =p(a2 + b2) �p(2 + d2) = pa22 + a2d2 + b22 + b2d2odkud plyne první z obou vztahù. Druhý vztah se doká¾e analogiky.Komplexní èísla jsme doposud zapisovali pouze v algebraikém tvaru. Nyní siuká¾eme jiný zpùsob jejih zápisu. Jeho prinip spoèívá v tom, ¾e bod Z 6= O v Gaussovì17



rovinì mù¾eme jednoznaènì urèit pomoí jeho vzdálenosti r od poèátku souøadné sous-tavy O a velikosti orientovaného úhlu ' jeho¾ poèáteèní rameno je kladná poloosa x akonové rameno je polopøímka OZ (viz obrázek). Je zøejmé, ¾e v pøípadì Z = O , tzn.pro komplexní èíslo z = 0, uvedené vyjádøení není mo¾né.
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Reálné èíslo ' urèujíí velikost daného orientovaného úhlu se nazývá argumentkomplexního èísla z a oznaèuje se symbolem arg z .Ze známýh vlastností orientovaného úhlu plyne, ¾e má-li komplexní èíslo z 6= 0argument ', pak má té¾ argument '+ k � 2� , kde k je libovolné elé èíslo. Jinými slovyøeèeno, argument nenulového komplexního èísla není urèen jednoznaènì, nýbr¾ je urèen"a¾ na eloèíselný násobek 2� ".Z pøedhozího obrázku je dále vidìt, ¾e platí :r = pa2 + b2 , sin' = br , os' = ar .Znamená to, ¾e pro èíslo r nemusíme zavádìt zvlá¹tní pojmenování, proto¾e je rovnoabsolutní hodnotì daného komplexního èísla, tzn. r = j z j . Pro komplexní èíslo z 6= 0tedy dostáváme :z = a+ bi = r os'+ (r sin') i = j z j (os'+ i sin') .De�nie.Zápis nenulového komplexního èísla ve tvaru z = j z j (os' + i sin') se nazývágoniometriký tvar komplexního èísla z .Uvìdomme si, ¾e dvì komplexní èísla vyjádøená v goniometrikém tvaru se rovnajíprávì kdy¾ se rovnají jejih absolutní hodnoty a jejih argumenty se li¹í o k�2�, kdek 2 Z (popøípadì se argumenty mohou pøímo rovnat, je-li k = 0 ).Jednou z výhod zápisu komplexníh èísel v goniometrikém tvaru je to, ¾e se lehespoèítá jejih souèin a podíl. Pøímým rozepsáním, s vyu¾itím souètovýh vzorù prosinus a kosinus, se dá ukázat, ¾e pro daná nenulová komplexní èísla z1; z2 , kdez1 = j z1 j (os'1 + i sin'1) , z2 = j z2 j (os'2 + i sin'2)18



platí z1 � z2 = j z1 j�j z2 j (os ('1 + '2) + i sin ('1 + '2))z1z2 = j z1 jj z2 j (os ('1 � '2) + i sin ('1 � '2)) .Pøedhozí vztah pro souèin dvou komplexníh èísel v goniometrikém tvaru jemo¾né zobenit na souèin libovolného koneèného poètu komplexníh èísel (dùkaz sevede matematikou indukí). Podobnì se postupuje v pøípadì, kdy¾ umoòujeme kom-plexní èíslo v goniometrikém tvaru na pøirozený exponent.Vìta 3.1.Neh» z = j z j (os'+ i sin') 2 C . Pak pro libovolné n 2 N platí :zn = j z jn ( osn' + i sinn' ) .Dùkaz.Tvrzení doká¾eme matematikou indukí vzhledem k n.�) pro n = 1 tvrzení evidentnì platí�) pøedpokládáme, ¾e tvrzení platí pro 1; : : : ; n�1 (n � 2). Doká¾eme nyní danétvrzení pro n. Pou¾ijeme-li postupnì de�nii moniny, indukèní pøedpoklad asouètové vzore pro kosinus a sinus, dostáváme :zn = z � zn�1 = j z j (os'+ i sin') � j z jn�1 (os (n�1)'+ i sin (n�1)') == jzjn�os' os(n�1)'� sin' sin(n�1)'+ i(os' sin(n�1)'+ sin' os(n�1)')� == j z jn ( osn' + i sinn' ) . �Dosadíme-li do pøedhozí vìty j z j = 1 , dostaneme tvrzení, které odvodil franouz-ský matematik Abraham de Moivre (1667 - 1754) ji¾ poèátkem 18. století.Dùsledek (Moivreova vìta).Pro ka¾dé pøirozené èíslo n a libovolné reálné èíslo ' platí :( os' + i sin' ) n = ( osn' + i sinn' ) .Na závìr této kapitoly se je¹tì budeme zabývat øe¹ením speiálního typu rovniv oboru komplexníh èísel, a to tak zvanýh binomikýh rovni. Pøitom binomikárovnie je rovnie tvaru x n � a = 0kde a je dané komplexní èíslo, x je neznámá a n > 1 je pøirozené èíslo. Øe¹it takovourovnii znamená najít v¹ehna komplexní èísla, která jí vyhovují. Tato komplexní èíslabudeme také nazývat (komplexní) n { té odmoniny z komplexního èísla a .Pøi øe¹ení binomikýh rovni budeme v¾dy pøedpokládat, ¾e a 6= 0 , proto¾e proa = 0 , má tato rovnie zøejmì jediné øe¹ení, a to x = 0 . Tento pøedpoklad nám19



také umo¾ní vyjádøit èíslo a v goniometrikém tvaru. Øe¹ení binomikýh rovni jsoupopsána v následujíím tvrzení.Vìta 3.2.Binomiká rovnie x n � a = 0 ,kde a = jaj (os�+ i sin�) , má v oboru komplexníh èísel právì n rùznýh øe¹ení, a toxk = npjaj� os �+ 2k�n + i sin �+ 2k�n � , pro k = 0; 1; 2; : : : ; n�1 .Dùkaz.K tomu, abyhom tuto vìtu dokázali, je tøeba ukázat tøi vìi, a to, ¾e :1. èíslo xk dané rovnii vyhovuje { to v¹ak ihned dostaneme dosazením èísla xk dodané rovnie a umonìním podle vìty 3.1.2. èísla x0; x1; : : : ; xn�1 jsou navzájem rùzná { to bezprostøednì vyplývá z vyjádøeníkomplexního èísla v goniometrikém tvaru a z vlastností funkí kosinus a sinus.3. ¾ádná dal¹í øe¹ení dané binomiké rovnie neexistují.Je-li tedy z = j z j (os' + i sin') øe¹ením dané rovnie, potom po dosazení z za xdo dané rovnie a úpravì dostaneme :j z jn (osn'+ i sinn') = j a j ( os� + i sin�) .Z rovnosti dvou èísel v goniometrikém tvaru v¹ak plyne, ¾ej z jn = j a j ^ n' = �+ t � 2� , kde t 2 Z ,odkud ihned vyplývá, ¾e z je rovno nìkterému z èísel x0; x1; : : : ; xn�1 . �Pokud byhom si v¹ehna øe¹ení binomiké rovnie x n � a = 0 htìli nakreslitv Gaussovì rovinì, pak zjistíme, ¾e èísla x0; x1; : : : ; xn�1 le¾í ve vrholeh pravidelnéhon-úhelníku vepsaného do kru¾nie se støedem v poèátku a polomìrem npjaj .Pøíklad 3.2.Naleznìte v¹ehny páté odmoniny z komplexního èísla  = 2i � (p3� i)10(1 + ip3)8 � (�1 + i)6 .Øe¹ení.Hledané øe¹ení oznaèíme z . Spoèítáme zvlá¹» jeho absolutní hodnotu a jeho argument(s vyu¾itím poèetníh pravidel, která jsme uvedli døíve). Tedy:j z j = 5vuut j 2i j � j p3� i j10j 1 + ip3 j8 � j � 1 + i j6 = 5s 2 � 21028 � (p2)6 = 120



arg z = 15 � arg(2i) + 10 arg(p3�i) � [ 8 arg(1+ip3) + 6 arg(�1+i) ℄ + k�2� � == 15 � �2 + 10 � 116 � � 8 � �3 � 6 � 34� + k � 2� � = 73� + k � 25� :Hledanými pátými odmoninami z  je pak následujííh pìt komplexníh èísel (místoargumentu 73� mù¾eme vzít hodnotu 73� � 2� = �3 z intervalu h0; 2�) ) :zk = os( �3 + k � 25� ) + i sin( �3 + k � 25� ) pro k = 0; 1; 2; 3; 4 .Velmi dùle¾itým zvlá¹tním pøípadem binomiké rovnie je rovniexn � 1 = 0 .Øe¹ení této rovnie budeme nazývat n-té odmoniny z jedné. Vzhledem k tomu, ¾eèíslo 1 (hápané jako komplexní èíslo) má argument � = 0 a jeho absolutní hodnota jerovna jedné, dostáváme dosazením do vzore pro øe¹ení binomiké rovnie, ¾e pro n-téodmoniny z jedné platí :xk = os 2k�n + i sin 2k�n ; k = 0; 1; 2; : : : ; n�1 .Vidíme tedy, ¾e n-týh odmonin z jedné (v oboru komplexníh èísel) je právì n ajejih obrazy, nakreslené v Gaussovì rovinì, le¾í ve vrholeh pravidelného n-úhelníkuvepsaného do jednotkové kru¾nie se støedem v poèátku, pøièem¾ jeden z vrholù le¾ív bodì 1 na reálné ose. Nakreslete si sami obrázek znázoròujíí napøíklad v¹eh osmosmýh odmonin z jedné.Na závìr na¹ih úvah o binomikýh rovniíh uveïme dvì dùle¾ité vlastnosti n-týhodmonin z jedné, které budeme pozdìji vyu¾ívat.Vìta 3.3.Pro n { té odmoniny z jedné platí :1. souèin dvou n-týh odmonin z jedné je opìt n-tá odmonina z jedné2. pøevráená hodnota n-té odmoniny z jedné je opìt n-tá odmonina z jedné.Dùkaz.Neh» xr; xs jsou libovolné n-té odmoniny z jedné. Potom je : xnr = 1 a xns = 1 .Nyní vezmìme èíslo xr�xs a èíslo 1xr a umonìme je na n { tou. Dostaneme :(xr�xs)n = xnr � xns = 1 a � 1xr �n = 1nxnr = 1 ,odkud plyne, ¾e èísla xr�xs a 1xr jsou øe¹eními binomiké rovnie xn � 1 = 0 . Jinakøeèeno, obì èísla jsou n-tými odmoninami z jedné. �
21



4. Základní vlastnosti elýh èísel.Na støední ¹kole byla odvozena nebo jenom uvedena øada vlastností elýh èísel apravidel pro poèítání s nimi. V této kapitole zopakujeme a doplníme zejména základnívlastnosti elýh èísel, které souvisejí s dìlitelností.De�nie.Neh» a; b jsou elá èísla. Øíkáme, ¾e a dìlí b a pí¹eme a j b , jestli¾eexistuje elé èíslo z tak, ¾e platí b = a � z .V opaèném pøípadì øíkáme, ¾e a nedìlí b a pí¹eme a - b .Je nutné v¾dy pøesnì vìdìt, o znamená vý¹e uvedený slovní obrat "v opaènémpøípadì". Jinak øeèeno, je nutné správnì utvoøit negai výroku s existenèním kvan-ti�kátorem. Tedy a nedìlí b, znamená, ¾e pro ka¾dé elé èíslo z platí, ¾e b 6= a � z.Dále je nutné si uvìdomit, ¾e zvlá¹tní roli pøi dìlitelnosti elýh èísel hraje èíslonula. Pøímo z de�nie dìlitelnosti v oboru elýh èísel toti¾ plyne, ¾ea j 0 pro ka¾dé a 2 Z tzn. ka¾dé elé èíslo dìlí nulu0 j b právì kdy¾ b = 0 tzn. nula dìlí pouze nulu.V¹imnìme si dále, ¾e ka¾dé elé èíslo b je v¾dy dìlitelné èísly 1; �1; b; �b. Tatoèísla se nazývají nevlastní dìlitelé èísla b. V¹ihni ostatní dìlitelé èísla b (pokud existují)se nazývají vlastní dìlitelé èísla b. S vlastními a nevlastními dìliteli pøirozenýh èíselsouvisí následujíí dva pojmy.De�nie.Celé èíslo p se nazývá prvoèíslo, jestli¾e p > 1 a p má pouze nevlastní dìlitele. Podobnì,elé èíslo s se nazývá slo¾ené èíslo jestli¾e s > 1 a s má i vlastní dìlitele.Nìkteré základní vlastnosti elýh èísel, které se týkají dìlitelnosti, popisuje násle-dujíí vìta.Vìta 4.1.Neh» a; b;  jsou libovolná elá èísla. Pak platí :1. a j a2. a j b ^ b j  ) a j 3. a j b ^ a j  ) a j (b � x +  � y) pro ka¾dé x; y 2 Z4. a j b ^ b j a , b = � a .Dùkaz.1. tvrzení je zøejmé, nebo» lze napsat a = a � 1 , o¾ znamená, ¾e a j a .2. neh» a j b ^ b j . Pak existují elá èísla z1; z2 tak, ¾e: b = a � z1 ^  = b � z2. Podosazení dostáváme  = a � (z1 � z2) , neboli a j  .22



3. neh» a j b ^ a j . Pak existují elá èísla z1; z2 tak, ¾e : b = a � z1 ^  = a � z2.Tedy : b � x+  � y = a � (z1 � x + z2 � y) , odkud plyne, ¾e a j (b � x +  � y) .4. Dùkaz implikae ")" .Neh» a j b ^ b j a. Potom existují z1; z2 2 Z tak, ¾e b = z1 a ^ a = z2 b . Podosazení dostáváme b = z1 z2 b .Nyní, pokud je b = 0 , pak musí být a = 0 (proè ?) a tvrzení platí. Neh» tedy b 6= 0 .Potom mù¾eme èíslem b vykrátit a dostáváme 1 = z1 � z2 . Tato rovnie je v¹akv oboru elýh èísel splnìna pouze pro z1 = z2 = 1 nebo pro z1 = z2 = �1 . Platítedy, ¾e b = � a .Dùkaz implikae "(".b = �a ) b = a � (�1) ^ a = b � (�1) ) a j b ^ b j a. �Jedním ze základníh algoritmù, který se uèí ¾ái ji¾ na základní ¹kole, je algorit-mus pro dìlení dvou pøirozenýh èísel. Uvìdomme si, ¾e výsledkem výpoètu je vlastnìnalezení dal¹íh dvou èísel, tzv. èásteèného podílu a zbytku. Celou situai lze zformulo-vat v oboru elýh èísel pomoí následujíí vìty.Vìta 4.2. (Vìta o dìlení se zbytkem elýh èísel )Neh» a; b jsou elá èísla, taková, ¾e b 6= 0. Potom existují elá èísla q; r, splòujíí vztah:(1) a = b � q + r ^ 0 � r < j b j ;pøièem¾ toto vyjádøení je jednoznaèné.Dùkaz.Dùkaz vìty provedeme ve dvou kroíh. V prvním kroku doká¾eme, ¾e uvedené vyjádøe-ní existuje a ve druhém kroku pak uká¾eme, ¾e èísla q; r splòujíí vztah (1) jsou urèenajednoznaènì.1. Dùkaz existene vyjádøení (1) .Uva¾me mno¾inu elýh èíselM = fx � j b j j x 2 Z ^ x � j b j � a g.Mno¾inaM je zøejmì neprázdná a existuje v ní nejvìt¹í prvek, který si oznaèíme x0 � j b j(rozmyslete si podrobnì, ¾e tomu tak skuteènì je). Potom platí:(2) a = x0 � j b j + r kde r � 0a dále zøejmì je (x0 + 1) � j b j > a , neboli x0 � j b j + j b j > a , odkud po úpravìdostáváme, ¾e a� x0 � j b j < j b j a po dosazení za a ze (2) vyhází(3) r < j b jNyní u¾ jenom staèí pouze provést oznaèeníq = � x0 ; je-li b > 0�x0 ; je-li b < 0a pøi tomto oznaèení dostáváme ze (2) a (3) okam¾itì hledaný vztah (1).23



2. Dùkaz jednoznaènosti vyjádøení (1) .Budeme pøedpokládat, ¾e existují dvì dvojie elýh èísel, splòujíí vztah (1) a doká-¾eme, ¾e se odpovídajíí si èísla rovnají. Neh» tedy q; q0; r; r0 jsou elá èísla, splòujíívztah (1), tzn.:a = b � q + r ; 0 � r < j b j ^ a = b � q0 + r0 ; 0 � r0 < j b j .Pak odeètením obou rovni obdr¾íme b�(q�q0) = r0�r , odkud pøehodem k absolutnímhodnotám dostáváme:j b � (q � q0) j = j b j � j q � q0 j = j r0 � r j .Dále, z pøedpokladù o èísleh r a r0 plyne, ¾e musí být j r0 � r j < j b j .Nyní { pokud by bylo q 6= q0 , dostáváme j r0 � r j= j b j � j q � q0 j � j b j , o¾ je spor.Musí tedy být q = q0 , odkud pak ihned plyne, ¾e r = r0. To v¹ak znamená, ¾e vyjádøení(1) je jednoznaèné. �Èíslo q z vyjádøení (1) se nazývá (neúplný) podíl po dìlení èísla a èíslem b. Èíslo rz vyjádøení (1) se nazývá zbytek po dìlení èísla a èíslem b. Mimo jiné tedy vidíme, ¾ezbytek r po dìlení èísla a èíslem b je de�nován jednoznaènì a nabývá v¾dy právì jednéz hodnot 0 ; 1 ; : : : ; j b j�1 .Nyní zavedeme v oboru elýh èísel Z pojem nejvìt¹ího spoleèného dìlitele dvouelýh èísel a popí¹eme jeho základní vlastnosti.De�nie.Neh» a; b jsou elá èísla. Celé èíslo d se nazývá nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel a; b ,jestli¾e platí :1. d j a ^ d j b2. jestli¾e k j a ^ k j b pro nìjaké k 2 Z , potom také k j d .Vìta 4.3.Neh» a; b jsou libovolná elá èísla. Pak platí :1. existuje nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel a; b2. jestli¾e d je nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem èísel a; b , pak fd;�dg je mno¾inou v¹ehnejvìt¹íh spoleènýh dìlitelù èísel a; b3. jestli¾e d je nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem èísel a; b , pak existují elá èísla u; v tak,¾e platí a � u + b � v = d .Dùkaz.1. pro a = 0 ; b = 0 existuje nejvìt¹í spoleèný dìlitel, a sie èíslo 0 (ovìøte si sami, ¾etomu tak skuteènì je). Neh» tedy a 6= 0 nebo b 6= 0. Uva¾me mno¾inu èíselM = f a � x + b � y j x; y 2 Z libovolnég24



a oznaème d = a � x0 + b � y0 nejmen¹í kladné èíslo patøíí do M (rozmyslete si, ¾etakové èíslo urèitì existuje). Nyní uká¾eme, ¾e d je hledaným nejvìt¹ím spoleènýmdìlitelem èísel a; b (ovìøením obou èástí de�nie). Tedy :1. podle vìty o dìlení elýh èísel existují q; r 2 Z tak, ¾ea = d � q + r kde 0 � r < d(zde j d j = d proto¾e d je podle pøedpokladu kladné). Pakr = a� d � q = a� (a � x0 + b � y0) � q = a � (1� x0 � q) + b � (�y0 � q) 2 M .Ponìvad¾ v¹ak 0 � r < d a d je nejmen¹ím kladným èíslem patøíím doM , musíbýt r = 0. To ale znamená, ¾e a = d � q , a tedy d j a.Podobným zpùsobem se uká¾e, ¾e také d j b.2. jestli¾e k j a , k j b , pak podle vìty 4. 1. 3. platí, ¾e k j (a � x0 + b � y0) = d .Dokázali jsme tak, ¾e d je nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem èísel a; b .2. neh» d je daný nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel a; b a neh» f je libovolný nejvìt¹íspoleèný dìlitel a; b . Potom :f j a ^ f j b , odkud plyne (proto¾e d je nejvìt¹í spoleèný dìlitel a; b ), ¾e f j d ,d j a ^ d j b , odkud plyne (proto¾e f je nejvìt¹í spoleèný dìlitel a; b ), ¾e d j f .Tedy f j d ^ d j f , tzn. podle vìty 4. 1. 4 dostáváme, ¾e f = � d .3. z dùkazu 1. èásti vìty plyne, ¾e existují x0; y0 2 Z tak, ¾e a �x0 + b � y0 je nejvìt¹ímspoleèným dìlitelem èísel a; b. Vzhledem k 2. èásti vìty v¹ak libovolného nejvìt¹íhospoleèného dìlitele èísel a; b mù¾eme vyjádøit ve tvaru a � (�x0) + b � (�y0) , odkudpo vhodném oznaèení dostáváme ¾ádané tvrzení. �Z pøedhozí vìty plyne, ¾e pro a = b = 0 existuje jediný jejih nejvìt¹í spoleènýdìlitel, a sie èíslo 0. V v¹eh ostatníh pøípadeh (tzn. pro a 6= 0 _ b 6= 0) existujív¾dy dva nejvìt¹í spoleèní dìlitelé èísel a; b , li¹íí se znaménkem. Dále poznamenejme,¾e tøetí èást vìty pouze zaruèuje existeni elýh èísel u; v , splòujííh uvedený vztah.Dá se ukázat, ¾e takovýh dvoji èísel u; v existuje nekoneènì mnoho.Poznámka - dìlitelnost v oboru pøirozenýh èísel.Na støední ¹kole se pojem dìlitelnosti obvykle probírá v oboru pøirozenýh èísel. Samot-ný pojem dìlitelnosti lze bez problémù pøeformulovat pro pøirozená èísla zøejmýmzpùsobem: pro pøirozená èísla a; b øekneme, ¾e a dìlí b, jestli¾e existuje pøirozené èíslou tak, ¾e b = a � u . Základní vlastnosti dìlitelnosti, které jsme uvedli ve vìtì 3. 1.platí i pro dìlitelnost v oboru pøirozenýh èísel. Rovnì¾ pojem nejvìt¹ího spoleènéhodìlitele je mo¾né zavést pro pøirozená èísla stejným zpùsobem, jako jsme to uèinili proèísla elá. Poznamenejme, ¾e v tomto pøípadì je mo¾no druhou podmínku v de�niinejvìt¹ího spoleèného dìlitele dvou pøirozenýh èísel, tzn. podmínku" jestli¾e k j a ; k j b pro nìjaké k 2 N , potom také k j d "nahradit ekvivalentní podmínkou" d je nejvìt¹í ze v¹eh pøirozenýh èísel k splòujííh: k j a ; k j b ".Nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel a; b v oboru pøirozenýh èísel existuje jediný.25



De�nie.Øekneme, ¾e dvì elá èísla a; b jsou nesoudìlná, jestli¾e èíslo 1 je jejih nejvìt¹ímspoleèným dìlitelem.Následujíí vìta uká¾e nìkteré jednoduhé vlastnosti nesoudìlnýh èísel. V¹imnìtesi, ¾e se pøi jejih dùkazu podstatným zpùsobem vyu¾ívá 3. èást pøedhozí vìty.Vìta 4.4.Neh» a; b; ; a1; : : : ; an jsou elá èísla. Pak platí :1. a ; b jsou nesoudìlná ^ a ;  jsou nesoudìlná ) a ; b �  jsou nesoudìlná2. a j b �  ^ a ; b jsou nesoudìlná ) a j 3. p je prvoèíslo ^ p j a1 � : : : � an ) p j ai pro nìjaké i = 1; 2; : : : ; n .Dùkaz.1. Neh» a ; b jsou nesoudìlná a a;  jsou nesoudìlná. Podle vìty 4.3.3 existují eláèísla u; v; x; y tak, ¾e platí :a � u + b � v = 1 ^ a � x +  � y = 1 .Vynásobením obou rovností dostáváme :(4) a � (uax + uy + bvx) + b � (vy) = 1 .Nyní doká¾eme, ¾e 1 je nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem èísel a ; b �  .1. zøejmì platí, ¾e 1 j a ^ 1 j b2. jestli¾e k j a ^ k j b , potom ze (4), u¾itím vìty 4.1.3 dostáváme, ¾ek j [ a � (uax + uy + bvx) + b � (vy) ℄ ) k j 1 .Dokázali jsme tak, ¾e èísla a ; b �  jsou nesoudìlná.2. Neh» a j b �  ^ a ; b jsou nesoudìlná. Pak podle vìty 4.3.3 existují elá èísla u; vtak, ¾e a � u + b � v = 1 . Po vynásobení této rovnie èíslem  dostáváme :au + bv =  ,odkud podle vìty 4.1.3 (ponìvad¾ a j a ^ a j b ) plyne, ¾e a j  .3. Tvrzení budeme dokazovat matematikou indukí vzhledem k n .�) pro n = 1 tvrzení evidentnì platí�) pøedpokláme, ¾e tvrzení platí pro 1; : : : ; n�1 (n � 2) . Neh» nyní p je prvoèíslo^ p j a1 � : : : � an , tzn. p j (a1 � : : : � an�1) � an .Jestli¾e p j an , pak dostáváme po¾adované tvrzení. Neh» tedy p nedìlí an .Potom jsou èísla p ; an nesoudìlná (proè ?) a podle 2. èásti této vìty platí, ¾ep j (a1 � : : : � an�1) .Podle indukèního pøedpokladu pak p j ai pro nìjaké i = 1; 2; : : : ; n�1 . �26



Vìta 4. 5.Ka¾dé elé èíslo a > 1 lze rozlo¾it na souèin prvoèísel, a to jednoznaènì, a¾ na jejihpoøadíDùkaz.Nejprve budeme dokazovat existeni po¾adovaného rozkladu a pak jeho jednoznaènost.1. Dùkaz existene rozkladu.Dùkaz povedeme sporem. Pøedpokládejme, ¾e existují elá èísla vìt¹í ne¾ jedna, kteránelze rozlo¾it na souèin prvoèísel a nejmen¹í z tìhto èísel oznaème u. Pak ale u neníprvoèíslo, tzn. u musí mít vlastního dìlitele b , a tedy: u = b �  , kde 1 < b < u ,1 <  < u . Ale èísla b;  lze rozlo¾it na souèin prvoèísel (jinak spor s de�nií èísla u), atedy u = b �  lze pak také rozlo¾it na souèin prvoèísel, o¾ je spor.2. Dùkaz jednoznaènosti rozkladu (a¾ na poøadí èinitelù).Neh»(5) a = p1 � : : : � pn = q1 � : : : � qkjsou dva rozklady èísla a > 1 na souèin prvoèísel. Po¾adovanou jednoznaènost vyjádøení(a¾ na poøadí èinitelù) nyní doká¾eme matematikou indukí vzhledem k n.�) pro n = 1 je a prvoèíslem, tzn. musí být také k = 1 a následnì pak p1 = q1.�) pøedpokládejme, ¾e pro v¹ehna elá èísla vìt¹í ne¾ jedna, majíí rozklad na souèinménì ne¾ n prvoèísel, je tento rozklad jednoznaèný (a¾ na poøadí èinitelù).Vezmìme elé èíslo a > 1 , pro které platí (5). Potom pn j a = q1 � : : : � qk . Ale pnje prvoèíslo, tzn. musí platit pn j qi pro nìjaké i = 1; : : : ; k . Ponìvad¾ pn i qi jsouprvoèísla, musí být pn = qi , tak¾e po zkráení èíslem pn = qi ve (4) a následnému¾ití indukèního pøedpokladu dostáváme ¾ádanou jednoznaènost. �Vìta 4. 6.Prvoèísel je nekoneènì mnoho.Dùkaz.Budeme postupovat sporem. Pøedpokládejme, ¾e existuje pouze koneènì mnoho prvo-èísel a oznaème je napøíklad p1; p2; : : : ; pn. Nyní utvoøme èísloa = p1 � p2 � : : : � pn + 1.Èíslo a lze podle pøedhozí vìty rozlo¾it na souèin jistého poètu prvoèísel, tzn. jinakøeèeno, èíslo a je urèitì dìlitelné alespoò jedním prvoèíslem. Existuje tedy prvoèíslo pi(kde i = 1; 2; : : : ; n) tak, ¾e pi j a. Kromì toho také pi j p1 � p2 � : : : � pn (proè ?).Potom u¾itím vìty 4. 1. 3. dostáváme:pi j ( a � p1 � p2 � : : : � pn ) = 1tzn. pi j 1 , o¾ je spor, proto¾e dìliteli èísla 1 jsou zøejmì pouze �1 , zatímo prvoèísloje podle de�nie v¾dy vìt¹í ne¾ 1. �Na závìr na¹ih úvah o elýh èísleh uvedeme je¹tì jeden pojem, který budeme vezbývajíí èásti tohoto textu èasto vyu¾ívat.27



De�nie.Neh» m je pevné pøirozené èíslo a neh» a; b jsou elá èísla. Jestli¾e platí, ¾e m j (b�a) ,pak øekneme, ¾e èísla a; b jsou kongruentní podle modulu m a pí¹eme : a � b (modm) .Podmínku kongruentnosti dvou elýh èísel podle modulu m je mo¾né vyjádøitdal¹ími dvìma zpùsoby, ekvivalentními s pøedhozí de�nií.Vìta 4.7.Neh» m je pevné pøirozené èíslo a neh» a; b jsou elá èísla. Pak následujíí výrokyjsou ekvivalentní :1. a � b (mod m)2. èísla a ; b dávají po dìlení èíslem m stejný zbytek3. èísla a ; b se li¹í o eloèíselný násobek èísla mDùkaz.Dùkaz provedeme ve tøeh kroíh, postupným dokázáním následujííh implikaí:Dùkaz implikae "1) 2" .Neh» platí 1 a neh» a = m � q1 + r1 , resp. b = m � q2 + r2 , pøièem¾ 0 � r1; r2 < m .Odeètením obou rovni dostaneme :r2 � r1 = (b� a) +m � (q1 � q2) .Podle 1 je m j (b�a) a triviálnì platí m j m , a tedy podle V. 4. 1. 3. je pak m j (r2�r1) ,o¾ znamená, ¾e existuje elé èíslo z , tak ¾e(5) r2 � r1 = m � z .Zøejmì v¹ak je �m < (r2 � r1) < m (proè ?), a tedy jediná hodnota z , která splòujevztah (5) je èíslo nula. Je tedy r2 � r1 = m � 0 = 0 , neboli r2 = r1 . Platí tedy 2.Dùkaz implikae "2) 3" .Neh» platí 2, tzn. èísla a; b dávají po dìlení èíslem m stejný zbytek. Mù¾eme tedy psáta = m � q1 + r , b = m � q2 + r (pøièem¾ 0 � r < m ) .Po odeètení obou rovni dostáváme b� a = m � (q2 � q1) , o¾ znamená, ¾eb = a + m � (q2 � q1) , kde (q2 � q1) 2 Z .Tedy èísla a; b se li¹í o eloèíselný násobek èísla m, èím¾ jsme dokázali 3.Dùkaz implikae "3) 1" .Neh» platí 3, tzn. existuje elé èíslo z tak, ¾e b = a + z �m . Pak ale b� a = z �m ,neboli m j (b � a) . Podle de�nie je tedy a � b (mod m) , o¾ znamená, ¾e jsmedokázali platnost 1. �Kongruene mají elou øadu zajímavýh vlastností a pro poèítání s nimi platí eláøada pravidel. Nìkteré ze základníh vlastností kongruení nyní uvedeme.28



Vìta 4.8.Neh» m je pevné pøirozené èíslo a neh» a; b;  jsou elá èísla. Pak platí :1. a � a (mod m)2. a � b (mod m) ) b � a (mod m)3. a � b (mod m) ^ b �  (mod m) ) a �  (mod m)Dùkaz.Vztahy 1. a 2. okam¾itì plynou napøíklad z 2. èásti pøedhozí vìty.Dùkaz vztahu 3.Neh» a � b (mod m) ^ b �  (mod m) . Pak m j (b � a) ^ m j ( � b) odkudu¾itím vìty 4.1.3 dostáváme, ¾em j ( 1 � (� b) + 1 � (b� a) ) ) m j (� a) ,o¾ znamená, ¾e a �  (mod m) . Platí tedy vztah 3. �Vìta 4.9.Neh» a � b (mod m) ,  � d (mod m) . Pak platí :1. a+  � b+ d (mod m)2. a�  � b� d (mod m)3. a �  � b � d (mod m)4. an � bn (mod m) , pro libovolné pøirozené n .Dùkaz.Doká¾eme napøíklad vztah 3.Podle pøedpokladù a podle vìty 4.7 (èást 3), existují elá èísla z1; z2 tak, ¾e a = b+z1m , = d+ z2m . Dosazením a výpoètem dostáváme :a �  = (b+ z1m) � (d+ z2m) = (b � d) + (bz2 + z1d+ z1z2m) �modkud vidíme (opìt u¾itím vìty 4.7, èást 3), ¾e platí vztah 3.Vztahy 1. a 2. se doká¾í analogiky a vztah 4. se doká¾e ze vztahu 3. u¾itím matematikéinduke (proveïte si sami). �Z pøedhozí vìty mimo jiné vyplývá, ¾e se kongruene hovají vzhledem ke sèítání,odèítání a násobení kongruení (podle stejného modulum) podobnì jako rovnie. Navípro kongruene platí dal¹í pravidla, která pou¾íváme u rovni. Napøíklad, k obìmastranám kongruene je mo¾no pøièíst nebo odeèíst libovolné elé èíslo, resp. obì stranykongruene mù¾eme vynásobit libovolným elým èíslem (to vyplývá ihned z pøedhozívìty a z faktu, ¾e ka¾dé elé èíslo je v¾dy kongruentní samo se sebou).Pozor { v kongrueníh nelze obenì provádìt "kráení"! Napøíklad je :3 � 6 � 7 � 6 (mod 8) , ale pøitom neplatí, ¾e 3 � 7 (mod 8) .Následujíí vìta v¹ak uká¾e, ¾e v kongrueníh je mo¾né provádìt "kráení" èíslem,které je nesoudìlné s modulem. 29



Vìta 4.10.Neh» m je pevné pøirozené èíslo a neh» a; b;  jsou elá èísla. Pak platí :a �  � b �  (mod m) ^ ;m jsou nesoudìlná =) a � b (mod m) .Dùkaz.a �  � b �  (mod m) =) m j (b � a) =) m j (b � a) �  . Ale proto¾e m; jsou nesoudìlná, musí (podle vìty 4.4.2) platit, ¾e m j (b � a) , o¾ tedy znamená, ¾ea � b (mod m) . �
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5. Zobrazení.Pojem zobrazení patøí k základním pojmùm elé matematiky. S tímto pojmem jemo¾né se setkat ji¾ na støední ¹kole.De�nie.Neh» A;B jsou libovolné mno¾iny. Pøedpis f , který ka¾dému prvku mno¾iny A pøi-øazuje právì jeden prvek mno¾iny B, se nazývá zobrazení mno¾iny A do mno¾iny B.Pí¹eme pak f : A �! B .Uvedená de�nie je sie názorná a pro na¹e úèely dostaèujíí, ale z hlediska teoriemno¾in není zela pøesná, proto¾e obsahuje nede�novaný pojem "pøedpis". Pøesnoude�nii zobrazení uvedeme pozdìji, v kapitole o relaíh.Jestli¾e f : A �! B je zobrazení, pak mno¾ina A se nazývá de�nièní obor a mno-¾ina B se nazývá obor hodnot tohoto zobrazení. Skuteènost, ¾e prvku a 2 A je pøiøazenprvek b 2 B, budeme vyjadøovat zápisem:f(a) = b .Jestli¾e je f(a) = b , pak budeme øíkat, ¾e prvek b je obraz prvku a, resp. budemeøíkat, ¾e prvek a je vzor prvku b.Dvì zobrazení f : A �! B , g : C �! D se rovnají (o¾ budeme struènì vyjadøovatzápisem f = g ) , jestli¾e:A = C ^ B = D ^ f(x) = g(x) pro ka¾dé x 2 Atzn. jestli¾e se rovnají jejih de�nièní obory, obory hodnot a pøíslu¹né pøedpisy. V opaè-ném pøípadì (tzn. není-li splnìna alespoò jedna z pøedhozíh tøí podmínek) se obìzobrazení nerovnají, o¾ budeme struènì zapisovat ve tvaru f 6= g.Vidíme, ¾e k zadání zobrazení je nutno zadat de�nièní obor, obor hodnot a pøíslu¹nýpøedpis. Na pøíkladeh nyní uká¾eme, jak je pøi tom mo¾no postupovat.Pøíklad 5. 1.De�nujme zobrazení f : A �! B takto:1. A = fa; b; ; dg , B = fr; s; t; u; vg a polo¾íme :f(a) = u ; f(b) = r ; f() = v ; f(d) = t.2. A = Z , B = N a polo¾íme :f(x) = � 2x+ 1 pro x � 0�2x pro x < 03. A = R , B = R a polo¾íme : f(x) = sinx pro ka¾dé x 2 R4. A = R , B = h�1; 1 i a polo¾íme : f(x) = sinx pro ka¾dé x 2 R .V¹imnìte si toho, ¾e poslední dvì zobrazení mají stejný pøedpis (a sie f(x) = sinx ),ale pøesto se nerovnají !! Mají toti¾ rùzné obory hodnot { jednou je oborem hodnotmno¾ina B = R a podruhé je oborem hodnot mno¾ina B = h�1; 1 i .31



Poznámka.1. De�nie zobrazení nevyluèuje situai, ¾e nìkterá z mno¾in A;B je prázdnou mno¾i-nou. Rozeberme si tento pøípad podrobnìji.Je-li A prázdná mno¾ina a B je libovolná mno¾ina, pak existuje jediné zobrazení; �! B, které se nazývá prázdné zobrazení (rozmyslete si, jak je v tomto pøípadìsplnìna de�nie zobrazení !).Je-li A neprázdná mno¾ina a B je prázdná mno¾ina, potom neexistuje ¾ádné zo-brazení A �! ; .2. Je-li A libovolná neprázdná mno¾ina, pak zobrazení idA : A �! A de�novanépøedpisem: idA(x) = x, pro ka¾dé x 2 A se nazývá identiké zobrazení (nebo té¾identita) na mno¾inì A .3. Je-li A � R ; B � R , pak zobrazení f : A �! B se obvykle nazývá (reálná) funke(jedné reálné promìnné). Tato zobrazení se podrobnì studují v matematiké analýze.4. Zobrazení mohou také vystupovat v roli prvkù mno¾in. Dùle¾itým pøíkladem jemno¾ina v¹eh zobrazení A �! B , kterou oznaèujeme symbolem BA .Ilustrujme si tento pojem na pøíkladu mno¾in A = fa; b; g a B = fx; yg. Lehezjistíme, ¾e existuje právì 8 rùznýh zobrazení A �! B (nakreslete si sami pøíslu¹néobrázky !). Mno¾ina BA má tedy 8 (tzn. 23) prvkù.Obenì lze pro koneèné mno¾iny ukázat, ¾e má-li mno¾ina A n prvkù a mno¾ina Bmá s prvkù, potom existuje právì sn rùznýh zobrazení A �! B , neboli mno¾inaBA má sn prvkù. Tato úvaha do jisté míry vysvìtluje, proè je pro oznaèení mno¾inyv¹eh zobrazení A �! B pou¾it symbol BA (a nikoliv tøeba symbol AB).Zobrazení mohou mít rùzné dal¹í vlastnosti. Nejzákladnìj¹í a zároveò nejdùle¾itìj¹ívlastnosti zobrazení jsou popsány v následujíí de�nii.De�nie.Zobrazení f : A �! B se nazývá{ injektivní zobrazení (nebo té¾ prosté zobrazení), jestli¾e ka¾dý prvek z mno¾iny Bmá pøi zobrazení f nejvý¹e jeden vzor.{ surjektivní zobrazení (nebo té¾ zobrazení na), jestli¾e ka¾dý prvek z mno¾iny B mápøi zobrazení f alespoò jeden vzor.{ bijektivní zobrazení, jestli¾e ka¾dý prvek z mno¾iny B má pøi zobrazení f právì jedenvzor.O ka¾dém z vý¹e de�novanýh pojmù je nutno mít zela jasnou a názornou pøed-stavu. Vyjádøíme-li pøedhozí de�nii pouze jinými slovy (rozmyslete si podrobnì sami,¾e obsahovì jde skuteènì o toté¾), pak mù¾eme také øíi, ¾e :{ zobrazení f : A �! B je injektivní právì kdy¾ se ka¾dé dva rùzné prvky mno¾iny Azobrazí v¾dy na dva rùzné prvky mno¾iny B{ zobrazení f : A �! B je surjektivní, právì kdy¾ se na ka¾dý prvek mno¾iny B v¾dyzobrazí nìjaký prvek mno¾iny A .{ zobrazení f : A �! B je bijektivní právì kdy¾ je souèasnì injektivní a surjektivní.32



V praxi je velmi èasto potøeba tehniky dokázat, ¾e zadané zobrazení má, pøípadnìnemá nìkterou z vý¹e uvedenýh vlastností. Obvykle postupujeme následujíím zpùso-bem: dokazujeme-li, ¾e zobrazení f : A �! B{ je injektivní, pak pøedpokládáme, ¾e pro prvky x; y 2 A platí f(x) = f(y) a následnìdoká¾eme, ¾e x = y.Mù¾eme také dokazovat implikai: x 6= y ) f(x) 6= f(y) (rozmyslete si, proè jsouoba postupy ekvivalentní). Tehniky jednodu¹¹í bývá obvykle zpùsob první.{ není injektivní, pak nalezneme dva konkrétní rùzné prvky z mno¾iny A, které sezobrazí na stejný prvek v mno¾inì B.{ je surjektivní, pak vezmeme libovolný (obený) prvek b 2 B a najdeme k nìmu vzor,tzn. najdeme prvek a 2 A , pro který platí: f(a) = b.{ není surjektivní, pak nalezneme v mno¾inì B takový konkrétní prvek, který nemápøi zobrazení f ¾ádný vzor.Budeme-li u jednotlivýh zobrazení z pøíkladu 5.1. zji¹»ovat, zda jsou injektivní, resp.surjektivní, resp. bijektivní, pak elkem jednodu¹e zjistíme (proveïte si ovìøení podrobnìsami !), ¾e{ zobrazení z pøíkladu 5.1.1. je injektivní a není surjektivní,{ zobrazení zobrazení z pøíkladu 5.1.2. je injektivní i surjektivní, tzn. je bijektivní,{ zobrazení zobrazení z pøíkladu 5.1.3. není injektivní a není surjektivní{ zobrazení zobrazení z pøíkladu 5.1.4. není injektivní a je surjektivní.De�nie.Neh» f : A �! B je bijektivní zobrazení. De�nujme zobrazení f�1 : B �! A takto :pro ka¾dé b 2 B polo¾íme f�1(b) = a ,kde a je ten prvek z mno¾iny A, který je vzorem prvku b pøi pùvodním zobrazení f(tzn. je f(a) = b). Zobrazení f�1 se potom nazývá inverzní zobrazení k zobrazení f .Je tøeba si uvìdomit, ¾e f�1 je skuteènì zobrazením, o¾ vyplývá z toho, ¾e pùvodnízobrazení f je bijektivní (tento pøedpoklad nelze z de�nie vypustit !!), a tedy v de�niiuvedený prvek a existuje, a to jediný.Jestli¾e je zobrazení f : A �! B bijektivním zobrazením, pak pøímo z de�nieinverzního zobrazení ihned plyne, ¾e f�1 : B �! A je také bijektivním zobrazením, anaví zøejmì platí, ¾e : (f�1)�1 = f .Pøíklad 5. 2.Zobrazení f : Z �! N z pøíkladu 5. 1. 2 je, jak víme, bijektivní. Existuje tedy k nìmuzobrazení inverzní f�1 : N �! Z . Lehe se zjistí, ¾e:f�1(x) = � x�12 pro ka¾dé lihé x 2 N�x2 pro ka¾dé sudé x 2 N :33



De�nie.Neh» f : A �! B , g : B �! C jsou zobrazení. Potom zobrazení (g Æ f) : A �! Cde�nované pøedpisem (g Æ f)(x) = g ( f(x) ) pro ka¾dé x 2 Ase nazývá slo¾ené zobrazení (ze zobrazení f a g, v tomto poøadí).Z de�nie je vidìt, ¾e slo¾ené zobrazení je mo¾no de�novat pouze v pøípadì, ¾e oborhodnot prvního zobrazení je roven de�niènímu oboru druhého zobrazení. Poznamenejmeje¹tì, ¾e symbol g Æ f èteme buï "g koleèko f" nebo "g po f". U zápisu slo¾enéhozobrazení g Æf si je¹tì v¹imnìme toho, ¾e i kdy¾ se nejprve provádí zobrazení f a potomzobrazení g, je zaveden zápis "v obráeném poøadí". Nutí nás k tomu v¾itá konvene,podle které se argument x pí¹e napravo od symbolu zobrazení f . Poznamenejme, ¾enìkteøí autoøi dávají pøi oznaèování slo¾eného zobrazení pøednost "skuteènému poøadí"obou zobrazení a místo g Æ f pí¹í f Æ g. Kvùli tomu pak opou¹tìjí zmiòovanou konvenia místo f(x) pí¹í (x)f , popøípadì xf .Jestli¾e f : A �! B je zobrazení, pak pøímo z de�nie slo¾eného zobrazení ihnedplyne, ¾e f Æ idA = f ^ idB Æ f = f .Je-li zobrazení f : A �! B naví bijektivní, pak (jak víme) existuje inverznízobrazení f�1 : B �! A a zøejmì platíf�1 Æ f = idA ^ f Æ f�1 = idB.Dal¹í základní vlastnosti slo¾enýh zobrazení shrneme v následujííh vìtáh.Vìta 5. 1.Neh» f : A �! B, g : B �! C, h : C �! D jsou zobrazení. Pak platí :h Æ ( g Æ f ) = (h Æ g ) Æ f .Dùkaz.Zøejmì je h Æ (g Æ f) : A �! D , (h Æ g) Æ f : A �! D , a tedy de�nièní obory aobory hodnot obou zobrazení jsou si rovny. K dokázání vìty zbývá dokázat rovnostpøíslu¹nýh pøedpisù. Neh» tedy je x 2 A libovolný. Pak je:(h Æ (g Æ f))(x) = h((g Æ f)(x)) = h(g(f(x)))((h Æ g) Æ f)(x) = (h Æ g)(f(x)) = h(g(f(x)))tedy oba pøedpisy jsou stejné a vìta platí. �Vìta 5. 2.Neh» f : A �! B a g : B �! C jsou zobrazení. Pak platí:1. f; g jsou injektivní zobrazení ) g Æ f je injektivní zobrazení2. f; g jsou surjektivní zobrazení ) g Æ f je surjektivní zobrazení3. g Æ f je injektivní zobrazení ) f je injektivní zobrazení4. g Æ f je surjektivní zobrazení ) g je surjektivní zobrazení.34



Dùkaz.Jednotlivá tvrzení doká¾eme tak, jak bylo popsáno v komentáøi k de�nii injektivníhoa surjektivního zobrazení.1. pøedpokládáme, ¾e f; g jsou injektivní zobrazení a dokazujeme, ¾e (g Æf) je injektivnízobrazení. Neh» tedy pro prvky a; b 2 A platí :(g Æ f)(a) = (g Æ f)(b) .U¾itím de�nie slo¾eného zobrazení dostáváme g(f(a)) = g(f(b)) . Proto¾e v¹ak gje injektivní, dostáváme f(a) = f(b) , odkud (proto¾e f je injektivní) dostáváme, ¾ea = b. Dokázali jsme tak, ¾e zobrazení (g Æ f) je injektivní.2. Pøedpokládáme, ¾e f; g jsou surjektivní zobrazení a dokazujeme, ¾e gÆf je surjektivnízobrazení. Neh» tedy z 2 C je libovolný prvek.Proto¾e g je surjektivní, existuje prvek y 2 B tak, ¾e g(y) = z. Ale také f jesurjektivní, tzn. k prvku y 2 B existuje prvek x 2 A tak, ¾e f(x) = y.Dohromady pak: z = g(y) = g(f(x)) = (g Æ f)(x) ,o¾ znamená, ¾e prvek x je vzorem prvku z pøi zobrazení (g Æ f) . Dokázali jsme tak,¾e zobrazení g Æ f je surjektivní.3. Pøedpokládáme, ¾e (g Æ f) je injektivní zobrazení a dokazujeme, ¾e f je injektivnízobrazení. Neh» tedy pro prvky a; b 2 A platí :f(a) = f(b).Potom je jistì také g(f(a)) = g(f(b)), neboli (g Æ f)(a) = (g Æ f)(b). Proto¾e v¹ak je(g Æ f) injektivní, dostáváme odtud, ¾e a = b. Dokázali jsme tak, ¾e zobrazení f jeinjektivní.4. Pøepokládáme, ¾e (g Æ f) je surjektivní zobrazení a dokazujeme, ¾e g je surjektivnízobrazení. Neh» tedy z 2 C je libovolný prvek.Proto¾e (g Æ f) je surjektivní, musí existovat prvek x 2 A takový, ¾e(g Æ f)(x) = z , neboli g(f(x)) = z.To v¹ak znamená, ¾e prvek f(x) je hledaným vzorem prvku z pøi zobrazení g .Dokázali jsme tak, ¾e zobrazení g je surjektivní. �Vìta 5. 3.Neh» f : A �! B ; g : B �! A jsou zobrazení. Pak platí:g Æ f = idA ^ f Æ g = idB , f; g jsou bijektivní ^ g = f�1 .Dùkaz.Implikae "(" zøejmì platí. Doká¾eme tedy pouze implikai opaènou.Dùkaz implikae ")".Vzhledem k tomu, ¾e identiké zobrazení je bijektivní, tzn. je injektivní i surjektivní,tak z pøedhozí vìty (èást 3 a 4) ihned plyne, ¾e f i g jsou bijektivní zobrazení.Dále, zøejmì je g : B �! A ; f�1 : B �! A. Zbývá tedy dokázat rovnost pøíslu¹nýhpøedpisù. Neh» tedy y 2 B libovolný. Ale f je bijektivní, tzn. existuje jediný prvek35



x 2 A s vlastností f(x) = y . Pak alef�1(y) = x = idA(x) = (g Æ f)(x) = g(f(x)) = g(y) .Dokázali jsme tedy, ¾e g = f�1 . �Poznamenejme, ¾e v pøedhozí vìtì k tomu, aby g = f�1 nestaèí platnost pouzejedné z uvedenýh rovností g Æ f = idA nebo f Æ g = idB , jak by se snad na prvnípohled mohlo zdát. Uka¾me si to na následujíím pøíkladu.Pøíklad 5. 3.Neh» f : N �! N , resp. g : N �! N jsou zobrazení, de�novaná takto :f(x) = x+ 1 pro 8x 2 N resp. g(x) = � 1 pro x = 1x� 1 pro x � 2(zkuste si nejprve obì zobrazení shematiky nakreslit!). Zøejmì platí :g Æ f = idNproto¾e (g Æ f)(x) = g(f(x)) = g(x+ 1) = (x+ 1)� 1 = x .Pøitom v¹ak zobrazení f není surjektivní (nebo» èíslo 1 nemá pøi zobrazení f ¾ádnývzor) a zobrazení g není injektivní (nebo» g(1) = g(2) ). Vidíme tedy, ¾e k zobrazenímf; g inverzní zobrazení vùbe neexistují.Na závìr kapitoly o zobrazeníh uvedeme nìkteré základní úvahy týkajíí se po-rovnávání mno¾in, zejména nekoneènýh. Pùjde pøedev¹ím o to, abyhom se oprostiliod pøedstavy, kterou si nevìdomky pøiná¹íme ji¾ ze základní ¹koly, a sie, ¾e poèetprvkù mno¾iny je èíslo. Budeme se sna¾it navzájem porovnávat poèty prvkù rùznýhmno¾in a provedeme nejjednodu¹¹í klasi�kai nekoneènýh mno¾in, na mno¾iny spoèetnéa nespoèetné. Naví uvidíme, ¾e není mo¾né v¹ehny v¾ité (a správné!) pøedstavy okoneènýh mno¾ináh pøená¹et na mno¾iny nekoneèné.De�nie.Neh» A;B jsou mno¾iny. Jestli¾e existuje bijektivní zobrazení f : A �! B, pak øíkáme,¾e mno¾iny A;B jsou ekvivalentní nebo té¾, ¾e mají stejnou mohutnost a pí¹eme A � B .Vìta 5.4.Neh» A;B;C jsou libovolné mno¾iny. Pak platí :1. A � A2. A � B =) B � A3. A � B ^ B � C =) A � CDùkaz.1. Identiké zobrazení idA : A �! A je v¾dy bijektivní, tzn. v¾dy platí A � A .2. Neh» A � B , tzn. existuje bijektivní zobrazení f : A �! B . Potom v¹ak existujeinverzní zobrazení f�1 : B �! A, které je také bijektivní, a tedy B � A .36



3. Neh» A � B ^B � C , tzn. existují bijektivní zobrazení f : A �! B a g : B �! C .Potom podle vìty 5.2 (èást 1 a 2) je slo¾ené zobrazení (g Æ f) : A �! C takébijektivní, o¾ znamená, ¾e je A � C .Pøíklad 5.4.1. Dvì koneèné mno¾iny mají stejnou mohutnost, právì kdy¾ mají stejný poèet prvkù.2. Mno¾iny N a Z mají stejnou mohutnost.To lze lehe dokázat tak, ¾e sestrojíme nìjaké bijektivní zobrazení mezi tìmito dvìmamno¾inami. Napøíklad zobrazení z pøíkladu 5.1.2 , tzn.f : Z �! N de�nované pøedpisem f(x) = � 2x+ 1 pro x � 0�2x pro x < 0je bijektivní.3. Mno¾iny Z a Q mají stejnou mohutnost.Struènì popí¹eme prinip, jak se sestrojí bijektivní zobrazení mezi mno¾inami Q aZ . Toto zobrazení budeme konstruovat postupnì. Nejprve zobrazíme bijektivnìkladná raionální èísla na kladná elá èísla takto: napí¹eme kladná raionální èísla,vyjádøená v základním tvaru, do øádkù tak, ¾e do 1. øádku napí¹eme postupnìv¹ehna raionální èísla s èitatelem 1 (a vzrùstajíími jmenovateli), do 2. øádkupodobnì v¹ehna raionální èísla s èitatelem 2, atd. Vznikne "tabulka" tvaru11 12 13 14 : : :21 23 25 27 : : :31 32 34 35 : : :Vypí¹eme-li nyní její prvky po diagonáláh, tzn.11 ; 12 ; 21 ; 13 ; 23 ; 31 ; 14 ; 25 ; : : : ,seøadíme tím kladná raionální èísla do posloupnosti a dostaneme hledanou bijekikladnýh raionálníh èísel na kladná elá èísla. Podobným zpùsobem zobrazímebijektivnì záporná raionální èísla na záporná elá èísla a koneènì, nulu zobrazímena nulu.Dohromady pak dostáváme bijektivní zobrazení mno¾iny Q na mno¾inu Z .4. Neh» (a; b) je libovolný pevný otevøený interval na reálné ose. Pak platí:(a; b) a (; d) mají stejnou mohutnost pro jakýkoliv otevøený interval (; d);(a; b) a R+ mají stejnou mohutnost (kde R+ znaèí mno¾inu kladnýh reálnýh èísel);(a; b) a R mají stejnou mohutnost .Tato tvrzení doká¾eme uvedením pøíslu¹nýh bijektivníh zobrazení. Doka¾te si sami,¾e následujíí zobrazení jsou skuteènì bijektivní.f : (a; b) �! (; d) kde f(x) = + d� b� a � (x� a)37



f : (a; b) �! R+ kde f(x) = x� ab� xf : (a; b) �! R kde f(x) = 8><>: x� px� a pro a < x � px� pb� x pro p � x < bpøièem¾ p je libovolné pevné reálné èíslo takové, ¾e a < p < b .5. Neh» (a; b) je libovolný pevný otevøený interval na reálné ose. Pak platí, ¾e intervaly(a; b) ; ha; b) ; (a; bi ; ha; bi mají stejnou mohutnost.Vzhledem k 4. bude zøejmì staèit, kdy¾ sestrojíme bijeki mezi (0; 1i a (0; 1) . Alezobrazení :f : (0; 1i �! (0; 1) de�nované f(x) = � 1x+1 pro x = 1; 12 ; 13 ; 14 ; : : :x jinakje bijektivní (nakreslete si sami shematiký obrázek a doka¾te).Zbývajíí bijeke mezi intervaly h0; 1) a (0; 1) , resp mezi intervaly h0; 1i a (0; 1) sesestrojí podobným zpùsobem.6. Mno¾iny N a R nemají stejnou mohutnost.Vzhledem ke 4. staèí dokázat, ¾e reálný interval (0; 1) a mno¾ina N nemají stejnoumohutnost. Budeme postupovat sporem. Pøedpokládáme tedy, ¾e interval (0; 1) amno¾ina N mají stejnou mohutnost, tzn. prvky intervalu (0; 1) je mo¾né seøadit doposloupnosti. Tedy : (0; 1) = fa1; a2; a3; : : : ; an; : : :g .Ka¾dé èíslo ai má pøitom dekadiký zápisai = 1Xk=1 aik � 10�k = 0 ; ai1 ai2 ai3 : : :Pokud má èíslo ai dva rùzné dekadiké zápisy, pak vybereme nekoneèný zápis, tj.takový, ¾e pro nekoneènì mnoho k je aik 6= 0 . V této souvislosti pøipomeòme, ¾edekadiký zápis reálného èísla je jednoznaèný, a¾ na jednu výjimku, a sie nekoneènýperiodiký zápis s periodou obsahujíí samé devítky pøedstavuje toté¾ raionální èíslo,jako koneèný dekadiký zápis, který dostaneme z pøedhozího tak, ¾e vynehámeperiodu 9 a zvìt¹íme pøedhozí ifru o jednièku. Napøíklad tedy 0,2499999. . . a 0,25jsou dva zápisy tého¾ (raionálního) èísla.Èísla ai vyjádøená dekadiky zapí¹eme do následujíí tabulky:a1 = 0 , a11 a12 a13 : : : a1n : : :a2 = 0 , a21 a22 a23 : : : a2n : : :...an = 0 , an1 an2 an3 : : : ann : : :... 38



Nyní sestrojíme èíslo b , majíí dekadiký zápis b = 0 ; b1 b2 b3 : : : bn : : : takto :polo¾íme bk = � 1 je-li akk 6= 12 je-li akk = 1 pro k = 1; 2; 3; : : : .Potom èíslo b patøí do intervalu (0; 1) , o¾ znamená, ¾e je rovno nìkterému z èísela1; a2; a3; : : : ; an; : : : , napøíklad b = as . Musí tedy (mimo jiné) být ass = bs .Ale èíslo b bylo sestrojené tak, ¾e pro ka¾dé k je bk 6= akk a speielnì tedy takébs 6= ass . Dostáváme tak hledaný spor.K pøedhozímu dùkazu provedenému v pøíkladu 5.4.6. poznamenejme, ¾e jeho základnímy¹lenku objevil nìmeký matematik Georg Cantor (1845 - 1918) konem 19. století.Uvedená metoda se proto také nazývá "Cantorova diagonální metoda".De�nie.Mno¾ina, která má stejnou mohutnost jako mno¾ina N v¹eh pøirozenýh èísel, se nazýváspoèetná mno¾ina. Nekoneèná mno¾ina, která není spoèetná, se nazývá nespoèetnámno¾ina.Vìta 5.5.1. Mno¾iny N ; Z a Q jsou spoèetné mno¾iny.2. Libovolný reálný interval a mno¾iny R+ a R jsou nespoèetné mno¾iny.Dùkaz.Obì tvrzení ihned vyplývají z úvah, které jsme provedli v pøedhozím pøíkladu. �Vìta 5.6.Mno¾iny A a 2A nikdy nemají stejnou mohutnost .Dùkaz.Dùkaz provedeme sporem. Pøedpokládejme tedy, ¾e mno¾iny A a 2A mají stejnoumohutnost, tzn. existuje bijektivní zobrazení f : A �! 2A. Oznaème pakY = fa 2 A j a 62 f(a)g .Vidíme, ¾e Y je podmno¾ina v A, tzn. jinak øeèeno, Y 2 2A. Proto¾e v¹ak f je bijeke,musí existovat (dokone jediný) prvek u 2 A tak, ¾e f(u) = Y . Pro prvek u v¹ak mohounastat dvì mo¾nosti :1. u 2 Y , odkud plyne, ¾e u 62 f(u) = Y , o¾ je spor2. u 62 Y , odkud plyne, ¾e u 2 f(u) = Y , o¾ je opìt spor.Dohromady tedy dostáváme spor, o¾ znamená, ¾e vìta platí. �Dùsledek.Jestli¾e mno¾ina A je spoèetná, potom mno¾ina 2A je nespoèetná.Dùkaz.Neh» A je spoèetná mno¾ina. Pak A je nekoneèná mno¾ina a 2A je tedy také nekoneènámno¾ina. Z vìty 5.6 pak ihned plyne, ¾e 2A je nespoèetná mno¾ina. �39



Poznámka.Podrobnìj¹ími úvahami o mohutnosti mno¾in (a nejen o ní) se bude pozdìji zabývatspeiální kurz z teorie mno¾in. Jenom pro ilustrai uveïme bez dùkazu nìkolik zají-mavýh tvrzení o koneènýh, spoèetnýh a nespoèetnýh mno¾ináh. Napøíklad platí,¾e :1. Mno¾ina A je koneèná, právì kdy¾ ka¾dá její vlastní podmno¾ina má jinou mohutnostne¾ A.2. Je-li I koneèná nebo spoèetná indexová mno¾ina a pro ka¾dé i 2 I je Ai koneènánebo spoèetná mno¾ina, potom Si2I Ai je koneèná nebo spoèetná mno¾ina.3. Kartézský souèin koneèného poètu spoèetnýh mno¾in je spoèetná mno¾ina.4. Je-li A nespoèetná mno¾ina a A � B , pak B je také nespoèetná mno¾ina.Z pøedhozí poznámky mimo jiné bezprostøednì vyplývají dùle¾ité poznatky o ira-ionálníh a komplexníh èísleh, které uvedeme v následujíí vìtì.Vìta 5.7.Mno¾ina v¹eh iraionálníh èísel a mno¾ina v¹eh komplexníh èísel jsou nespoèetnémno¾iny.Dùkaz.Oznaème symbolem Imno¾inu v¹eh iraionálníh èísel. Pak zøejmìR = Q [ I .Mno¾ina raionálníh èísel Q je spoèetná a pokud by mno¾ina I byla koneèná nebospoèetná, potom by podle 2. èásti pøedhozí poznámky musela být mno¾ina Q [ I = Rspoèetná, o¾ v¹ak není. Mno¾ina I je tedy nespoèetná.Dále, mno¾ina A = f(r; 0) j r 2 Rg má zøejmì stejnou mohutnost jako mno¾ina R(proè ?), tzn. je nespoèetná. Proto¾e je A � C , pak podle 4. èásti pøedhozí poznámkyje mno¾ina v¹eh komplexníh èísel C nepoèetná. �
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6. Relae.De�nie.Neh» A;B jsou mno¾iny. Pak libovolná podmno¾ina % kartézského souèinu A � B senazývá relae mezi mno¾inami A a B . Je-li (x; y) 2 % , pak øíkáme, ¾e prvek x jev relai % s prvkem y . Naopak, jestli¾e (x; y) 62 % , pak øíkáme, ¾e prvek x není v relai% s prvkem y .Z de�nie je pøedev¹ím vidìt, ¾e v ní zále¾í na poøadí mno¾in A;B. Jinak øeèeno,relae mezi mno¾inami A;B je nìo jiného, ne¾ relae mezi mno¾inami B;A. Dále, jezøejmé, ¾e relae mezi mno¾inami je opìt mno¾ina. Je tøeba si pouze zvyknout na to, ¾ese v tomto pøípadì k oznaèení mno¾iny obvykle pou¾ívá malé øeké písmeno. Jakékolivúvahy o relaíh jsou tedy úvahami o mno¾ináh. Napøíklad pøi dùkazu rovnosti dvourelaí mezi mno¾inami postupujeme stejnì jako pøi dùkazu jakékoliv jiné rovnosti dvoumno¾in, tzn. obvykle pomoí dùkazu dvou mno¾inovýh inkluzí.De�novat relai % mezi mno¾inami A;B znamená popsat jistou podmno¾inu mno-¾iny A�B , tzn. v podstatì jakýmkoliv korektním zpùsobem jednoznaènì urèit v¹ehnyuspoøádané dvojie z A � B, které patøí do % . Následuje nìkolik pøíkladù relaí mezimno¾inami.Pøíklad 6. 1.1. Neh» A = fa; b; ; dg ; B = fx; y; zg . Pak% = f(a; y); (; y); (; z)gje relaí mezi mno¾inami A;B.2. Neh» A = N ; B = N . Pak% = f(x; y) 2 N � N j y � x je kladné èíslogje relaí mezi mno¾inami A;B. Je zøejmé, ¾e v tomto pøípadì je èíslo x v relai %s èíslem y právì tehdy, kdy¾ x je men¹í ne¾ y (pøi bì¾ném uspoøádání èísel podlevelikosti).3. Neh» A;B jsou libovolné mno¾iny. Uvedeme dva speiální pøípady relaí mezimno¾inami A;B:a) prázdná mno¾ina je zøejmì podmno¾inou A � B, a tedy % = ; je relaí mezimno¾inami A;B, kterou budeme nazývat prázdná relae mezi A;B. Je to tedytaková relae, kdy ¾ádný prvek z A není v relai s ¾ádným prvkem z B .b) druhým speiálním pøípadem podmno¾iny A�B je mno¾ina A�B samotná. Tedy% = A�B je také relaí mezi mno¾inami A;B, kterou budeme nazývat univerzálnírelae mezi A;B. Je to taková relae, kdy ka¾dý prvek z mno¾iny A je v relais ka¾dým prvkem z mno¾iny B .Pøipomeòme, ¾e de�nie relae mezi mno¾inami A;B nevyluèuje pøípad, ¾e nìkteráz mno¾in A;B je prázdná. Je-li A = ; nebo B = ;, pak je zøejmì A � B = ;, odkudplyne, ¾e jedinou mo¾nou relaí mezi mno¾inami A;B je v tomto pøípadì prázdná relae.41



Poznámka.Pojem zobrazení, který jsme døíve zavedli ne zela pøesným zpùsobem, by bylo mo¾nényní naprosto korektnì a pøesnì de�novat pomoí relaí takto:Neh» A;B jsou mno¾iny a neh» f je relae mezi mno¾inami A;B, splòujíí podmínku:ke ka¾dému x 2 A existuje jediné y 2 B tak, ¾e (x; y) 2 f .Pak uspoøádanou trojii (A;B; f) nazýváme zobrazením mno¾iny A do mno¾iny B.Vidíme, ¾e v této de�nii není pou¾it problematiký pojem "pøedpis", a proto nenínapøíklad nutné zvlá¹» popisovat rovnost dvou zobrazení. Na druhé stranì, úvahy o zo-brazeníh v této podobì by byly formálnì komplikované a nepøehledné. Proto nadálebudeme praovat s pojmem zobrazení tak, jak byl pùvodnì zaveden.De�nie.Neh» % je relae mezi mno¾inami A;B a neh» � je relae mezi mno¾inami B;C. Pakrelae � Æ % = f(x; y) 2 A� C j 9 b 2 B tak, ¾e (x; b) 2 % ^ (b; y) 2 �gse nazývá slo¾ená relae z relaí % a � (v tomto poøadí).Symbol �Æ% pro slo¾enou relai èteme buï "� koleèko %" nebo "� po %". Ilustrujmesi skládání relaí na jednoduhém konkrétním pøíkladu.Pøíklad 6. 2.Neh» A = fa; b; ; dg ; B = fx; y; zg ; C = fk; l;m; ng a neh» je dána relae % mezimno¾inami A;B a relae � mezi mno¾inami B;C takto:% = f(a; y); (; y); (; z)g � = f(x; k); (x; l); (x;m); (x; n); (y; k); (y; n)g .Potom z de�nie slo¾ené relae ihned plyne, ¾e � Æ % = f(a; k); (a; n); (; k); (; n)g .Poznámka.Pro vìt¹í názornost si mù¾eme relae mezi mno¾inami znázoròovat gra�ky, zejménajsou-li mno¾iny koneèné. Je-li napøíklad % relaí mezi mno¾inami A;B , pak si znázor-níme prvky obou mno¾in jako body v rovinì a bod r 2 A spojíme orientovanou ¹ipkous bodem s 2 B právì tehdy, kdy¾ (r; s) 2 %. Výsledný obrázek budeme nazývat grafrelae % .Pro relae %; � z pøedhozího pøíkladu tak dostáváme následujíí grafy:
��������Pomoí grafù si mù¾eme shematiky znázornit i dal¹í pojmy, jako napøíklad skládání42



relaí. Je zøejmé, ¾e pøi relai �Æ% vede orientovaná ¹ipka z bodu r 2 A do bodu t 2 C,právì kdy¾ tuto ¹ipku lze "slo¾it" ze ¹ipky patøíí do grafu relae %, zaèínajíí v bodur, a ¹ipky patøíí do grafu relae �, konèíí v bodu t, pøièem¾ obì ¹ipky mají spoleènýbod v mno¾inì B.Vìta 6. 1.Neh» % je relae mezi mno¾inami A;B , � je relae mezi mno¾inami B;C , a � jerelae mezi mno¾inami C;D . Pak platí:� Æ (� Æ % ) = ( � Æ � ) Æ % .Dùkaz.Je zøejmé, ¾e � Æ (� Æ %) i (� Æ �) Æ % jsou relae mezi mno¾inami A;D. Jejih rovnostdokazujeme jako mno¾inovou rovnost."�" neh» (x; y) 2 � Æ (� Æ %) libovolné. Pak podle de�nie slo¾ené relae existuje  2 Ctak, ¾e (x; ) 2 �Æ% ^ (; y) 2 � . Dále existuje b 2 B tak, ¾e (x; b) 2 % ^ (b; ) 2 �.Nyní opìt u¾itím de�nie slo¾ené relae dostáváme, ¾e (b; y) 2 � Æ� a následnì pak(x; y) 2 (� Æ �) Æ % . Dohromady tak dostáváme, ¾e � Æ (� Æ %) � (� Æ �) Æ % ."�" inkluze (� Æ �) Æ % � � Æ (� Æ %) se doká¾e analogikým zpùsobem. �De�nie.Neh» % je libovolná relae mezi mno¾inami A;B . Potom relae %�1 mezi mno¾inamiB;A , de�novaná vztahem :%�1 = f(u; v) 2 B �A j (v; u) 2 % gse nazývá inverzní relae k relai % .Z de�nie inverzní relae okam¾itì vyplývá, ¾e (u; v) 2 %�1 právì tehdy, kdy¾ je(v; u) 2 % . Znázorníme-li si relai % grafem, pak zøejmì graf relae %�1 získáme tak, ¾evezmeme pùvodní graf relae % a v nìm pouze zmìníme orientai v¹eh ¹ipek.Vìta 6. 2.Neh» % je relae mezi mno¾inami A;B a � je relae mezi mno¾inami B;C . Potomplatí:1. (%�1)�1 = %2. (� Æ %)�1 = %�1 Æ ��1 .Dùkaz.1. dokazovaná rovnost okam¾itì vyplývá z de�nie inverzní relae.2. zøejmì (� Æ %)�1 i %�1 Æ ��1 jsou relae mezi mno¾inami C;A. Jejih rovnost tedydokazujeme jako mno¾inovou rovnost."�" neh» (u; v) 2 (� Æ %)�1. Podle de�nie inverzní relae je pak (v; u) 2 � Æ % adále, podle de�nie slo¾ené relae existuje b 2 B tak, ¾e (v; b) 2 % ^ (b; u) 2 � .Potom v¹ak (b; v) 2 %�1 ^ (u; b) 2 ��1 , odkud pak podle de�nie slo¾ené relaedostáváme (u; v) 2 %�1 Æ ��1 . Dohromady tedy: (� Æ %)�1 � %�1 Æ ��1 .43



"�" inkluze %�1 Æ ��1 � (� Æ %)�1 se doká¾e analogikým zpùsobem. �Na závìr této kapitoly se budeme nyní zabývat speiálním, ale v praxi se èastovyskytujíím typem relae mezi mno¾inami A;B, a sie pøípadem, kdy A = B 6= ; .De�nie.Neh» M je neprázdná mno¾ina. Pak libovolná podmno¾ina % kartézského souèinuM�M se nazývá relae na mno¾inì M . Mno¾inu M spolu s relaí % budeme oznaèovatsymbolem (M;%) a budeme øíkat, ¾e (M;%) je mno¾ina s relaí.Pro x; y 2 M budeme místo (x; y) 2 % psát obvykle x% y , resp. místo (x; y) 62 %budeme psát x% y .Pøíklad 6. 3.1. Neh» M = fa; b; ; dg a neh» napøíklad % = f(a; b); (b; a); (b; b); (b; )g . Potom % jerelae na mno¾inì M .2. Neh» M je libovolná neprázdná mno¾ina. Paka) prázdná relae % = ; je relaí na mno¾inì M .b) univerzální relae % = M �M je relaí na mno¾inì M .) mno¾ina f(x; x) j x 2 M libovolné g je relaí na mno¾inì M , kterou nazývámerelae rovnosti a oznaèujeme symbolem � (øeké písmeno jota).3. Neh» M = 2A , kde A je libovolná mno¾ina. Potom mno¾inaf (X;Y ) j X;Y 2 2A ^ X � Y gje relaí na mno¾inì 2A , kterou nazýváme relae inkluze a obvykle ji oznaèujemesymbolem � .4. Neh» M = N je mno¾ina v¹eh pøirozenýh èísel. Pak mno¾inaf (a; b) j a; b 2 N ^ a dìlí b gje relaí na mno¾inì N , kterou nazýváme relae dìlitelnosti (na mno¾inì pøirozenýhèísel) a obvykle ji oznaèujeme symbolem j . Zdùraznìme, ¾e dìlitelnost je v tomtopøípadì hápána jako dìlitelnost v oboru pøirozenýh èísel, tzn. obrat "a dìlí b"znamená: "existuje x 2 N tak, ¾e platí b = a � x " .5. Neh» M = Z je mno¾ina v¹eh elýh èísel a neh» m je pevné pøirozené èíslo. Pakmno¾ina f (a; b) j a; b 2 Z ^ a � b (mod m) gje relaí na mno¾inì v¹eh elýh èísel Z , kterou nazýváme relae kongruene podlemodulu m .Poznámka.Shematiké znázoròování relaí na mno¾inì (zejména, je-li mno¾ina koneèná) mù¾emeprovést obrázkem, podobnì jako u relaí mezi mno¾inami. Jestli¾e je tedy (M;%)mno¾ina s relaí, pak prvky mno¾iny M znázorníme jako body v rovinì a z bodu x44



nakreslíme orientovanou ¹ipku do bodu y právì tehdy, kdy¾ x% y . Pøitom je samozøejmìmo¾né, ¾e ¹ipka zaèíná a konèí ve stejném bodu. Taková ¹ipka se nazývá smyèka.Vzniklý obrázek budeme nazývat uzlový graf relae % .Výhodné je rovnì¾ vyjadøování relae % na (koneèné) mno¾inìM pomoí tabulky, kterousestrojíme následujíím zpùsobem: do záhlaví øádkù a sloupù vypí¹eme prvky mno¾inyM , a to ve stejném poøadí. Do prùseèíku øádku oznaèeného x a sloupe oznaèeného ypak napí¹eme jednièku, je-li x% y , resp. napí¹eme nulu, je-li x% y .Oba zpùsoby vyjádøení relaí si uka¾me na relai z pøíkladu 6. 3. 1. , tzn. je-liM = fa; b; ; dg a % = f(a; b); (b; a); (b; b); (b; )g.
������

a b  da 0 1 0 0b 1 1 1 0 0 0 0 0d 0 0 0 0Pozdìji uvidíme, ¾e nìkteré speiální typy relaí na mno¾inì je výhodné znázoròovati jiným zpùsobem. Nyní si v¹ak nejprve popí¹eme základní vlastnosti relaí na mno¾inì.De�nie.Neh» (M;% ) je mno¾ina s relaí. Øekneme, ¾e relae % je1. reexivní, jestli¾e: x 2M libovolný ) x% x2. symetriká, jestli¾e: x; y 2M ^ x% y ) y% x3. antisymetriká, jestli¾e: x; y 2M ^ x% y ^ y% x ) x = y4. tranzitivní, jestli¾e: x; y; z 2M ^ x% y ^ y% z ) x% z5. úplná, jestli¾e: x; y 2M libovolné ) x% y _ y% x .Poznámka.Pøedhozí de�nie bude hrát v úvaháh o relaíh na mno¾inì zásadní roli, a protoje nutné ji dobøe pohopit a bezpeènì zvládnout. Uka¾me si je¹tì, jak se poznají vý¹ede�nované vlastnosti relaí (kromì tranzitivity, kde je situae slo¾itìj¹í) z uzlového grafu(viz a)) a z tabulky relae (viz b)):reexivnost : a) ka¾dý bod je opatøen smyèkoub) v hlavní diagonále tabulky jsou samé jednièkysymetrie : a) mezi dvìma rùznými body jsou buï dvì ¹ipky nebo ¾ádná ¹ipkab) tabulka je symetriká podle hlavní diagonályantisymetrie : a) mezi dvìma rùznými body je buï jedna nebo ¾ádná ¹ipkab) dvì rùzná políèka symetriká podle hlavní diagonály obsahují nejvý-¹e jednu jednièku 45



úplnost : a) ka¾dý bod je opatøen smyèkou a ka¾dé dva rùzné body jsou spojeny(alespoò jednou) ¹ipkoub) v hlavní diagonále jsou samé jednièky a dvì rùzná políèka symetri-ká podle hlavní diagonály obsahují alespoò jednu jednièkuJinou harakterizai základníh typù relaí na mno¾inì uvádí následujíí vìta.Vìta 6. 3.Neh» (M;% ) je mno¾ina s relaí. Pak platí :1. relae % je reexivní , � � % (kde � znaèí relai rovnosti na M )2. relae % je symetriká , % � %�13. relae % je antisymetriká , % \ %�1 � �4. relae % je tranzitivní , % Æ % � %5. relae % je úplná , % [ %�1 = M �M .Dùkaz.1. tvrzení zøejmì platí.2. Dùkaz implikae ")".Neh» % je symetriká relae na M . Doká¾eme, ¾e % � %�1. Neh» (x; y) 2 % libo-volné, tzn. x% y . Podle pøedpokladu je ale y% x , neboli (y; x) 2 % odkud dostáváme(x; y) 2 %�1. Platí tedy: % � %�1.Dùkaz implikae "(".Pøedpokládejme, ¾e % � %�1. Neh» x% y , tzn. (x; y) 2 %. Podle pøedpokladu je ale(x; y) 2 %�1 , neboli (y; x) 2 % . Tedy y% x a relae % je symetriká.3. Dùkaz implikae ")".Neh» % je antisymetriká relae na M a neh» (x; y) 2 % \ %�1 libovolné, tzn. platíx% y ^ y% x . Ale % je antisymetriká, a tedy x = y , neboli (x; y) 2 � . Dostávámetak, ¾e % \ %�1 � � .Dùkaz implikae "(".Neh» % \ %�1 � � a neh» je x% y ^ y% x . To ale znamená, ¾e (x; y) 2 % \ %�1, apodle pøedpokladu je tedy (x; y) 2 � , neboli x = y . Dokázali jsme tedy, ¾e relae %je antisymetriká.4. Dùkaz implikae ")".Neh» relae % je tranzitivní a neh» (x; y) 2 %Æ% libovolné. Pak podle de�nie slo¾enérelae existuje prvek u 2M tak, ¾e x% u ^ u% y . Z tranzitivnosti relae % pak plyne,¾e x% y , neboli (x; y) 2 % . Dokázali jsme tak, ¾e % Æ % � % .Dùkaz implikae "(".Neh» % Æ % � % a neh» x% y ^ y% z , o¾ znamená, ¾e (x; y) 2 % ^ (y; z) 2 %.Potom podle de�nie slo¾ené relae je (x; z) 2 % Æ % � % , tzn. x% z . Tedy relae % jetranzitivní. 46



5. Dùkaz implikae ")".Neh» % je úplná relae. Vzhledem k tomu, ¾e jistì platí: % [ %�1 � M � M ,staèí dokázat pouze opaènou inkluzi. Neh» tedy (x; y) 2 M � M . Z toho, ¾erelae % je úplná vyplývá, ¾e x% y _ y% x , tzn. (x; y) 2 % _ (y; x) 2 %. Je tedy(x; y) 2 % _ (x; y) 2 %�1, o¾ znamená, ¾e (x; y) 2 % [ %�1 . Dokázali jsme tedy, ¾e% [ %�1 = M �M .Dùkaz implikae "(".Neh» % [ %�1 = M �M . Neh» x; y 2 M jsou libovolné prvky. Potom zøejmì(x; y) 2 M � M = % [ %�1, odkud plyne, ¾e (x; y) 2 % _ (x; y) 2 %�1, a tedyx% y _ y% x . Tím jsme dokázali, ¾e relae % je úplná. �K uvedeným vlastnostem relaí na mno¾inì je¹tì poznamenejme, ¾e symetriènosta antisymetriènost se navzájem nevyluèují (napøíklad relae rovnosti na M je zároveòsymetriká i antisymetriká). Dále je je¹tì dobré si uvìdomit, ¾e úplná relae musí býtv¾dy reexivní.Následujíí tabulka nám pøehlednì uvádí, které z vý¹e zavedenýh vlastností mají èinemají relae z pøíkladu 6. 3. Je velmi u¾iteèné si ka¾dou jednotlivou odpovìï podrobnìsamostatnì ovìøit. Èíslování relaí je stejné jako v pøíkladu 6. 3.1 2 a 2b 2  3 4 5reexivní ne ne ano ano ano ano anosymetriká ne ano ano ano (��) ne anoantisymetriká ne ano (�) ano ano ano netranzitivní ne ano ano ano ano ano anoúplná ne ne ano (�) (���) ne neV nìkterýh pøípadeh závisí uvedené vlastnosti relaí na poètu prvkù mno¾iny M :(�) ano, je-li M jednoprvková mno¾ina, jinak ne(��) ano, je-li A prázdná mno¾ina, jinak ne(���) ano, je-li A prázdná nebo jednoprvková mno¾ina, jinak ne.Relae na mno¾inìM , tak jak byla v této kapitole de�nována, se také nìkdy nazývá"binární relae". Tento pojem je mo¾no zøejmým zpùsobem zobenit na pojem tzv."n { ární relae na mno¾inì M", která je pak de�nována jako libovolná podmno¾inakartézského souèinu M n = M�M� : : : �M (n { krát), pro libovolné pevné pøirozenéèíslo n. Ve speiálníh pøípadeh dostáváme :pro n = 1 tzv. unární relai (o¾ je vlastnì libovolná podmno¾ina mno¾iny M),pro n = 2 tzv. binární relai, s ní¾ jsme praovali vý¹e,pro n = 3 tzv. ternární relai, o¾ je libovolná podmno¾ina M �M �M , atd.
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7. Uspoøádané mno¾iny.V této a v následujíí kapitole budeme podrobnìji studovat relae na mno¾inì,které splòují souèasnì nìkolik z døíve de�novanýh vlastností relaí.De�nie.Neh» (M;%) je mno¾ina s relaí, pøièem¾ relae % je reexivní, antisymetriká a tranzi-tivní. Pak relae % se nazývá uspoøádání a (M;%) se nazývá uspoøádaná mno¾ina.Je-li naví relae % úplná, pak se % nazývá lineární uspoøádání a (M;%) se nazýválineárnì uspoøádaná mno¾ina nebo kráte øetìze.Pøíklad 7. 1.1. Relae inkluze � na mno¾inì 2A (tzn. na mno¾inì v¹eh podmno¾in mno¾iny A) jerelaí uspoøádání.Pøitom (2A;�) je lineárnì uspoøádaná mno¾ina, právì kdy¾ mno¾ina A je prázdnánebo jednoprvková (tzn. právì kdy¾ mno¾ina 2A má jeden nebo dva prvky).2. Relae dìlitelnosti j na mno¾inì v¹eh pøirozenýh èísel N je relaí uspoøádání. Pøitom (N ; j ) není lineárnì uspoøádaná mno¾ina.V této souvislosti poznamenejme, ¾e relae dìlitelnosti na mno¾inì v¹eh elýh èíselZ není relaí uspoøádání, a to proto, ¾e není antisymetriká.3. Relae uspoøádání èísel podle velikosti � na mno¾inì N je relaí lineárního uspoøá-dání, a tedy (N ;�) je lineárnì uspoøádaná mno¾ina.Pøitom relaí "uspoøádání èísel podle velikosti" rozumíme relai � de�novanouzpùsobem známým ze støední ¹koly, tzn.x � y právì kdy¾ y � x je nezáporné èíslo.Podobnì, relae uspoøádání èísel podle velikosti � je relaí lineárního uspoøádání namno¾inì v¹eh elýh èísel Z, raionálníh èísel Q a reálnýh èísel R . Dostáváme taklineárnì uspoøádané mno¾iny (Z;�) , (Q ;�) a (R ;�) .Úmluva.Libovolnou relai uspoøádání budeme v dal¹ím pøi obenýh úvaháh oznaèovat sym-bolem � ("men¹í nebo rovno") místo symbolu % nebo jinýh øekýh písmen. Jednáse o v¾itou konveni vzniklou z toho, ¾e klasikým pøíkladem relae uspoøádání jeuspoøádání èísel podle velikosti, oznaèované standardnì symbolem � . V této souvis-losti je v¹ak nutno zdùraznit, ¾e v obené rovinì nebude mít symbol � ni spoleènéhos uspoøádáním èísel podle velikosti. Je-li � libovolná relae uspoøádání, pak zavedemedal¹í úmluvu, a sie:místo konjunke x � y ^ x 6= y budeme struènì psát x < ya èíst "x je men¹í ne¾ y". Modelem pro toto oznaèení je opìt stejný symbol pou¾ívanýna støední ¹kole pro porovnávání èísel podle velikosti, pøièem¾ v na¹em pøípadì nebudemít zavedený symbol < s èísly opìt obenì ni spoleèného. Výhodou tohoto oznaèeníje pøedev¹ím to, ¾e jediným symbolem oznaèuje konjunki dvou podmínek.48



Poznámka.Uspoøádanou mno¾inu (M;�)mù¾eme (zejména, je-li mno¾inaM koneèná) znázoròovatgra�ky. Postupujeme pøitom následujíím zpùsobem:1. prvky mno¾iny M znázorníme jako body v rovinì2. je-li x < y pak bod x nakreslíme ní¾e ne¾ bod y3. dva body x; y spojíme úseèkou právì tehdy, kdy¾ x < y a neexistuje ¾ádný bod "mezinimi", tzn. neexistuje k 2M tak, ¾e x < k ^ k < y .Výsledný graf se pak nazývá hasseovský diagram uspoøádané mno¾iny (M;�) . Je ihnedvidìt, ¾e se vlastnì jedná o zjednodu¹ený uzlový graf relae � (jsou vynehány smyèky,které by mìly být u ka¾dého bodu, dále je vynehána orientae ¹ipek, která je nahrazenaumístìním bodu "ní¾e" èi "vý¹e" a koneènì jsou vynehány "zbyteèné" ¹ipky, jejih¾existene plyne z tranzitivnosti relae � ) .Pro úplnost poznamenejme, ¾e uvedená konstruke nede�nuje jednoznaènì "tvar" has-seovského diagramu. Jednu a tuté¾ uspoøádanou mno¾inu je èasto mo¾né znázornithasseovskými diagramy rùznýh tvarù tak, ¾e na první pohled nemusí být vùbe zøejmé,¾e jde o diagramy té¾e uspoøádané mno¾iny. Na druhé stranì, známe-li hasseovský dia-gram uspoøádané mno¾iny, pak z nìj lze relai � jednoznaènì zpìtnì zrekonstruovat.Vidíme tedy, ¾e je mo¾né zadávat uspoøádanou mno¾inu pomoí jejího hasseovskéhodiagramu.Pøíklad 7. 2.1. Neh» A = fa; b; g ; potom je 2A = f ;; fag; fbg; fg; fa; bg; fa; g; fb; g; fa; b; gg ahasseovský diagram uspoøádané mno¾iny (2A;�) je znázornìn na obrázku a).2. Èást hasseovského diagramu uspoøádané mno¾iny (N ; j ) z pøíkladu 7. 1. 2 je znázor-nìna na obrázku b). Zde si uvìdomme, ¾e obrázek vlastnì nezahyuje správnì elousituai, proto¾e z ka¾dého èísla x ve skuteènosti vyhází nekoneènì mnoho úseèek,vedouíh do èísel x � p , kde p je libovolné prvoèíslo, pøièem¾ prvoèísel je, jak víme,nekoneènì mnoho.3. Èást hasseovského diagramu uspoøádané mno¾iny (N ;� ) z pøíkladu 7. 1. 3 (tzn. sym-bol � v tomto pøípadì znaèí uspoøádání pøirozenýh èísel podle velikosti) je znázor-nìna na obrázku ).
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Je jasné, ¾e u nekoneènýh uspoøádanýh mno¾in nelze jejih hasseovský diagramnikdy nakreslit elý. Vzniklý obrázek je pak jen víe èi ménì názornou orientaèní po-mùkou a nìkdy ani nemá smysl se sna¾it jej nakreslit, jako tøeba u uspoøádané mno¾iny( 2R;� ) .V uspoøádanýh mno¾ináh se mohou vyskytovat jisté "význaèné" prvky, které sinyní popí¹eme v následujíí de�nii.De�nie.Neh» (M;�) je uspoøádaná mno¾ina. Prvek a 2M se nazývánejmen¹í , jestli¾e pro ka¾dé x 2M platí : a � xnejvìt¹í , jestli¾e pro ka¾dé x 2M platí : x � aminimální , jestli¾e neexistuje prvek x 2M s vlastností : x < amaximální , jestli¾e neexistuje prvek x 2M s vlastností : a < x .Dále, dva prvky u; v 2M se nazývají srovnatelné, jestli¾e platí, ¾e u � v nebo v � u .V opaèném pøípadì se prvky u; v nazývají nesrovnatelné.Pøíklad 7. 3.1. Neh» uspoøádaná mno¾ina (M;�) je zadána následujíím hasseovským diagramem:
������Potom: nejmen¹ím prvkem této uspoøádané mno¾iny je prvek a, nejvìt¹í prvek zdeneexistuje, minimálním prvkem je prvek a a maximálními prvky jsou prvky b; e .Dále, nesrovnatelnými prvky jsou dvojie prvkù b;  , resp. b; d , resp. b; e , resp. ; d .V¹ehny ostatní dvojie prvkù jsou srovnatelné prvky.2. U uspoøádanýh mno¾in z pøíkladu 7. 2. platí :1. nejmen¹ím a zároveò jediným minimálním prvkem je ;. Nejvìt¹ím a zároveòjediným maximálním prvkem je fa; b; g.2. nejmen¹ím a zároveò jediným minimálním prvkem je èíslo 1, nejvìt¹í ani maxi-mální prvek zde neexistuje { rozmyslete si podrobnì, proè tomu tak je.Zároveò si zkuste rozmyslet, jak by se situae zmìnila v pøípadì, ¾e byhomk mno¾inì N pøidali èíslo nula a relaí by byla relae dìlitelnosti na této mno¾inìv¹eh nezápornýh elýh èísel.3. nejmen¹ím a zároveò jediným minimálním prvkem je èíslo 1, nejvìt¹í ani maxi-mální prvek zde neexistuje.Poznámka.Ovìøujeme-li o nìjakém prvku a 2 M , ¾e je minimálním prvkem uspoøádané mno¾iny(M;�) , pak je obvykle tehniky nejvýhodnìj¹í postupovat tak, ¾e dokazujeme impli-kai : 50



x 2M ^ x � a ) x = a .Podobnì, ovìøujeme-li, ¾e prvek a je maximálním prvkem uspoøádané mno¾iny (M;�) ,pak obvykle dokazujeme implikai :x 2M ^ a � x ) x = a .Z pøedhozíh pøíkladù je vidìt, ¾e nejmen¹í, nejvìt¹í, minimální a maximální prvekv uspoøádané mno¾inì existovat mù¾e, ale nemusí. Naví, minimálníh nebo maximál-níh prvkù mù¾e v uspoøádané mno¾inì existovat pøípadnì i víe. Co v¹ehno v tétosouvislosti platí, ukazuje následujíí vìta.Vìta 7. 1.Neh» (M;�) je uspoøádaná mno¾ina. Pak platí:1. v uspoøádané mno¾inì (M;�) existuje nejvý¹e jeden nejmen¹í prvek a nejvý¹e jedennejvìt¹í prvek.2. je-li a 2M nejmen¹ím prvkem, pak je také minimálním prvkem a ¾ádné dal¹í mini-mální prvky v uspoøádané mno¾inì (M;�) neexistují.Podobnì, je-li a 2 M nejvìt¹ím prvkem, pak je také maximálním prvkem a ¾ádnédal¹í maximální prvky v uspoøádané mno¾inì (M;�) neexistují.Dùkaz.Tvrzení vìty doká¾eme v¾dy pro nejmen¹í /minimální prvek. Zbytek obou tvrzení pronejvìt¹í /maximální prvky se doká¾e analogiky.1. dokazujeme, ¾e v (M;�) existuje nejvý¹e jeden nejmen¹í prvek. Budeme pøitom po-stupovat tak, ¾e budeme pøedpokládat existeni dvou nejmen¹íh prvkù a doká¾eme,¾e se tyto prvky rovnají.Neh» tedy a; b jsou nejmen¹í prvky v (M;�). Potom je a � b (proto¾e a je nejmen¹ímprvkem) a zároveò je b � a (proto¾e b je nejmen¹ím prvkem). Z antisymetrie relae� pak ihned dostáváme, ¾e a = b .2. neh» a 2M je nejmen¹í prvek. Postupem popsaným v pøedhozí poznáme doká¾e-me, ¾e a je minimálním prvkem.Neh» tedy x 2M ^ x � a . Ale a je podle pøedpokladu nejmen¹í prvek, tzn. musíplatit a � x . Z antisymetrie relae � pak dostáváme, ¾e x = a . Tedy a je minimálníprvek.Zbývá dokázat, ¾e ¾ádné dal¹í minimální prvky rùzné od a u¾ v (M;�) neexistují.Neh» tedy y 2M je libovolný minimální prvek.Prvek a je podle pøedpokladu nejmen¹ím prvkem, tzn. musí platit, ¾e a � y, odkudji¾ plyne (vzhledem k tomu, ¾e y je minimální prvek), ¾e y = a . �Poznámka.Upozornìme je¹tì jednou na typikou úvahu pou¾itou v 1. èásti dùkazu pøedhozí vìty,kde jsme dokazovali, ¾e nejmen¹í prvek v uspoøádané mno¾inì existuje nejvý¹e jeden.Jestli¾e v matematie dokazujeme, ¾e nìèeho existuje nejvý¹e jeden exempláø, pak ob-vykle postupujeme tak, ¾e pøedpokládáme existeni dvou exempláøù a následnì o nihdoká¾eme, ¾e se sobì rovnají. 51



Vìta 7. 2.Uspoøádaná mno¾ina (M;�) je lineárnì uspoøádaná právì kdy¾ jsou ka¾dé dva prvkymno¾iny M srovnatelné.Dùkaz.Tvrzení plyne ihned z de�nie lineárnì uspoøádané mno¾iny a z de�nie srovnatelnýhprvkù. �Vìta 7. 3.Neh» (M;�) je lineárnì uspoøádaná mno¾ina. Potom platí:1. prvek a 2M je minimální, právì kdy¾ je nejmen¹í2. prvek a 2M je maximální, právì kdy¾ je nejvìt¹í.Dùkaz.Tvrzení doká¾eme pro minimální a nejmen¹í prvek. Pro maximální a nejvìt¹í prvek sedùkaz provede analogiky.Dùkaz implikae ")".Neh» a je minimální prvek a neh» x 2 M je libovolný prvek. Podle pøedpokladu je(M;�) lineárnì uspoøádaná mno¾ina, tzn. musí být a � x nebo x � a . Ale z x � aplyne, ¾e x = a (proto¾e prvek a je minimální), neboli a � x. V¾dy tedy platí a � x ,o¾ znamená, ¾e prvek a je nejmen¹ím prvkem.Dùkaz implikae "(".Tato implikae ihned plyne z 2. èásti vìty 7.1. �Na závìr kapitoly o uspoøádanýh mno¾ináh zavedeme nejprve pro libovolnouuspoøádanou mno¾inu pojmy suprema a in�ma nìjaké její podmno¾iny a následnìpak rozebereme jejih základní vlastnosti. Uvedené pojmy najdou uplatnìní v dal¹íhmatematikýh disiplináh.De�nie.Neh» (M;�) je uspoøádaná mno¾ina, neh» A je libovolná podmno¾ina v M a neh» 2M . Prvek  se nazývá{ dolní závora mno¾iny A , jestli¾e pro libovolné x 2 A platí  � x{ horní závora mno¾iny A , jestli¾e pro libovolné x 2 A platí x � { in�mum mno¾iny A (v mno¾inì M) , jestli¾e  je nejvìt¹í dolní závora mno¾iny A;pí¹eme pak  = infM A nebo jenom struènì  = inf A{ supremum mno¾iny A (v mno¾inì M) , jestli¾e  je nejmen¹í horní závora mno¾inyA; pí¹eme pak  = supM A nebo jenom struènì  = supA .Poznámka.Obrat " je nejvìt¹í dolní závora mno¾iny A", pou¾itý v de�nii in�ma, lze pøesnìjivyjádøit slovním obratem " je nejvìt¹ím prvkem uspoøádané mno¾iny v¹eh dolníhzávor mno¾iny A" . Dokazujeme-li tedy, ¾e  = inf A pak musíme dokázat dvì vìi :�)  je dolní závora mno¾iny A�) je-li m dolní závora mno¾iny A , pak je m �  .52



Samotná de�nie in�ma obenì nezaruèuje jeho existeni. Mù¾e se toti¾ stát, ¾e mno¾inadolníh závor mno¾iny A je prázdná nebo je sie neprázdná, ale nemá nejvìt¹í prvek.V takovém pøípadì pak in�mum A neexistuje. Na druhé stranì, pokud in�mum Aexistuje, pak musí být jediné (o¾ ihned vyplývá z vìty 7.1.1.), pøièem¾ toto in�mummù¾e nebo také nemusí být prvkem mno¾iny A .Analogiké úvahy platí pro supremum mno¾iny A v uspoøádané mno¾inì (M;�) , tzn.supremum A mù¾e anebo nemusí existovat a pokud existuje, pak je jediné, pøièem¾mù¾e anebo nemusí v A le¾et.Pøipomeòme je¹tì, ¾e de�nie in�ma a suprema mno¾iny A nevyluèuje situai, ¾emno¾ina A je prázdná. Potom :{ in�mum prázdné mno¾iny existuje právì kdy¾ uspoøádaná mno¾ina (M;�) má nej-vìt¹í prvek  a v takovém pøípadì je inf ; = .{ podobnì, sup ; je rovno nejmen¹ímu prvku uspoøádané mno¾iny (M;�), pokud tentonejmen¹í prvek existuje, jinak sup ; neexistuje.Pøíklad 7.4.1. Neh» M = fa; b; ; d; e; f; g; hg a uspoøádaná mno¾ina (M;�) je zadána hasseov-ským diagramem
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Uka¾me si, jak vypadají in�ma a suprema nìkterýh podmno¾in mno¾iny M .{ je-li A = fa; b; g , potom inf A = a a supA = e{ je-li A = fe; f; gg , potom inf A =  a supA neexistuje (proto¾e mno¾ina horníhzávor A je prázdná){ je-li A = fd; eg , potom inf A neexistuje (proto¾e mno¾ina dolníh závor A jeprázdná) a supA = h{ je-li A = f; dg , potom inf A neexistuje (proto¾e mno¾ina dolníh závor A jeprázdná) a supA také neexistuje (proto¾e mno¾ina horníh závor A , tj. mno¾inaff; g; hg nemá nejmen¹í prvek).2. Uva¾me uspoøádanou mno¾inu (N ; j ) , tzn. mno¾inu v¹eh pøirozenýh èísel s relaídìlitelnosti. Potom napøíklad platí :{ ka¾dá dvouprvková podmno¾ina fa; bg má in�mum, kterým je nejvìt¹í spoleènýdìlitel èísel a; b 53



{ ka¾dá dvouprvková podmno¾ina fa; bgmá supremum, kterým je nejmen¹í spoleènýnásobek èísel a; b{ je-li A libovolná nekoneèná podmno¾ina v N pak její supremum neexistuje (mno-¾ina horníh závor A je v tomto pøípadì prázdná).3. Uva¾me uspoøádanou mno¾inu (R ;� ) , tzn. mno¾inu v¹eh reálnýh èísel s relaíuspoøádání èísel podle velikosti. Potom napøíklad pro intervaly (0; 1) a h0; 1i platí :inf (0; 1) = 0 ; sup (0; 1) = 1 ; inf h0; 1i = 0 ; sup h0; 1i = 1 :4. Uva¾me uspoøádanou mno¾inu (2A;� ) . Neh» B je neprázdná podmno¾ina mno¾iny2A (tzn. prvky mno¾iny B jsou jisté podmno¾iny mno¾iny A), potom je zøejmìinf B = TX2BX ; supB = SX2BX .Vidíme tedy, ¾e v tomto pøípadì je in�mem mno¾inový prùnik a supremem je mno-¾inové sjednoení v¹eh mno¾in patøííh do B.Vzájemný vztah mezi existení in�m a suprem libovolnýh podmno¾in dané uspo-øádané mno¾iny (M;�) popisuje následujíí vìta. Poznamenejme je¹tì, ¾e pøedpoklad"libovolná podmno¾ina má in�mum" vynuuje existeni nejmen¹ího a nejvìt¹ího prvkuv (M;�) (nejmen¹ím prvkem je infM a nejvìt¹ím prvkem je inf ; ) . Podobnì, pøed-poklad "libovolná podmno¾ina má supremum" rovnì¾ vynuuje existeni nejmen¹íhoprvku (kterým je sup ;) a nejvìt¹ího prvku (kterým je supM).Vìta 7.4.Neh» (M;�) je uspoøádaná mno¾ina. Pak následujíí výroky jsou ekvivalentní :1. libovolná podmno¾ina mno¾iny M má in�mum2. libovolná podmno¾ina mno¾iny M má supremum.Dùkaz.Dùkaz implikae "1 =) 2".Neh» A je libovolná podmno¾ina v M . Oznaème H mno¾inu v¹eh horníh závormno¾iny A (v M). Podle pøedpokladu existuje in�mum mno¾iny H, které oznaèíme  .Nyní budeme dokazovat, ¾e  je hledané supremum mno¾iny A.�) neh» a 2 A je libovolný prvek.Je-li H = ; , pak  je nejvìt¹í prvek M , a tedy a �  . Je-li H 6= ; a h 2 H , pakmusí být a � h (proè ?). To v¹ak znamená, ¾e prvek a je dolní závorou mno¾inyH. Ale  je in�mem mno¾iny H a proto musí být a � .Dokázali jsme tedy, ¾e  je horní závora mno¾iny A .�) neh» y je libovolná horní závora mno¾iny A.Jinými slovy øeèeno, y 2 H . Prvek  je v¹ak in�mem mno¾iny H, a tedy musí být � y. Dokázali jsme tak, ¾e  je nejmen¹í horní závora mno¾iny A .Dohromady platí, ¾e  = supA , tzn. libovolná podmno¾ina v M má supremum.Dùkaz implikae "2 =) 1".Provede se analogikým zpùsobem, jako pøedhozí èást dùkazu. �54



De�nie.Neh» (M;�) je uspoøádaná mno¾ina.Jestli¾e ka¾dá dvouprvková podmno¾ina mno¾iny M má in�mum i supremum, pak se(M;�) nazývá svaz.Jestli¾e ka¾dá podmno¾ina mno¾inyM má in�mum i supremum, pak se (M;�) nazýváúplný svaz.Poznámka.Z pøedhozí de�nie bezprostøednì vyplývá nìkolik skuteèností, které je dobré si uvì-domit. Napøíklad :1. Je-li (M;�) svaz, potom také ka¾dá koneèná neprázdná podmno¾ina vM má in�muma supremum (doká¾e se matematikou indukí). V pøípadì, ¾e mno¾inaM je koneèná(a neprázdná), tedy pojmy svaz a úplný svaz splývají.2. Je-li (M;�) úplný svaz, potom je také svaz. Opaèná implikae samozøejmì neplatí,jak uká¾eme dále na pøíkladeh.3. Ka¾dý úplný svaz (M;�) má nejmen¹í a nejvìt¹í prvek, kterým je infM a supM .Pøíklad 7.5.1. Ka¾dá lineárnì uspoøádaná mno¾ina je svaz.Speielnì tedy (N ;�) , (Z;�) , (Q ;�) , (R ;�) , kde � znaèí uspoøádání èísel podlevelikosti, jsou svazy. ®ádný z nih v¹ak není úplným svazem.2. Uspoøádaná mno¾ina (N ; j ) je svaz, který není úplným svazem, o¾ vyplývá z pøíkladu7.4.2.3. Neh» A je libovolná mno¾ina. Pak uspoøádaná mno¾ina (2A;� ) je úplný svaz, o¾vyplývá z pøíkladu 7.4.4.4. Následujíí obrázek udává hasseovské diagramy v¹eh koneènýh n-prvkovýh svazùpro n = 1; 2; 3; 4; 5.
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8. Ekvivalene a rozklady.De�nie.Neh» (M;%) je mno¾ina s relaí, pøièem¾ relae % je reexivní, symetriká a tranzitivní.Pak se relae % nazývá ekvivalene (na mno¾inì M).Pro oznaèování relae ekvivalene budeme místo øekýh písmen obvykle pou¾ívatsymbol � (èti "vlnovka").Pøíklad 8. 1.1. Neh» M je libovolná neprázdná mno¾ina. Pak nejjednodu¹¹ími pøíklady relaí ekvi-valene na mno¾inì M jsoua) relae rovnosti � ,b) univerzální relae M �M ,které jsme zavedli v kapitole o relaíh (viz pøíklad 6. 3. 2  a 6. 3. 2 b), kde jsme takéuvedli, ¾e ka¾dá z tìhto relaí je reexivní, symetriká a tranzitivní.2. Relae kongruene podle modulu m je relaí ekvivalene na mno¾inì Z v¹eh elýhèísel. Tuto relai jsme zavedli v pøíkladu 6. 3. 5. Vìta 4. 8. pak ukazuje, ¾e relaekongruene podle modulum je reexivní, symetriká a tranzitivní, tzn. je to skuteènìrelae ekvivalene na Z .3. Neh» f : A �! B je zobrazení. Na mno¾inì A nyní de�nujeme relai � takto :pro x; y 2 A polo¾íme : x � y právì kdy¾ f(x) = f(y) .Je ihned vidìt, ¾e � je relae na A, která je reexivní, symetriká a tranzitivní (samisi podrobnì rozmyslete !). Tedy � je relaí ekvivalene na mno¾inì A .Poznámka.Na dané neprázdné mno¾inì M lze zøejmì de�novat elou øadu rùznýh relaí ekviva-lene. Oznaème si symbolem E(M) mno¾inu v¹eh relaí ekvivalene na mno¾inì M .Uvìdomíme-li si, ¾e relae ekvivalene na M je vlastnì jistá podmno¾ina kartézskéhosouèinu M �M a relae mno¾inové inkluze je v¾dy reexivní, antisymetriká a tranzi-tivní, potom je zøejmé, ¾e (E(M);�) je uspoøádaná mno¾ina. Uvá¾íme-li dále, ¾e relaerovnosti � a univerzální relae M �M jsou relaemi ekvivalene na mno¾inì M (vizpøíklad 8. 1. 1.), pak je ji¾ jednoduhé ukázat, ¾e relae rovnosti je nejmen¹ím prvkemuspoøádané mno¾iny (E(M);�) a univerzální relae je nejvìt¹ím prvkem uspoøádanémno¾iny (E(M);�) .De�nie.Neh» M je libovolná neprázdná mno¾ina. Pak systém R neprázdnýh podmno¾inmno¾iny M , splòujííh podmínky :1. libovolné dvì rùzné mno¾iny ze systému R jsou disjunktní2. sjednoení v¹eh mno¾in ze systému R je rovno elé mno¾inì M ,se nazývá rozklad na mno¾inì M . Prvky systému R se nazývají tøídy rozkladu R .56



Podmínky, které jsme v pøedhozí de�nii vyjádøili slovnì, lze pomoí matematikésymboliky zapsat následovnì :1. X;Y 2 R ^ X 6= Y ) X \ Y = ;2. SX (X 2 R) = MRozklad na mno¾inì si mù¾eme ilustrovat náèrtkem podobného tvaru, jaký je uvedenna následujíím obrázku. Na nìm je znázornìn rozklad R na mno¾inì M , takový, ¾eR = fU; V;X; Y; Zg. Rozklad R má tedy v tomto pøípadì 5 tøíd rozkladu, kterými jsoumno¾iny U; V;X; Y; Z. Uvedený obrázek je samozøejmì pouze orientaèní a nepøesný(mìlo by napøíklad být øeèeno, kam patøí hranie jednotlivýh mno¾in). Je zøejmé, ¾epoèet tøíd rozkladu nemusí být koneèný tak jako na obrázku, ale mù¾e být i nekoneèný.V ka¾dém pøípadì v¹ak musí být R 6= ; .
������Poznámka.Dokazujeme-li, ¾e systém mno¾in R je rozkladem na mno¾inìM , pak z de�nie rozkladuplyne, ¾e je nutné ovìøit následujíí tøi podmínky :1. ka¾dá mno¾ina z R je neprázdnou podmno¾inou v M .2. dvì rùzné mno¾iny z R jsou disjunktní. Tuto podmínku je obvykle tehniky nejvý-hodnìj¹í dokazovat tak, ¾e:pøedpokládáme X;Y 2 R ^ X \ Y 6= ; a doká¾eme, ¾e X = Y .3. sjednoení v¹eh mno¾in z R je rovno elé mno¾inì M . Zde tehniky dokazujemepouze inkluzi M � SX (X 2 R) , proto¾e opaèná inkluze je zøejmì v¾dykysplnìna.Pøíklad 8. 2.1. Neh» M je libovolná neprázdná mno¾ina. Pak nejjednodu¹¹ími pøíklady rozkladùna mno¾inì M jsou následujíí dva rozklady :a) R = ffxg j pro ka¾dé x 2 Mg , o¾ je rozklad, který má tolik tøíd, kolik prvkùmá mno¾ina M , pøièem¾ ka¾dá jeho tøída obsahuje v¾dy právì jeden prvekb) R = fMg , o¾ je rozklad, který má jedinou tøídu, a to mno¾inu M .2. Neh» M = Z . Pak napøíklad mno¾inyfx 2 Z j x � �2g; f�1; 0g; fx 2 Z j x je sudé, kladnég; fx 2 Z j x je lihé, kladnégtvoøí rozklad na mno¾inì Z v¹eh elýh èísel. Tento rozklad má 4 tøídy, z nih¾ tøitøídy mají nekoneènì mnoho prvkù a jedna tøída má koneènì mnoho prvkù.57



3. Neh» M = R . Pro libovolné elé èíslo k oznaème symbolem Ik reálný intervalhk ; k + 1) , tzn. : Ik = fx 2 R j k � x < k + 1g .Potom R = fIk j k 2 Zg je rozklad na mno¾inì R v¹eh reálnýh èísel, který mánekoneènì mnoho tøíd a ka¾dá jeho tøída má nekoneènì mnoho prvkù.Nyní sestrojíme je¹tì jeden dùle¾itý rozklad na mno¾inì Z v¹eh elýh èísel. K tomuale nejprve zavedeme následujíí pojem.De�nie.Neh» m je pevné pøirozené èíslo. Oznaème :(1) Ci = fx 2 Z j x dává po dìlení èíslem m zbytek i g , pro i = 0; 1; : : : ;m�1Pak mno¾ina Ci se nazývá zbytková tøída podle modulu m . Symbolem Zm se oznaèímno¾ina v¹eh zbytkovýh tøíd podle modulu m , tzn. Zm = fC0; C1; : : : ; Cm�1g .Poznámka.Nìkdy bude tehniky výhodnìj¹í pøeformulovat de�nii zbytkové tøídy Ci do ekviva-lentního tvaru :(2) Ci = fx 2 Z j x � i (mod m) g , pro i = 0; 1; : : : ;m�1 .Ekvivalentnost vyjádøení (1) a (2) okam¾itì plyne z vìty 4. 7. , uvìdomíme-li si zøejmýfakt, ¾e èíslo i , kde 0 � i � m�1 , dává po dìlení èíslem m zbytek i .Z vìty o dìlení se zbytkem elýh èísel plyne, ¾e zbytkovýh tøíd podle modulu mmusí být opravdu právì m (nebo» zbytek po dìlení ka¾dého elého èísla èíslem m musípodle této vìty nabývat právì jedné z hodnot 0; 1; : : : ;m�1 ) . Dále, ka¾dá zbytkovátøída podle modulum obsahuje zøejmì nekoneènì mnoho elýh èísel, li¹ííh se o nìjakýeloèíselný násobek modulu m. Pokusíme-li se shematiky zapsat jednotlivé zbytkovétøídy podle modulu m, dostaneme :C0 = f : : : ; �2m ; �m ; 0 ; m ; 2m ; : : : gC1 = f : : : ; �2m+ 1 ; �m+ 1 ; 1 ; m+ 1 ; 2m+ 1 ; : : : gC2 = f : : : ; �2m+ 2 ; �m+ 2 ; 2 ; m+ 2 ; 2m+ 2 ; : : : g...Cm�1 = f : : : ; �m� 1 ; �1 ; m� 1 ; 2m� 1 ; 3m� 1 ; : : : gV této souvislosti je je¹tì tøeba dùraznì upozornit na to, ¾e není mo¾né navzájem po-rovnávat mno¾iny zbytkovýh tøíd podle rùznýh modulù. Není tedy napøíklad mo¾néøíi, ¾e Z3 � Z4 , i kdy¾ zavedené oznaèeníZ3 = fC0; C1; C2g Z4 = fC0; C1; C2; C3gby k tomu na první pohled mohlo svádìt. Srovnáme-li v¹ak napø. zbytkovou tøíduC0 2 Z3 , tzn. : C0 = f: : : ; �6 ; �3 ; 0 ; 3 ; 6 ; : : :g58



a zbytkovou tøíduC0 2 Z4 , tzn. : C0 = f: : : ; �8 ; �4 ; 0 ; 4 ; 8 ; : : :gpak ihned vidíme, ¾e se jedná o dvì naprosto rozdílné mno¾iny. Pøesnìji øeèeno,ka¾dá zbytková tøída se v¾dy vá¾e k jedinému, pevnì danému modulu m, o¾ by sesprávnì mìlo projevit i v pou¾itém oznaèení. Napøíklad místo Ci byhom psali tøeba(Ci)m. Z dùvodu struènosti vyjadøování v¹ak i nadále zùstaneme u pùvodnì zavedenéhooznaèení.Vìta 8. 1.Neh» m je pevné pøirozené èíslo. Pak mno¾ina Zm v¹eh zbytkovýh tøíd podle modulum tvoøí rozklad na mno¾inì Z v¹eh elýh èísel.Dùkaz.Uva¾me mno¾inu zbytkovýh tøíd Zm = fC0; C1; : : : ; Cm�1g . Podle návodu uvedenéhov poznáme za de�nií rozkladu doká¾eme, ¾e Zm je rozklad na Z .1. ka¾dá ze zbytkovýh tøíd Ci je zøejmì neprázdnou podmno¾inou v Z .2. neh» Ci; Cj 2 Z a Ci \ Cj 6= ;. Potom existuje èíslo x 2 Ci \ Cj , o¾ znamená,¾e x dává po dìlení èíslem m zbytek i a souèasnì také zbytek j . Ale z vìty o dìleníelýh èísel se zbytkem víme, ¾e zbytek po dìlení je urèen jednoznaènì, tzn. i = j ,odkud dostáváme, ¾e Ci = Cj .3. zøejmì platí, ¾e sjednoení C0 [ C1 [ � � � [ Cm�1 = Z . �Ve zbývajíí èásti této kapitoly se budeme zabývat vzájemnými vztahy mezi relae-mi ekvivalene na dané mno¾inì a rozklady na té¾e mno¾inì. Uká¾eme, ¾e mezi obìmapojmy je velmi úzká souvislost.Vìta 8. 2.Neh» � je relae ekvivalene na mno¾inì M . Pro ka¾dé a 2M polo¾me :Xa = fx 2M j x � ag.Potom systém mno¾in:(3) fX j existuje a 2M tak, ¾e X = Xagje rozklad na mno¾inì M , který budeme oznaèovat symbolem M=� .Dùkaz.Z toho, ¾e a 2 Xa bezprostøednì vyplývá, ¾e systém mno¾in (3) sestává z neprázdnýhpodmno¾in mno¾iny M a ¾e platí SXa(a 2 M) = M . Zbývá tedy dokázat pouzevlastnost 1. z de�nie rozkladu.Neh» tedy Xa; Xb jsou mno¾iny ze systému (3) takové, ¾e Xa \ Xb 6= ;, tzn. existujeprvek z 2 Xa \Xb. Nyní doká¾eme, ¾e Xa = Xb ."�" : neh» x 2 Xa libovolné, tzn. platí, ¾e x � a. Dále, z toho, ¾e z 2 Xa\Xb plyne, ¾ez � a ^ z � b. Je tedy x � a ^ a � z ^ z � b, odkud vzhledem k tranzitivnostirelae � dostáváme, ¾e x � b, neboli x 2 Xb. Tím jsme dokázali, ¾e Xa � Xb."�" : tato inkluze se doká¾e analogiky. �59



De�nie.Neh» � je relae ekvivalene na mno¾inì M . Pak rozklad M=� budeme nazývatrozklad pøíslu¹ný ekvivaleni � .Poznámka.Pøipomeòme, ¾e zápis (3) budeme hápat v obvyklém mno¾inovém smyslu tak, jak bylovysvìtleno v kapitole o základníh mno¾inovýh pojmeh, tzn. ve (3) budou vypsánypouze rùzné mno¾iny. Jinak øeèeno, jestli¾e pro a; b 2 M je Xa = Xb , pak v zápisu(3) bude z mno¾in Xa; Xb zapsána pouze jedna. Vidíme tedy, ¾e o skuteèném poèturùznýh tøíd rozkladu M= � se jenom ze samotného zápisu (3) nedá ni øíi.Pøíklad 8. 3.Uka¾me si, jak vypadají rozklady pøíslu¹né ekvivalením, které jsme uvádìli v pøíkladu8. 1.1. Neh» M je libovolná neprázdná mno¾ina. Paka) rozklad pøíslu¹ný relai rovnosti � je zøejmì tvaru f fxg j x 2 Mg , tzn. jedná seo rozklad mno¾iny M na jednoprvkové tøídyb) rozklad pøíslu¹ný univerzální relai M � M je tvaru fMg , tzn. je to rozkladmno¾iny M , který má jedinou tøídu, a sie elou mno¾inu M .2. Neh» M = Z a neh» relaí ekvivalene je relae � kongruene podle modulu m.Pak rozklad pøíslu¹ný této ekvivaleni je roven rozkladu mno¾iny Z na zbytkovétøídy podle modulu m (o¾ plyne z de�nie zbytkovýh tøíd podle modulu m). Jinakzapsáno, je tedy: Z=� = fC0; C1; : : : ; Cm�1g .3. Neh» f : A �! B je zobrazení a neh» � je relae ekvivalene na mno¾inì A,de�novaná v pøíkladu 8. 1. 3. ( tzn.: x � y , f(x) = f(y) ) . Potom rozkladempøíslu¹ným této relai ekvivalene je rozklad na mno¾inì A , jeho¾ tøídy jsou tvoøenyv¾dy právì tìmi prvky z A, které se pøi zobrazení f zobrazí na stejný prvek mno¾inyB. Je tedy:A=� = fX j X � A ^ 9 b0 2 B : x 2 X , f(x) = b0g .Rozklad A=� budeme také nazývat rozklad pøíslu¹ný zobrazení f .Vìta 8. 3.Neh» R je rozklad na mno¾inì M . Pro prvky a; b 2M polo¾me :a �R b právì kdy¾ existuje tøída X 2 R tak, ¾e a; b 2 X .Pak relae �R je relaí ekvivalene na mno¾inì M .Dùkaz.Relae �R je zøejmì reexivní a symetriká. Zbývá tedy dokázat, ¾e relae �R jetranzitivní.Neh» tedy pro prvky a; b;  2 M platí : a �R b ^ b �R  . Podle de�nie relae �Rexistují tøídy X;Y rozkladu R takové, ¾e a; b 2 X ^ b;  2 Y . Tedy b 2 X \ Y , o¾znamená, ¾e X \ Y 6= ; , a podle de�nie rozkladu musí být X = Y . Potom v¹aka;  2 X , a tedy a �R  . Dokázali jsme tak, ¾e relae �R je tranzitivní. �60



De�nie.Neh» R je rozklad na mno¾inì M . Potom relae �R se nazývá ekvivalene pøíslu¹nározkladu R .Pøíklad 8. 4.Uka¾me si, jak vypadají ekvivalene pøíslu¹né nìkterým rozkladùm, které jsme uvedlidøíve.1. Neh» M je libovolná neprázdná mno¾ina a neh» R je rozklad na M tvaru :a) R = f fxg j x 2M g , tzn. jedná se o rozklad mno¾iny M na jednoprvkové tøídy.Potom ekvivalene pøíslu¹ná tomuto rozkladu je zøejmì relae rovnosti � .b) R = fM g , tzn. jedná se o rozklad na mno¾inì M , sestávajíí z jediné tøídy.Pak relaí ekvivalene, pøíslu¹né tomuto rozkladu je zøejmì univerzální relae.2. Neh» M = Z a neh» R je rozklad mno¾iny Z na zbytkové tøídy podle modulu m ,tzn. R = Zm = fC0; C1; : : : ; Cm�1g .Pak relaí ekvivalene pøíslu¹né tomuto rozkladu je relae kongruene podle modulum, nebo» platí:a �R b , a; b 2 Ci pro nìjaké i = 0; 1; : : : ;m�1 , a � b (mod m) .Poznámka.Uvìdomme si, ¾e rozklad pøíslu¹ný ekvivaleni � je pouze jedním z mnoha rozkladù,které je mo¾no na mno¾inìM vytvoøit a jeho de�nie evidentnì závisí na dané relai � .Tak napøíklad rozklad na mno¾inì Z, pøíslu¹ný relai kongruene podle modulu m jeprávì rozklad Zm a ¾ádný jiný. Podobnì je tomu s relaí ekvivalene pøíslu¹né rozkladuR , která je de�nována v závislosti na tomto rozkladu.Na závìr této kapitoly uká¾eme, ¾e mezi ekvivalenemi na mno¾inì M a rozkladyna mno¾inì M existuje velie úzká souvislost. Pøesnìji øeèeno, vyjdeme-li od jisté ekvi-valene na mno¾inìM , utvoøíme rozklad pøíslu¹ný této ekvivaleni a následnì utvoøímeekvivaleni pøíslu¹nou pøedhozímu rozkladu, pak skonèíme u pùvodní ekvivalene, odní¾ jsme vy¹li. Podobnì, máme-li nìjaký rozklad na mno¾inì M , utvoøíme ekvivalenipøíslu¹nou tomuto rozkladu a nakone sestrojíme rozklad pøíslu¹ný poslední ekvivaleni,tak dostaneme pùvodní rozklad na M . Mù¾eme tedy øíi, ¾e se tímto zpùsobem ekvi-valene a rozklady vzájemnì urèují. Pøesnì popisuje tuto situai následujíí vìta.Vìta 8. 4.Neh» M je libovolná neprázdná mno¾ina. Pak platí:1. je-li � ekvivalene na mno¾inì M , potom �M=� = �2. je-li R rozklad na mno¾inì M , potom M=�R = RDùkaz.Dokazovaná tvrzení jsou v obou pøípadeh mno¾inové rovnosti a budeme je tedy takéjako mno¾inové rovnosti dokazovat.1. dokazovaná rovnost je rovností dvou relaí na mno¾inì M , tzn. budeme dokazovatrovnost dvou podmno¾in kartézského souèinu M �M .61



"�" : neh» (a; b) 2 �M=� , tzn. a �M=� b . Pak existuje tøída rozkladu M=� , kteráobsahuje prvky a; b . Neh» tedy a; b 2 Xu . Potom podle de�nie tøídy Xu jea � u ^ b � u, odkud plyne (u¾itím symetriènosti a tranzitivnosti relae � ),¾e a � b. Dostáváme tak, ¾e (a; b) 2 � ."�" : neh» (a; b) 2 � , tzn. a � b . Pak zøejmì je a 2 Xa ^ b 2 Xa , kde Xa je jednaze tøíd rozkladu M=� . To ale znamená, ¾e je a �M=� b. Dostáváme tak, ¾e(a; b) 2 �M=� .2. dokazovaná rovnost je rovností dvou rozkladù na mno¾inìM , tzn. budeme dokazovatrovnost dvou systémù podmno¾in mno¾iny M ."�" : neh» X 2M=�R , tzn. X je tøída rozkladu M=�R . Pak existuje prvek a 2Mtak, ¾e X = Xa = fx 2 M j x �R ag . Ale poslední mno¾ina je právì jedna zetøíd rozkladu R , o¾ znamená, ¾e X 2 R ."�" : neh» X 2 R, tzn. X je tøída rozkladu R . Neh» dále a je libovolný pevný prvekz X. Pak ale X = fx 2 M j x �R ag = Xa 2 M=�R . Dokázali jsme tedy, ¾eX 2M=�R . �
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II . ZÁKLADNÍ ALGEBRAICKÉ STRUKTURY
1. Algebraiké struktury s jednou operaí.V této kapitole se budeme zabývat jistými speiálními typy zobrazení, které senazývají operae. Pojem operae vznikl zobenìním pojmù bì¾nì známýh ze støední¹koly, jako jsou napøíklad násobení pøirozenýh èísel nebo sèítání elýh èísel, atd.Vidíme, ¾e v tìhto pøípadeh je v¾dy libovolné uspoøádané dvojii èísel z jisté mno¾inypøiøazeno jediné, pøesnì urèené èíslo z té¾e mno¾iny.De�nie.Neh» G je neprázdná mno¾ina. Pak libovolné zobrazení G�G �! G se nazývá operaena mno¾inì G. Je-li pøi tomto zobrazení uspoøádané dvojii (a; b) 2 G � G pøiøazenprvek  2 G, pak budeme obvykle psáta � b = a budeme hovoøit o operai � (èti "teèka") . Mno¾ina G spolu s operaí � se nazývágrupoid a oznaèuje se symbolem (G; �) .Poznámka.1. Pro oznaèování operae na mno¾inì G (o¾ je vlastnì jisté zobrazení) se ukazujejako nepraktiké pou¾ívat písmena a symboliku zavedenou v kapitole o zobrazeníh.Vhodnìj¹í je pou¾ívat speiálníh symbolù. Nejèastìji to budou:{ symbol � (tzv. multiplikativní symbolika), který budeme èíst "krát" a budeme ho-voøit o operai "násobení". Je-li a � b =  , pak prvek  budeme nazývat souèinemprvkù a; b (v tomto poøadí).{ symbol + (tzv. aditivní symbolika), který budme èíst "plus" a budeme hovoøito operai "sèítání". Je-li a + b = , pak prvek  budeme nazývat souètem prvkùa; b (v tomto poøadí).Poznamenejme, ¾e vý¹e zavedené symboly � nebo + samozøejmì nemají ni spoleè-ného s násobením nebo sèítáním èísel. Dodejme je¹tì, ¾e pro oznaèování operaí namno¾inì budeme podle potøeby pou¾ívat i jiné symboly, napøíklad Æ ; � atd.2. Z pøedhozí de�nie plyne, ¾e grupoid (G; �) je uspoøádaná dvojie, sestávajíí z mno-¾iny G (která se té¾ nazývá nosná mno¾ina grupoidu) a z operae � na mno¾inì G.Rovnost dvou grupoidù znamená tedy rovnost nosnýh mno¾in a souèasnì rovnostpøíslu¹nýh operaí.Pojem operae na mno¾inì G tak, jak byl vý¹e de�nován, je mo¾né je¹tì dálezobenit na pojem tzv. "n-ární operae" na mno¾inì G, pro libovolné pøirozené n, o¾je libovolné zobrazení G�G�� � ��G (n {krát) �! G. Je to tedy pøedpis, který ka¾déuspoøádané n-tii prvkù z G pøiøazuje jediný prvek z G. Pøíkladem n-ární operaena mno¾inì reálnýh èísel R mù¾e být tøeba operae max (x1; x2; : : : ; xn), která ka¾déuspoøádané n-tii reálnýh èísel pøiøazuje to èíslo, které je z nih maximální. Pro n = 1,63



resp. n = 2, resp. n = 3 se pak u¾ívá názvù unární operae, resp. binární operae, resp.ternární operae.Pøíklad 1. 1.1. Uva¾me mno¾inu Z v¹eh elýh èísel. Pak obyèejné násobení èísel � je zøejmì operaína mno¾inì Z . Tedy (Z; �) je grupoid.Podobnì dostáváme grupoidy (Z;+) , resp. (Z;�) , kde + , resp. � znaèí obyèejnésèítání, resp. obyèejné odèítání elýh èísel. Je jasné, ¾e se jedná o rùzné grupoidy, ikdy¾ nosná mno¾ina je ve v¹eh tøeh pøípadeh stejná.2. Vezmeme-li mno¾inu N v¹eh pøirozenýh èísel, pak obyèejné odèítání èísel není ope-raí na N , proto¾e napøíklad pro pøirozená èísla 2; 3 je 2 � 3 62 N , tzn. nejedná seo zobrazení N � N �! N .Dále napøíklad obyèejné dìlení èísel není operaí na mno¾inì R v¹eh reálnýh èísel(rozmyslete si proè).3. Neh» A je libovolná mno¾ina. Pak sjednoení, prùnik a rozdíl dvou podmno¾inmno¾iny A je opìt (jednoznaènì urèená) podmno¾ina v A. Tedy sjednoení, prùnika rozdíl mno¾in jsou operae na mno¾inì 2A (tj. na systému v¹eh podmno¾in mno¾inyA). Dostáváme tak grupoidy ( 2A;[ ) , resp. ( 2A;\ ) , resp. ( 2A;� ) .4. Neh» A je libovolná neprázdná mno¾ina. Symbolem AA, jak víme, oznaèujemesystém v¹eh zobrazení mno¾iny A do mno¾iny A (tzn. roli prvkù mno¾iny AA tedyhrají zobrazení A �! A).Pro f; g 2 AA je zøejmì slo¾ené zobrazení g Æ f opìt zobrazením A �! A, tzn. jinakøeèeno g Æ f 2 AA . Skládání zobrazení je tedy operaí na mno¾inì AA a (AA; Æ) jepak grupoid.Operae na mno¾inì G je zobrazení G�G �! G , tzn. je to vlastnì jistý pøedpis,který ka¾dé uspoøádané dvojii prvkù z G pøiøadí jediný prvek z G. Tento pøedpisje mo¾no zadávat rùznými zpùsoby, jak jsme ukázali v kapitole o zobrazeníh. Pokudje v¹ak mno¾ina G koneèná, pak je výhodné zadávat operai na G pomoí tabulky,sestrojené následujíím zpùsobem: do svislého i vodorovného záhlaví tabulky napí¹emeprvky mno¾iny G, a to ve stejném poøadí. Výsledek operae pro uspoøádanou dvojii(a; b) 2 G pak zapí¹eme do toho políèka tabulky, které se nahází v øádku oznaèeném "a"a ve sloupi nadepsaném "b". Pou¾ití tabulky pøi de�nování operae ukazuje následujíípøíklad.Pøíklad 1. 2.Na mno¾inì G = fa; b; ; dg de�nujeme operai � tabulkou :a b  da b a b b a b  d b  a d a d a dPotom (G; �) je grupoid, pøièem¾ napøíklad platí: a � d =  , d � a = a , atd.64



De�nie.Neh» (G; �) je grupoid. Jestli¾e platí :a � (b � ) = (a � b) �  pro ka¾dé a; b;  2 G (asoiativní zákon)pak operae � se nazývá asoiativní operae a grupoid (G; �) se nazývá asoiativnígrupoid neboli pologrupa.De�nie.Neh» (G; �) je grupoid. Jestli¾e platí :a � b = b � a pro ka¾dé a; b 2 G (komutativní zákon)pak operae � se nazývá komutativní operae a grupoid (G; �) se nazývá komutativnígrupoid.Pøíklad 1. 3.Ovìøujeme-li u grupoidù z pøíkladù 1.1 a 1.2 platnost asoiativního a komutativníhozákona (proveïte si podrobnì sami), pak zjistíme, ¾e :a) grupoidy (Z; �) ; (Z;+) ; (2A;[) ; (2A;\) jsou asoiativní i komutativníb) grupoid (Z;�) a grupoid (G; �) z pøíkladu 1.2 není asoiativní a není komutativní) grupoid (2A;�) je asoiativní i komutativní v pøípadì, ¾e A = ; ; je-li mno¾ina Aneprázdná, pak grupoid (2A;�) není asoiativní a není komutativníd) grupoid (AA; Æ) je v¾dy asoiativní; komutativní je tento grupoid pouze v pøípadì,¾e mno¾ina A je jednoprvková, jinak komutativní není.Pøipomeòme je¹tì jednou, ¾e pøi dùkazu toho, ¾e nìjaké tvrzení obenì neplatíobvykle postupujeme tak, ¾e uká¾eme jednu konkrétní situai, v ní¾ toto tvrzení nenísplnìno. Napøíklad heme-li dokázat, ¾e grupoid (G; �) z pøíkladu 1.2 není asoiativní,pak najdeme konkrétní tøi prvky, které platnost asoiativního zákona poru¹ují. V tomtopøípadì napøíklad staèí vzít prvky a; d;  2 G a spoèítat pøíslu¹né souèiny, tzn.a � (d � ) = b a (a � d) �  = a .Na hledání vý¹e zmiòovaného protipøíkladu neexistuje ¾ádná univerzální "rada". Jetøeba pouze postupovat systematiky a v¹ímat si pozornì toho, jak je tabulka vytvoøena.V na¹em pøípadì je tøeba zøejmé, ¾e v hledaném protipøíkladu se nemù¾e vyskytovatprvek b (proè?).Z de�nie pologrupy vyplývá, ¾e v ní souèin tøí prvkù (v daném poøadí) nezále¾ína jejih uzávorkování, které u tøí prvkù lze provést právì uvedenými dvìma zpùsoby.Následujíí vìta uká¾e, ¾e toté¾ platí v pologrupì i pro libovolný koneèný poèet n prvkù,kde je poèet mo¾nýh uzávorkování samozøejmì mnohem vìt¹í.Vìta 1. 1.Neh» (G; �) je pologrupa a a1 ; a2 ; : : : ; an 2 G . Pak souèin prvkù a1 ; a2 ; : : : ; an(v tomto poøadí) nezále¾í na jejih uzávorkování.Dùkaz.Tvrzení doká¾eme matematikou indukí vzhledem k n.65



�) pro n = 1 tvrzení zøejmì platí (prvek a1 hápeme jako "jednoèlenný souèin")�) pøedpokládáme, ¾e tvrzení platí pro 1; : : : ; n � 1 (n � 2) , tzn. pøedpokládáme, ¾esouèin libovolnýh k prvkù vybranýh z prvkù a1 ; : : : ; an (v tomto poøadí), kde1 � k � n � 1 nezále¾í na jejih uzávorkování. Hodnotu tohoto souèinu budemeoznaèovat pomoí hranatýh závorek.Nyní mìjme dán souèin prvkù a1 ; : : : ; an pøi libovolném uzávorkování. Hodnotutohoto souèinu oznaème u. Pak (uvá¾íme-li "poslední" závorky) je u = b �  , kdeb je souèin prvkù a1; : : : ; ar a  je souèin prvkù ar+1; : : : ; an (1 � r � n � 1) .Potom:{ pro r = 1 je u = [a1℄ � [a2; : : : ; an℄{ pro 2 � r � n � 1 je (pou¾ijeme-li postupnì indukèní pøedpoklad, asoiativnízákon a opìt indukèní pøedpoklad) :u = [a1; : : : ; ar℄ � [ar+1; : : : ; an℄ = ( [a1℄ � [a2; : : : ; ar℄ ) � [ar+1; : : : ; an℄ == [a1℄ � ( [a2; : : : ; ar℄ � [ar+1; : : : ; an℄ ) = [a1℄ � [a2; : : : ; an℄ .Tedy souèin prvkù a1; : : : ; an má pøi ka¾dém uzávorkování stejnou hodnotu. �De�nie.Neh» (G; �) je grupoid. Prvek e 2 G se nazývá neutrální prvek grupoidu (G; �) , jestli¾eplatí :(1) a � e = a ^ e � a = a pro ka¾dý prvek a 2 G .Pøedhozí de�nie pøedev¹ím nezaruèuje existeni neutrálního prvku v grupoidu av pøípadì, ¾e neutrální prvek v grupoidu existuje, pak neøíká ni o pøípadném poètuneutrálníh prvkù v tomto grupoidu. Odpovìï na tyto otázky nám dává následujíívìta.Vìta 1. 2.V grupoidu existuje nejvý¹e jeden neutrální prvek.Dùkaz.Budeme pøedpokládat, ¾e v grupoidu existují dva neutrální prvky a doká¾eme, ¾e serovnají. Neh» tedy (G; �) je grupoid a neh» e; e0 2 G jsou neutrální prvky tohotogrupoidu. Pak platí : e � e0 = e0 (proto¾e e je neutrálním prvkem grupoidu) a souèasnìtaké platí : e � e0 = e (proto¾e e0 je neutrálním prvkem grupoidu). Dostáváme tedy, ¾ee = e0 . �Z pøedhozí vìty plyne, ¾e grupoid buïto nemá ¾ádný neutrální prvek nebo májeden neutrální prvek. Máme-li v daném grupoidu nalézt neutrální prvek, pak v jedno-duhýh pøípadeh postupujeme tak, ¾e neutrální prvek "uhodneme" a ovìøením de�nie(1) následnì uká¾eme, ¾e se skuteènì o neutrální prvek jedná. Ve slo¾itìj¹íh pøípadeh,musíme neutrální prvek ze vztahù (1) vypoèítat.Pøíklad 1. 4.Vy¹etøujeme-li existeni neutrálního prvku u grupoidù z pøíkladu 1.1 a pøíkladu 1.2(proveïte si podrobnì sami), pak zjistíme, ¾e :66



a) grupoid (Z; �) má neutrální prvek 1 ; grupoid (Z;+) má neutrální prvek 0 a grupoid(Z;�) nemá neutrální prvekb) grupoid (2A;[) má neutrální prvek, kterým je ; ; grupoid (2A;\) má neutrálníprvek, kterým je mno¾ina A a grupoid (2A;�) má neutrální prvek ; v pøípadì, ¾eA = ;, jinak neutrální prvek nemá) grupoid (AA; Æ) má neutrální prvek, kterým je identiké zobrazení idAd) grupoid (G; �) z pøíkladu 1.2 má neutrální prvek b .V¹imnìme si toho, ¾e u grupoidù zadanýh tabulkou se neutrální prvek nalezne velmijednodu¹e tak, ¾e u tohoto prvku se v pøíslu¹ném øádku opakuje vodorovné záhlavítabulky a v pøíslu¹ném sloupi se opakuje svislé záhlaví tabulky.Úmluva.V dal¹ím textu budeme místo termínu "neutrální prvek grupoidu (G; �)" (tzn. pøi mul-tiplikativní symbolie) pou¾ívat èastìji termín "jednièka grupoidu (G; �)" a tento prvekbudeme (stejnì jako doposud) oznaèovat symbolem e .Pokud budeme pou¾ívat aditivní symboliku (tzn. operai budeme oznaèovat symbo-lem + ), pak místo termínu "neutrální prvek grupoidu (G;+)" budeme pou¾ívat termín"nula grupoidu (G;+)" a tento prvek budeme oznaèovat symbolem o.Rozli¹ování obou pojmù budeme potøebovat pozdìji v situai, kdy na dané mno¾inìbudou najednou de�novány dvì operae. Pou¾itá terminologie je pøitom motivovánasituaí, kdy pøi obyèejném násobení èísel hraje roli neutrálního prvku èíslo 1 a pøiobyèejném sèítání èísel hraje roli neutrálního prvku èíslo nula.De�nie.Neh» (G; �) je grupoid s jednièkou e a neh» a 2 G je pevný prvek. Pak prvek x 2 G ,pro který platí : a � x = e ^ x � a = ese nazývá inverzní prvek k prvku a .Na tomto místì zdùraznìme zásadní rozdíl mezi obìma právì zavedenými pojmy.Zatímo pojem neutrálního prvku se týká elého grupiodu a je tedy v poøádku øíi "e jeneutrálním prvkem daného grupoidu", pojem inverzního prvku se v¾dy vá¾e k nìjakémukonkrétnímu prvku. Je tedy nutné trvat na formulai "x je inverzní prvek k prvku a"a není mo¾né pou¾ívat formulae typu : "x je inverzní prvek" nebo "x je inverzní prvekgrupoidu" nebo "grupoid má inverzní prvek", apod.Úmluva.Pokud budeme pou¾ívat aditivní symboliku (tzn. operai budeme oznaèovat + ), pakmísto termínu "inverzní prvek k prvku a" budeme pou¾ívat termín "opaèný prvekk prvku a ". Opaèným prvkem k prvku a v grupoidu (G;+) s nulou o je tedy takovýprvek x 2 G, pro který platí:a+ x = o ^ x+ a = o .Poznamenejme, ¾e z pøedhozí de�nie nevyplývá, ¾e v grupoidu s jednièkou k da-nému prvku a musí existovat prvek inverzní, ani to, ¾e inverzní prvek k prvku a musí67



existovat jediný. Mù¾e se toti¾ stát, ¾e v grupoidu s jednièkou k danému prvku{ neexistuje ¾ádný inverzní prvek ( napøíklad v grupoidu (Z; �) k èíslu 2 neexistujeinverzní prvek ){ existuje jediný inverzní prvek ( napøíklad v grupoidu (Z; �) k èíslu �1 existuje jedinýinverzní prvek, kterým je zøejmì èíslo �1 ){ existuje víe inverzníh prvkù ( napøíklad v grupoidu z pøíkladu 1.2 k prvku a existujídva inverzní prvky, a sie prvky a ;  ) .Bude-li v¹ak daný grupoid pologrupou (tzn. operae bude asoiativní), pak poslednímo¾nost nemù¾e nenastat, o¾ vyplývá z následujíí vìty.Vìta 1. 3.V pologrupì s jednièkou ke ka¾dému prvku existuje nejvý¹e jeden prvek inverzní.Dùkaz.Neh» (G; �) je pologrupa s jednièkou e a neh» a je libovolný prvek z G. Dùkaz povedemetak, ¾e budeme pøedpokládat existeni dvou inverzníh prvkù k prvku a a doká¾emeo nih, ¾e se rovnají. Neh» tedy x; y jsou inverzní prvky k prvku a , tzn. podle pøedhozíde�nie platí :a � x = e ^ x � a = e ^ a � y = e ^ y � a = e .Pomoí tìhto vztahù, u¾itím asoiativity operae � a de�nie jednièky, pak dostáváme :x = x � e = x � (a � y) = (x � a) � y = e � y = y �Oznaèení.Z pøedhozí vìty plyne, ¾e kdy¾ v pologrupì k prvku a existuje prvek inverzní, pak jejediný. V takovém pøípadì budeme tento jediný inverzní prvek k prvku a oznaèovatsymbolem a�1 (pøi multiplikativní symbolie) nebo symbolem � a (pøi aditivní sym-bolie).Vìta 1. 4.Neh» (G; �) je pologrupa s jednièkou e . Neh» a; b 2 G jsou prvky, k nim¾ v (G; �)existují inverzní prvky a�1; b�1. Pak platí :1. e�1 = e2. (a�1)�1 = a3. (a � b)�1 = b�1 � a�1 .Dùkaz.1. a 2. èást vìty plynou okam¾itì z de�nie inverzního prvku k prvku e a de�nieinverzního prvku k prvku a�1 (rozepi¹te si sami pøíslu¹né de�nie).3. tvrzení øíká, ¾e inverzním prvkem k prvku a � b má být prvek (b�1 � a�1) . Ovìøímetedy pro tento prvek de�nii inverzního prvku k prvku a � b . Tedy:(a � b) � (b�1 � a�1) = a � (b � b�1) � a�1 = a � e � a�1 = a � a�1 = e(b�1 � a�1) � (a � b) = b�1 � (a�1 � a) � b = b�1 � e � b = b�1 � b = ea dostáváme tak, ¾e prvek (b�1 � a�1) je opravdu inverzním prvkem k prvku a � b . �68



Zkusíme-li si zamyslet nad známými pøíklady pologrup, pak zjistíme, ¾e bude zøejmìu¾iteèné po¾adovat, aby daná pologrupa mìla neutrální prvek a naví, aby v ní keka¾dému prvku existoval prvek inverzní. Tato úvaha nás pak vede k následujíí de�nii.De�nie.Neh» (G; �) je pologrupa s jednièkou, ve které ke ka¾dému prvku existuje prvek inverzní.Potom se (G; �) nazývá grupa.Je-li operae � naví komutativní, pak se grupa (G; �) nazývá komutativní grupa (neboté¾ abelovská grupa).Pøíklad 1. 5.1. Znaèí-li + obyèejné sèítání èísel, pak (Z;+) , (Q ;+) , (R ;+) , (C ;+) , jsou komuta-tivní grupy.2. Znaèí-li � obyèejné násobení èísel, pak (Q�f0g; �) , (R�f0g; �) , (C �f0g; �) , (R+; �)(kde R+ je mno¾ina v¹eh kladnýh reálnýh èísel) jsou komutativní grupy.3. Neh» G = fx 2 C j jxj = 1 g , tzn. G je mno¾ina v¹eh komplexníh èísel le¾ííhna jednotkové kru¾nii a neh» � znaèí násobení komplexníh èísel. Pak (G; � ) jekomutativní grupa (která má zøejmì nekoneènì mnoho prvkù).4. Neh» n je pevné pøirozené èíslo a neh» Gn znaèí mno¾inu v¹eh n { týh odmonin zjedné v oboru komplexníh èísel, tak jak jsme o nih hovoøili v kapitole o komplexníhèísleh. Tedy : Gn = f z 2 C j zn = 1 g .Neh» � znaèí násobení komplexníh èísel. Pak (Gn ; � ) je komutativní grupa, kterámá n prvkù (tento fakt plyne z vìt 3.2. a 3.3. o komplexníh èísleh z 1. èásti textu).Vidíme, ¾e uvedeným zpùsobem je mo¾no sestrojit komutativní grupu, která málibovolný, pøedem daný koneèný poèet prvkù.5. Neh» n 2 N . Na mno¾inì Rn v¹eh uspoøádanýh n { ti reálnýh èísel de�nujemeoperai + takto : pro libovolné (a1; : : : ; an) ; (b1; : : : ; bn) 2 Rn polo¾me(a1; a2; : : : ; an) + (b1; b2; : : : ; bn) = (a1 + b1; a2 + b2; : : : ; an + bn)kde symboly + na pravé stranì znaèí obyèejné sèítání èísel (struènì té¾ øíkáme, ¾e"sèítání je de�nováno po slo¾káh"). Potom (Rn;+) je komutativní grupa.Rozepsáním se lehe uká¾e, ¾e neutrálním prvkem (nulou) této grupy je uspoøádanán { tie (0; 0; : : : ; 0) , a dále, ¾e opaèným prvkem k prvku (a1; a2; : : : ; an) je uspoøá-daná n { tie (�a1;�a2; : : : ;�an) .6. Neh» A = fa; b; g a neh» G znaèí mno¾inu v¹eh bijektivníh zobrazení mno¾inyA na mno¾inu A (kterýh je elkem 6 { nakreslete si je !). Neh» dále Æ znaèí skládánízobrazení. Potom (G; Æ) je grupa, která není komutativní.To, ¾e (G; Æ) je grupa, bezprostøednì vyplývá ze základníh vlastností zobrazení(rozmyslete si podrobnì sami { u¾ijte pøitom pøíslu¹ná tvrzení a úvahy z kapitoly 5.,z první èásti tohoto textu). 69



Uka¾me, ¾e tato grupa není komutativní. Vezmìme napøíklad zobrazení f; g 2 G ,de�novaná :f(a) = b ; f(b) =  ; f() = a a g(a) =  ; g(b) = b ; g() = aPotom dostáváme : (f Æ g)(a) = f() = a , a (g Æ f)(a) = g(b) = b , odkud ji¾ ihnedplyne, ¾e f Æ g 6= g Æ f , a tedy operae Æ není komutativní.Poslední pøíklad je dùle¾itým pøíkladem nekomutativní grupy. Je vidìt, ¾e stejnýmzpùsobem je mo¾no sestrojit sestrojit dal¹í nekomutativní grupy :{ vezmeme-li za výhozí mno¾inu libovolnou koneènou mno¾inu G o n prvíh (n � 3),potom je poèet bijekí G na G roven èíslu n faktoriál a dostáváme nekomutativnígrupu o n ! prvíh (roli prvkù hrají bijeke G na G, operaí je skládání zobrazení).{ vezmeme-li za výhozí mno¾inu G nìjakou nekoneènou mno¾inu, pak bijekí G naG je nekoneènì mnoho a dostáváme tak nekoneènou nekomutativní grupu, kde opìtroli prvkù hrají bijeke G na G a operaí je skládání zobrazení.Dal¹í dùle¾itý pøíklad komutativní grupy, která má koneèný poèet prvkù, uká¾enásledujíí vìta. Pøedtím si v¹ak na mno¾inì Zm zbytkovýh tøíd podle modulu mde�nujeme operai "sèítání zbytkovýh tøíd".De�nie.Neh» Zm = fC0; C1; : : : ; Cm�1g je mno¾ina v¹eh zbytkovýh tøíd podle modulu m.Na mno¾inì Zm de�nujeme operai sèítání zbytkovýh tøíd podle modulu m takto : proCi; Cj 2 Zm polo¾íme :(2) Ci + Cj = Cr , kde r je zbytek po dìlení èísla (i+ j) èíslem m .Poznámka.Pøipomeòme, ¾e symbol + je ve vztahu (2) pou¾it dvakrát, a to v¾dy v jiném významu;jednou jako symbol pro právì de�novanou operai na mno¾inì Zm a podruhé proobyèejné sèítání èísel.Dále poznamenejme, ¾e de�nii sèítání zbytkovýh tøíd, která byla ve (2) popsána slovnì,je mo¾né pøepsat pomoí vìty o dìlení se zbytkem elýh èísel následovnì :(3) Ci + Cj = Cr , kde i+ j = z �m + r ^ 0 � r < mkde z je vhodné elé èíslo.Vìta 1. 5.Neh» Zm = fC0; C1; : : : ; Cm�1g je mno¾ina zbytkovýh tøíd podle modulu m a neh»+ je operae sèítání zbytkovýh tøíd podle modulu m . Potom (Zm ; +) je komutativnígrupa.Dùkaz.1. z de�nie sèítání zbytkovýh tøíd ihned plyne, ¾e (Zm ; +) je grupoid, který je navízøejmì komutativní.2. doká¾eme, ¾e operae + je asoiativní. Neh» tedy Ci; Cj ; Ck 2 Zm jsou libovolnézbytkové tøídy podle modulu m. Oznaème nejprve:70



Ci + Cj = Cr a (Ci + Cj) + Ck = Cs .Pøi tomto oznaèení pak (podle (3)) platí:i+ j = z1m+ r ^ 0 � r < m a r + k = z2m+ s ^ 0 � s < m ,odkud r = i+ j � z1m a po dosazení : i+ j � z1m+ k = z2m+ s . Tedy :(4) i+ j + k = (z1 + z2) �m+ s ^ 0 � s < m .Podobnì oznaème:Cj + Ck = Ct a Ci + (Cj + Ck) = Cu .Pøi tomto oznaèení pak (opìt podle (3)) platí:j + k = z3m+ t ^ 0 � t < m a i+ t = z4m+ u ^ 0 � u < m ,odkud po stejné úpravì a dosazení jako vý¹e dostáváme :(5) i+ j + k = (z3 + z4) �m+ u ^ 0 � u < m .Ale vztahy (4) a (5) øíkají, ¾e èíslo (i+j+k) dává po dìlení èíslemm jednou zbytek s apodruhé zbytek u. Podle vìty o dìlení elýh èísel je v¹ak zbytek urèen jednoznaènì,a tedy musí být s = u , neboli Cs = Cu , o¾ v¹ak znamená, ¾e(Ci + Cj) + Ck = Ci + (Cj + Ck) .3. neutrálním prvkem (nulou) v (Zm;+) je zøejmì zbytková tøída C0 , nebo» z de�niesèítání zbytkovýh tøíd ihned plyne, ¾e pro libovolné Ci 2 Zm je : Ci + C0 = Ci .4. zbývá dokázat, ¾e ke ka¾dému prvku Ci 2 Zm existuje prvek opaèný. Ale :{ je-li Ci = C0, pak opaèným prvkem k C0 je zøejmì prvek C0{ je-li Ci 6= C0 , pak opaèným prvkem k Ci je prvek Cm�i , nebo» Cm�i 2 Zm aplatí (rozmyslete si, proè) : Ci + Cm�i = C0 . �Úmluva.Abyhom zjednodu¹ili a zkrátili zápis pøi prái se zbytkovými tøídami, zavedeme úmlu-vu, ¾e podle potøeby budeme pøi oznaèování zbytkovýh tøíd pou¾ívat místo symboluCi pouze symbol i . V souvislosti s tím je v¹ak nutné mít neustále na pamìti, ¾e symboli potom neznamená èíslo, ale je to jenom jiný zápis pro pøíslu¹nou zbytkovou tøídu a jetedy nutné se symbolem i zaházet jako se zbytkovou tøídou a nikoliv jako s èíslem.Praujeme-li s grupou zbytkovýh tøíd (Zm;+) pro nìjaké konkrétní (ne pøíli¹ velké)m, potom bývá u¾iteèné si setrojit tabulku operae + . Napøíklad pro modul m = 6dostáváme následujíí tabulku.+ 0 1 2 3 4 50 0 1 2 3 4 51 1 2 3 4 5 02 2 3 4 5 0 13 3 4 5 0 1 24 4 5 0 1 2 35 5 0 1 2 3 471



V praxi se èasto setkáváme s pøípadem, ¾e máme dánu nìjakou pologrupu a mámeo ní dokázat, ¾e je grupou. Nalezení jednièky je vìt¹inou jednoduhé, tehniky slo¾itìj¹íbývá hledání inverzního prvku k libovolnému prvku dané pologrupy. Následujíí vìtauká¾e, ¾e v takovém pøípadì (bez ohledu na to, zda je zadaná operae komutativní èinekomutativní) staèí ovìøovat pouze "polovinu" pøíslu¹né de�nie.Vìta 1. 6. Neh» (G; �) je pologrupa s jednièkou e. Pak následujíí výroky jsou ekviva-lentní :1. ke ka¾dému prvku a 2 G existuje prvek inverzní2. ke ka¾dému prvku a 2 G existuje prvek x 2 G tak, ¾e x � a = e3. ke ka¾dému prvku a 2 G existuje prvek x 2 G tak, ¾e a � x = eDùkaz.Je okam¾itì vidìt, ¾e implikae "1) 2" a implikae "1) 3" zøejmì platí.Dùkaz implikae "2) 1" .Neh» a 2 G je libovolný prvek. Pak podle 2 existuje prvek x 2 G tak, ¾e x � a = e anáslednì, opìt podle 2, k prvku x existuje prvek z tak, ¾e z �x = e . Potom po dosazenía úpravì dostáváme :a � x = e � (a � x) = (z � x) � (a � x) = z � (x � a) � x = z � e � x = z � x = e .Tedy prvek x je inverzním prvkem k prvku a , o¾ znamená, ¾e platí 1.Dùkaz implikae "3) 1" se provede analogiky. �De�nie.Neh» (G; �) je grupoid. Potom:1. øekneme, ¾e v grupoidu (G; �) platí zákony o dìlení, jestli¾e pro ka¾dé a; b 2 G platí:9 x 2 G tak, ¾e a � x = b ^ 9 y 2 G tak, ¾e y � a = b2. øekneme, ¾e v grupoidu (G; �) platí zákony o kráení, jestli¾e pro ka¾dé a; b;  2 Gplatí:  � a =  � b ) a = b ^ a �  = b �  ) a = b .Následujíí vìta uká¾e, ¾e v de�nii grupy je mo¾né po¾adavek existene jednièkya existene inverzního prvku ke ka¾dému prvku nahradit po¾adavkem platnosti zákonùo dìlení.Vìta 1. 7.Neh» (G; �) je pologrupa. Pak platí : (G; �) je grupa , v (G; �) platí zákony o dìlení.Dùkaz.Dùkaz implikae ")" .Neh» (G; �) je grupa a neh» a; b 2 G jsou libovolné prvky. Jestli¾e polo¾íme : x = a�1� ba y = b � a�1 (uvìdomme si, ¾e z de�nie grupy plyne existene prvku a�1 ), potomdostáváme: a � x = a � (a�1� b) = b a dále y � a = (b � a�1) � a = b . Dokázali jsme tedy,¾e v (G; �) platí zákony o dìlení. 72



Dùkaz implikae "(" .Neh» v pologrupì (G; �) platí zákony o dìlení. Dùkaz toho, ¾e (G; �) je grupou rozdìlímena dvì èásti.1. Doká¾eme, ¾e v (G; �) existuje jednièka.Neh» a; b 2 G jsou libovolné prvky. Pak z platnosti zákonù o dìlení plyne, ¾e existujíprvky x; y; e; e0 2 G takové, ¾e platí :a � x = b ^ y � a = b ^ a � e = a ^ e0 � a = aNyní postupným dosazováním z tìhto vztahù dostáváme :(6) b � e = (y � a) � e = y � (a � e) = y � a = b(7) e0 � b = e0 � (a � x) = (e0 � a) � x = a � x = b .Ale prvek b byl libovolný, tzn. ze (6) pro b = e0 dostáváme e0 � e = e0 a podobnì ze(7) pro b = e dostáváme e0 � e = e.Je tedy e0 = e a po dosazení e za e0 do (7) pak ze (6) a (7) plyne, ¾e prvek e jejednièkou v (G; �) .2. Doká¾eme, ¾e v (G; �) ke ka¾dému prvku existuje prvek inverzní.Neh» a 2 G je libovolný prvek. Z platnosti zákonù o dìlení plyne, ¾e existují prvkyx; y 2 G tak, ¾e platí : a � x = e ^ y � a = e . Nyní u¾ jenom staèí dokázat, ¾ey = x . Ale : y = y � e = y � (a � x) = (y � a) � x = e � x = x .Dokázali jsme tedy, ¾e prvek x je hledaným inverzním prvkem k prvku a .Dohromady potom z 1. a 2. dostáváme, ¾e (G; �) je grupa. �Vìta 1. 8.Neh» (G; �) je grupa. Pak v (G; �) platí zákony o kráení.Dùkaz.Neh» (G; �) je grupa a neh» a; b;  2 G jsou prvky, pro které platí :  � a =  � b .Vynásobíme-li tuto rovnost zleva prvkem �1 (který musí existovat, proto¾e (G; �) jegrupa), dostáváme : �1 � ( � a) = �1 � ( � b) , odkud po pøezávorkování a výpoètudostáváme, ¾e a = b .Analogikým zpùsobem se doká¾e implikae a �  = b �  ) a = b . �Poznámka.Poznamenejme, ¾e pøedhozí vìtu nelze obrátit (v tom smyslu, ¾e z platnosti zákonùo kráení obenì neplyne, ¾e grupoid nebo pologrupa je grupou). Napøíklad v pologrupì(N ; �) platí zákony o kráení, ale pøitom (N ; �) není grupou.Na závìr kapitoly nyní zavedeme pojem eloèíselné moniny prvku v grupì aodvodíme pro nìj základní poèetní pravidla. Uvidíme, ¾e pravidla pro poèítání s elo-èíselnými moninami prvkù v grupì jsou analogiká podobným pravidlùm pro poèítánís èísly, známými ze støední ¹koly. 73



De�nie.Neh» (G; �) je grupa, její¾ jednièkou je e, neh» a 2 G a neh» r 2 Z . Pak eloèíselnámonina prvku a je de�nována takto :
ar = 8>>>>><>>>>>:

a � a � : : : � a| {z }r-kr�at je-li r elé kladné èísloe je-li r = 0a�1 � a�1 � : : : � a�1| {z }(�r)-kr�at je-li r elé záporné èísloVìta 1. 9.Neh» (G; �) je grupa a neh» r; s jsou libovolná elá èísla. Pak pro libovolný prveka 2 G platí :1. ar � as = ar+s2. ( ar) s = ar�s .Dùkaz.Dùkaz obou tvrzení provedeme najednou a rozdìlíme jej na tøi èásti, podle mo¾nýhhodnot r; s . Neh» tedy a 2 G je libovolný prvek.I. pro r > 0 ^ s > 0 nebo r = 0 ^ s libovolné elé nebo s = 0 ^ r libovolné eléplynou obì tvrzení pøímo z pøedhozí de�nie eloèíselné moniny prvku a .II. neh» je r < 0 ^ s < 0 . Potom :ar � as = ( a�1 � : : : � a�1| {z }(�r)-kr�at ) � ( a�1 � : : : � a�1| {z }(�s)-kr�at ) = a�1 � : : : � a�1| {z }(�r�s)-kr�at = ar+so¾ je první z dokazovanýh vztahù.Doká¾eme druhý vztah. Z de�nie eloèíselné moniny prvku a z vìty 1.4.3 plyne(u¾itím matematiké induke), ¾e pro libovolné pøirozené k je a�k = (a�1)k = (ak)�1 .Vyu¾itím tohoto faktu a vìty 1.4.2 pak dostáváme :(ar)s = ((a�r)�1)s = (((a�r)�1)�s)�1 = (((a�r)�s)�1)�1 = (a�r)�s :Ale �r > 0 ^ �s > 0 , tzn. podle I. je: (a�r)�s = a(�r)(�s) = ar�s . Dohromady takpro tento pøípad dostáváme, ¾e ( ar) s = ar�s .III. pøípad r < 0 ^ s > 0 a pøípad r > 0 ^ s < 0 se dokazují analogikými úvahamijako v pøedhozíh èásteh dùkazu. Poznamenejme, ¾e dùkaz této èásti vìty je pomìrnìrozsáhlý a tehniky nepøíjemný. �Poznámka.Pou¾íváme-li aditivního zápisu operae, tzn. máme-li grupu (G;+) , jejím¾ neutrálnímprvkem je o , pak místo názvu "eloèíselná monina prvku a " budeme pou¾ívat názeveloèíselný násobek prvku a , který je tedy de�nován následujíím zpùsobem:74



r � a = 8>>>>>><>>>>>>:
a+ a+ � � �+ a| {z }r-kr�at je-li r elé kladné èísloo je-li r = 0(�a) + (�a) + � � �+ (�a)| {z }(�r)-kr�at je-li r elé záporné èísloV tomto pøípadì má potom pøedhozí vìta formálnì jiný tvar, a sie:Neh» (G;+) je grupa a neh» r; s 2 Z. Pak pro libovolný prvek a 2 G platí :1. (r � a) + (s � a) = (r + s) � a2. s � (r � a) = (s � r) � a .Zde je potøeba dávat obzvlá¹tní pozor na pou¾ité symboly, pøesnìji øeèeno na to, ¾e jedensymbol mù¾e být pou¾it ve dvou význameh. Napøíklad, ve vztahu 1. znamená symbol+ na levé stranì operai v dané grupì, zatímo symbol + na pravé stranì znamenáobyèejné sèítání elýh èísel. Podobnì, ve vztahu 2. znaèí druhá teèka zprava obyèejnénásobení elýh èísel, zatímo ostatní tøi teèky znaèí eloèíselný násobek prvkù z G .
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2. Podstruktury algebraikýh struktur s jednou operaí.De�nie.Neh» (G; �) je grupoid a neh» H je neprázdná podmno¾ina mno¾iny G . Pak øekneme,¾e podmno¾ina H je uzavøená vzhledem k operai � , jestli¾e platí :a; b 2 H libovolné ) a � b 2 H .Poznámka.Je-li dán grupoid (G; �) a podmno¾ina H � G je uzavøená vzhledem k operai � , pakmù¾eme na mno¾inì H pøirozeným zpùsobem de�novat operai, oznaème ji tøeba � ,takto : pro libovolné x; y 2 H polo¾íme x � y = x � y .Tímto zpùsobem dostáváme grupoid (H; �) . Z praktikýh dùvodù zaveïme úmluvu,¾e operai � na mno¾inì H budeme v¹ude v dal¹ím v¾dy znaèit stejným symbolemjako pùvodní operai na mno¾inì G . Máme tedy grupoid (H; �) , pro který zavedemenásledujíí pojmenování.De�nie.Neh» (G; �) je grupoid a neh» neprázdná podmno¾ina H � G je uzavøená vzhledemk operai � . Pak grupoid (H; �) se nazývá podgrupoid grupoidu (G; �) .Vìta 2. 1.Neh» (H; �) je podgrupoid grupoidu (G; �) . Pak platí :1. (G; �) je asoiativní ) (H; �) je asoiativní2. (G; �) je komutativní ) (H; �) je komutativní3. prvek e je jednièkou v (G; �) ^ e 2 H ) e je jednièkou v (H; �) .Dùkaz.V¹ehna tøi tvrzení plynou okam¾itì z pøíslu¹nýh de�ni. �Poznamenejme, ¾e ¾ádnou z implikaí v pøedhozí vìtì nelze obrátit. Napøíkladv grupoidu (G; �) z pøíkladu 1. 2. je (fdg ; � ) podgrupoidem, který je asoiativní, jekomutativní a má jednièku d, zatímo elý grupoid (G; �) není asoiativní, není komu-tativní a prvek d není jeho jednièkou.De�nie.Neh» (G; �) je grupa a neh» (H; �) je podgrupoid v (G; �) , který je sám grupou. Potom(H; �) se nazývá podgrupa grupy (G; �) .Vìta 2. 2.Neh» (H; �) je podgrupa grupy (G; �) . Pak platí :1. jednièka podgrupy (H; �) je toto¾ná s jednièkou grupy (G; �)2. je-li a 2 H, pak inverzní prvek k prvku a v podgrupì (H; �) je toto¾ný s inverznímprvkem k prvku a v grupì (G; �) . 76



Dùkaz.1. neh» eH znaèí jednièku v (H; �) a eG znaèí jednièku v (G; �) . Pak platí :eH � eH = eH (proto¾e eH je jednièkou v (H; �) )eG � eH = eH (proto¾e eG je jednièkou v (G; �) ) .Je tedy eH � eH = eG � eH , odkud u¾itím zákona o kráení (který v grupì platí)dostáváme, ¾e eH = eG .2. neh» a 2 H libovolný a neh» x znaèí inverzní prvek k prvku a v podgrupì (H; �) ,resp. y znaèí inverzní prvek k prvku a v grupì (G; �) . Potom je :a � x = eH = eG ^ a � y = eGodkud plyne, ¾e a � x = a � y a u¾itím zákonù o kráení dostáváme, ¾e x = y . �Poznámka.Vzhledem k 2. èásti pøedhozí vìty nemusíme rozli¹ovat inverzní prvek k prvku a 2 Hv podgrupì a v elé grupì. V obou pøípadeh budeme proto inverzní prvek k prvku aoznaèovat symbolem a�1.V praxi se budeme èasto setkávat s úlohou rozhodnout o tom, zda daný podgrupiodje podgrupou dané grupy èi nikoliv. Je vidìt, ¾e pokud byhom postupovali pøesnì podlede�nie podgrupy, dìlali byhom øadu zbyteènýh krokù (napøíklad ovìøování toho, ¾ev podgrupoidu platí asoiativní zákon). Proto nyní uvedeme vìtu, která tento postupzjednodu¹í.Vìta 2. 3.Neh» (G; �) je grupa a neh» H je neprázdná podmno¾ina v G . Potom následujíí výrokyjsou ekvivalentní :1. (H; �) je podgrupa grupy (G; �)2. pro a; b 2 H libovolné platí : a � b 2 H ^ a�1 2 H3. pro a; b 2 H libovolné platí : a � b�1 2 H4. pro a; b 2 H libovolné platí : a�1 � b 2 HDùkaz.Tvrzení budeme dokazovat obvyklým zpùsobem, tzn. doká¾eme postupnì ètyøi impli-kae.Dùkaz implikae "1) 2" .Platnost této implikae plyne bezprostøednì z de�nie podgrupy.Dùkaz implikae "2) 3" .Neh» platí 2. a neh» a; b 2 H. Potom (podle 2.) je b�1 2 H a následnì opìtovnýmu¾itím 2. dostáváme, ¾e a � b�1 2 H . Dokázali jsme tak platnost 3.Dùkaz implikae "3) 4" .Neh» platí 3. a neh» a; b 2 H. Podle 3. je: a � a�1 = e 2 H. Tedy e; a; b 2 H a77



pou¾itím 3. dostaneme:e � a�1 = a�1 2 H a e � b�1 = b�1 2 H .Je tedy a�1; b�1 2 H , odkud opìt podle 3. dostáváme : a�1 � (b�1)�1 = a�1 � b 2 H ,o¾ znamená, ¾e platí 4.Dùkaz implikae "4) 1" .Neh» platí 4. a neh» a; b 2 H. Podle 4. je : a�1 � a = e 2 H . Tedy a; e 2 H a podle4. je: a�1 � e = a�1 2 H . Je tedy a�1; b 2 H , odkud opìt podle 4. dostáváme :(a�1)�1 � b = a � b 2 H ,èím¾ jsme dokázali, ¾e (H; �) je podgrupoid v (G; �), který je podle vìty 2.1.1 asoiativní.Ale vý¹e bylo dokázáno, ¾e e 2 H a pro libovolné a 2 H je a�1 2 H. To znamená, ¾e(H; �) je grupa, neboli (H; �) je podgrupa grupy (G; �) a platí 1. �Poznámka.Jak bylo øeèeno døíve, pøedhozí vìtu pou¾íváme k praktikému ovìøování toho, zda je(H; �) podgrupou grupy (G; �) . Obvykle postupujeme tak, ¾e pou¾ijeme èást 2., tzn.dokazujeme, ¾e :1. H � G ^ H 6= ;2. a; b 2 H libovolné ) a � b 2 H3. a 2 H libovolné ) a�1 2 H .Pøíklad 2. 1.Uvedeme nìkolik u¾iteènýh pøíkladù podgrup v grupáh.1. Ka¾dá grupa (G; �) má v¾dy dvì podgrupy, a sie podgrupu (feg; � ) a podgrupu(G; �) . Tyto podgrupy se nazývají nevlastní podgrupy grupy (G; �) . Ostatní pod-grupy (pokud existují) se potom nazývají vlastní podgrupy grupy (G; �) .2. V grupì (C ; +) v¹eh komplexníh èísel, s operaí obyèejného sèítání èísel jsoupodgrupami napøíklad (R ; +) nebo (Q ; +) nebo (Z; +) .3. V grupì (R �f0g; � ) v¹eh nenulovýh reálnýh èísel, s operaí obyèejného násobeníèísel jsou podgrupami napøíklad (Q � f0g; � ) nebo (R+; � ) , kde R+ znaèí mno¾inuv¹eh kladnýh reálnýh èísel.4. V grupì (C � f0g; � ) v¹eh nenulovýh komplexníh èísel, s operaí obyèejnéhonásobení èísel jsou podgrupami napøíklad{ podgrupa (R � f0g; � ) ;{ podgrupa (G; �) , kde G = f z 2 C j j z j = 1 g (tzn. G je mno¾ina v¹eh kom-plexníh èísel, která le¾í na jednotkové kru¾nii) ;{ podgrupa (Gn; �) , kde n je pevné pøirozené èíslo a Gn = f z 2 C j zn = 1 g (tzn.Gn je mno¾ina v¹eh n - týh odmonin z 1) .Z tohoto pøíkladu vidíme, ¾e v grupì, která má nekoneèný poèet prvkù mohou exis-tovat podgrupy, které mají jak nekoneèný, tak i koneèný poèet prvkù.78



Poznamenejme, ¾e v grupáh (C ; +) , resp. (R � f0g; � ) , resp. (C � f0g; � ) exis-tuje mnohem víe podgrup, ne¾ které jsme v pøedhozíh pøíkladeh uvedli. Jinýmislovy øeèeno, uvedené pøíklady zdaleka nevyèerpávají v¹ehny podgrupy v uvedenýhgrupáh. Na druhé stranì je mo¾né podat pomìrnì jednoduhý popis v¹eh podgrupv grupì (Z;+) , který si dále uvedeme. Nejprve v¹ak zavedeme jedno oznaèení.Oznaèení.Neh» k znaèí libovolné elé nezáporné èíslo. Pak symbolem k � Z budeme oznaèovatmno¾inu v¹eh eloèíselnýh násobkù èísla k , tzn.k � Z = f k � z j z 2 Z libovolné g .Následujíí vìta nyní uká¾e, ¾e v¹ehny podgrupy v grupì (Z ; +) jsou právì pod-grupy (k � Z;+) , kde k je libovolné elé nezáporné èíslo.Vìta 2. 4.(H;+) je podgrupou grupy (Z;+) , existuje elé nezáporné èíslo k tak, ¾e H = k�Z .Dùkaz.Doká¾eme postupnì obì implikae.Dùkaz implikae ")" .Neh» (H;+) je libovolná podgrupa grupy (Z;+) . Jestli¾e mno¾ina H neobsahuje ¾ádnépøirozené èíslo, pak musí být H = f0g (proè ?) , o¾ znamená, ¾e H = 0 � Z a mno¾inaH je po¾adovaného tvaru.Neh» tedy mno¾inaH obsahuje alespoò jedno pøirozené èíslo. Potom nejmen¹í pøirozenéèíslo, které nále¾í do mno¾iny H, oznaème k (rozmyslete si, ¾e toto èíslo skuteènìexistuje !). Nyní doká¾eme, ¾e H = k � Z ."�" neh» x 2 H libovolné. Pak podle vìty o dìlení elýh èísel se zbytkem existujíèísla q; r 2 Z tak, ¾ex = q � k + r ^ 0 � r < k .Ale k 2 H , tzn. potom také �q � k 2 H (pozor - zde je nutno symbol � hápat vesmyslu eloèíselného násobku prvku v grupì, tzn. ve smyslu "opakovaného sèítá-ní"). Kromì toho je x 2 H , odkud dostáváme, ¾e: x+(�q � k) = r 2 H . Pak alemusí být r = 0 (jinak dostáváme spor s volbou èísla k), a tedy x = q � k 2 k � Z ."�" neh» x 2 k �Z libovolné. Pak existuje s 2 Z tak, ¾e x = k � s . Ale k 2 H , a tedytaké s � k = x 2 H . (pozor - zde opìt symbol � hápeme ve smyslu eloèíselnéhonásobku prvku v grupì, tzn. ve smyslu "opakovaného sèítání").Dùkaz implikae "(" .Neh» H = k � Z , kde k je pevné elé nezáporné èíslo. U¾itím vìty 2.3.2 doká¾eme, ¾e(k � Z;+) je podgrupou grupy (Z;+). Tedy :1. zøejmì je k � Z � Z ^ k � Z 6= ;2. a; b 2 k � Z ) 9 x; y 2 Z : a = k � x ; b = k � y ) a+ b = k � (x+ y) 2 k � Z3. a 2 k � Z ) 9 x 2 Z : a = k � x ) �a = k � (�x) 2 k � Z . �79



Vidíme tedy, ¾e v grupì (Z;+) existuje nekoneènì mnoho podgrup, které musí býtvý¹e popsaného tvaru. Speielnì, podgrupami grupy (Z;+) jsou napøíklad : 0 �Z = f0g ,1 � Z = Z , 2 � Z (o¾ je mno¾ina v¹eh elýh sudýh èísel), 3 � Z (o¾ je mno¾ina v¹eheloèíselnýh násobkù èísla 3), atd.Podobným zpùsobem, jako jsme popsali v¹ehny podgrupy v grupì elýh èísel(Z;+) , se dají harakterizovat v¹ehny podgrupy v grupì zbytkovýh tøíd (Zm;+).Podrobný dùkaz nebudeme v tomto pøípadì provádìt, ale pouze si v¹ehny podgrupypopí¹eme. Pøitom platí:1. podgrup v grupì (Zm;+) je tolik, kolik je pøirozenýh dìlitelù èísla m.2. je-li k pøirozeným dìlitelem èíslam, potom jemu odpovídajíí podgrupou je podgrupa( fC0 ; Ck ; C2k ; : : : ; Cm�kg ; +) .V¹imnìme si, jak je podgrupa odpovídajíí dìliteli k zkonstruována. Patøí do ní v¾dyzbytková tøída C0 a následnì dal¹í zbytkové tøídy, které dostaneme tak, ¾e k indexupøedhozí zbytkové tøídy pøièítáme èíslo k, a to provádíme tak dlouho, "dokud tojde".Pøíklad 2.2.1. Je-li m prvoèíslo, potom má grupa (Zm;+) pouze nevlastní podgrupy, tzn. podgrupy(Zm;+) a (fC0g;+) ,které odpovídají postupnì dìlitelùm 1 a m daného modulu m.2. Vypi¹me v¹ehny podgrupy v grupì (Z6;+) .Èíslo 6 má ètyøi pøirozené dìlitele, a sie 1; 2; 3; 6 , a grupa (Z6;+) má tedy právìnásledujíí ètyøi podgrupy :( fC0; C1; C2; C3; C4; C5g ; +) = (Z6 ; +) ,( fC0; C2; C4g ; +) ,( fC0; C3g ; +) ,( fC0g ; +) .
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3. Algebraiké struktury se dvìma operaemi.V tomto paragrafu se budeme zabývat algebraikými strukturami se dvìma opera-emi, tzn. mno¾inami, na kterýh jsou de�novány dvì operae. Pøitom pro jednu operaibudeme pou¾ívat aditivní symboliku a pro druhou operai multiplikativní symboliku.Uvidíme, ¾e zavádìné pojmy budou opìt do jisté míry zobeòovat vlastnosti bì¾nýhalgebraikýh struktur se dvìma operaemi, se kterými se prauje na støední ¹kole, tj.elýh èísel, resp. raionálníh èísel nebo reálnýh èísel s operaemi obyèejného sèítánía násobení èísel.De�nie.Neh» R je mno¾ina se dvìma operaemi + a � taková, ¾e platí :1. (R ; +) je komutativní grupa2. (R ; � ) je pologrupa3. platí distributivní zákony, tzn. pro ka¾dé a; b;  2 R platí :a � (b+ ) = a � b + a �  ^ (a+ b) �  = a �  + b � Pak mno¾ina R s operaemi + a � se nazývá okruh a oznaèuje se (R ;+ ; � ) .Jestli¾e naví{ operae � je komutativní, potom se okruh (R ;+ ; � ) nazývá komutativní okruh{ pologrupa (R ; � ) má neutrální prvek (jednièku), potom se okruh (R ;+ ; � ) nazýváokruh s jednièkou.Poznámka.1. Operai + v okruhu (R ;+ ; � ) budeme nazývat sèítání. Neutrální prvek grupy(R ;+) budeme nazývat nula okruhu (R ;+ ; � ) a oznaèovat symbolem 0 . Opaènýprvek k prvku a budeme oznaèovat symbolem �a . Místo zápisu a + (�b) budemepou¾ívat struènìj¹í zápis : a� b .2. Operai � v okruhu (R ;+ ; � ) budeme nazývat násobení. Neutrální prvek pologrupy(R ; � ) budeme (jak je vidìt z de�nie) nazývat jednièka okruhu (R ;+ ; � ) a oznaèovatsymbolem 1 . Tento symbol pohopitelnì nemá obenì ni spoleèného s èíslem 1.3. Pokud se v nìkterém výrazu objeví obì operae bez uzávorkování (jako napøíkladna pravýh stranáh distributivníh zákonù), pak budeme v¾dy pøedpokládat, ¾enásobení "má pøednost" pøed sèítáním, tzn. budeme dodr¾ovat stejnou úmluvu, jakáse na støední ¹kole zavádí pro obyèejné násobení a sèítání èísel.Pøíklad 3. 1.1. Znaèí { li + , resp. � obyèejné sèítání, resp. obyèejné násobení èísel, pak (Z ;+ ; � ),(Q ;+ ; � ), (R ;+ ; � ) a (C ;+ ; � ) jsou okruhy.Dal¹ími okruhy jsou pak napøíklad :(Z[p2 ℄ ;+ ; � ) , kde Z[p2 ℄ = fa+ bp2 j a; b 2 Zg(Q (p2 ) ;+ ; � ) , kde Q (p2 ) = fa+ bp2 j a; b 2 Q g .81



2. Na mno¾inì R�R de�nujme operae + a � takto : pro libovolné (a; b); (; d) 2 R�Rpolo¾me(a; b) + (; d) = (a+  ; b+ d) a (a; b) � (; d) = (a �  ; b � d)kde symboly + a � na pravýh stranáh znaèí obyèejné sèítání a násobení èísel.Potom (R � R ;+ ; � ) je okruh.3. Je-li R jednoprvková mno¾ina, napøíklad R = fxg , pak je zøejmì mo¾no de�novatna mno¾inì R operai pouze jedním zpùsobem. Polo¾íme-li nyní :x + x = x a x � x = xpotom (R ;+ ; � ) je okruh, který budeme nazývat triviální okruh. Triviální okruh jejakýmsi "nepøirozeným" pøíkladem okruhu, ve kterém obì operae splývají, a protojej èasto budeme z na¹ih úvah vyluèovat.4. V¹ehny doposud uvedené pøíklady okruhù byly komutativní okruhy. Jednoduhýpøíklad nekomutativního okruhu bude uveden v kurzu lineární algebry, v souvislostise studiem mati.Dal¹í dùle¾itý pøíklad okruhu je mo¾no sestrojit na mno¾inì Zm zbytkovýh tøídpodle modulu m. Pøipomeòme, ¾e na mno¾inì Zm = fC0 ; C1 ; : : : ; Cm�1g jsme ji¾døíve de�novali operai sèítání + takto : pro Ci; Cj 2 Zm jsme polo¾iliCi + Cj = Cr , kde r je zbytek po dìlení èísla i+ j èíslem m .Analogikým zpùsobem nyní de�nujeme na mno¾inì Zm operai násobení zbytkovýhtøíd.De�nie.Na mno¾inì Zm v¹eh zbytkovýh tøíd podle modulu m de�nujeme operai násobenízbytkovýh tøíd podle modulum (kterou oznaèíme symbolem � ) takto : pro Ci; Cj 2 Zmpolo¾íme :Ci � Cj = Cs , kde s je zbytek po dìlení èísla i � j èíslem m .Poznamenejme, ¾e de�nii násobení zbytkovýh tøíd podle modulu m je mo¾né(rozepsáním vìty o dìlení se zbytkem elýh èísel) formálnì pøepsat do tvaru :Ci � Cj = Cs , kde i � j = z �m + s ^ 0 � s < m ,kde z znaèí elé èíslo.Vìta 3. 1.Neh» Zm = fC0 ; C1 ; : : : ; Cm�1g je mno¾ina zbytkovýh tøíd podle modulu m . Pak(Zm ;+ ; � ) je okruh. Tento okruh je komutativním okruhem s jednièkou.Dùkaz.Operae násobení zbytkovýh tøíd je zøejmì komutativní. Budeme tedy pouze ovìøovatde�nii okruhu a existeni jednièky.1. (Zm ;+) je komutativní grupa (podle vìty 1. 5).2. (Zm ; � ) je zøejmì grupoid. Analogikým zpùsobem jako ve vìtì 1. 5 se doká¾e, ¾eoperae � je asoiativní, tzn. (Zm ; � ) je pologrupa.82



3. Doká¾eme platnost distributivníh zákonù.Vzhledem k tomu, ¾e operae násobení zbytkovýh tøíd je komutativní, staèí dokázatpouze jeden z obou distributivníh zákonù. Neh» tedy Ci; Cj ; Ck 2 Zm a budemedokazovat vztah : (Ci + Cj) � Ck = Ci � Ck + Cj � Ck .Oznaème nejprveCi + Cj = Cr a (Ci + Cj) � Ck = Cs .Pøi tomto oznaèení pak platí :i+ j = z1 �m + r ^ 0 � r < m a r � k = z2 �m + s ^ 0 � s < modkud r = i+ j � z1 �m a po dosazení : (i+ j � z1 �m) � k = z2 �m+ s , tzn.(1) i � k + j � k = (z1 � k + z2) �m + s ^ 0 � s < m :Podobnì oznaème :Ci � Ck = Cu ; Cj � Ck = Cv a Ci � Ck + Cj � Ck = Ct .Pøi tomto oznaèení platí :i � k = z3 �m+ u ; j � k = z4 �m+ v ; u+ v = z5 �m+ tkde 0 � u; v; t < m . Nyní po úpravì a dosazení, podobnì jako pøedtím, dostáváme :(2) i � k + j � k = (z3 + z4 + z5) �m + t ^ 0 � t < m :Ale z (1) a (2) u¾itím vìty o dìlení se zbytkem (zbytek je urèen jednoznaènì !)dostáváme, ¾e s = t , a tedy i Cs = Ct , o¾ jsme htìli dokázat.Dokázali jsme tedy, ¾e (Zm ;+ ; � ) je okruh.4. Z de�nie násobení zbytkovýh tøíd ihned plyne, ¾e zbytková tøída C1 je neutrálnímprvkem v (Zm ; � ) , tzn. C1 je jednièkou okruhu (Zm ;+ ; � ) .Tedy (Zm ;+ ; � ) je komutativní okruh s jednièkou. �Praujeme-li s okruhy zbytkovýh tøíd podle konkrétního (ne pøíli¹ velkého) modu-lu, m, bývá u¾iteèné si sestrojit tabulky pro operae sèítání zbytkovýh tøíd a násobenízbytkovýh tøíd. Uvedeme nyní tyto tabulky pro sèítání a násobení zbytkovýh tøídpodle modulu m = 6 a modulu m = 7 . Na základì døíve zavedené úmluvy budemepou¾ívat zjednodu¹eného zápisu zbytkovýh tøíd, tzn. místo Ci budeme psát pouze i .Tabulky operaí okruhu zbytkovýh tøíd (Z6 ;+ ; � ) :+ 0 1 2 3 4 50 0 1 2 3 4 51 1 2 3 4 5 02 2 3 4 5 0 13 3 4 5 0 1 24 4 5 0 1 2 35 5 0 1 2 3 4
� 0 1 2 3 4 50 0 0 0 0 0 01 0 1 2 3 4 52 0 2 4 0 2 43 0 3 0 3 0 34 0 4 2 0 4 25 0 5 4 3 2 183



Tabulky operaí okruhu zbytkovýh tøíd (Z7 ;+ ; � ) :+ 0 1 2 3 4 5 60 0 1 2 3 4 5 61 1 2 3 4 5 6 02 2 3 4 5 6 0 13 3 4 5 6 0 1 24 4 5 6 0 1 2 35 5 6 0 1 2 3 46 6 0 1 2 3 4 5
� 0 1 2 3 4 5 60 0 0 0 0 0 0 01 0 1 2 3 4 5 62 0 2 4 6 1 3 53 0 3 6 2 5 1 44 0 4 1 5 2 6 35 0 5 3 1 6 4 26 0 6 5 4 3 2 1V následujííh dvou vìtáh si odvodíme základní pravidla, která platí pro "poèí-tání" v okruhu. Uvidíme, ¾e jsou podobná pravidlùm pro poèítání s èísly.Vìta 3. 2.Neh» (R ;+ ; � ) je okruh, a; b;  2 R jsou libovolné prvky. Pak platí:1. a � (b� ) = a � b � a �  ^ (b� ) � a = b � a �  � a2. a � 0 = 0 � a = 03. a � (�b) = (�a) � b = �(a � b)4. (�a) � (�b) = a � bDùkaz.1. a�(b�) = a�(b�)+a��a� = a�[ (b+(�))+ ℄�a� = a�[ b+(�+) ℄�a� =a � [ b+ 0 ℄� a �  = a � b� a �  .Zbývajíí èást se doká¾e analogiky.2. Platí : a � 0 + a � 0 = a � (0 + 0) = a � 0 = a � 0 + 0 , odkud pou¾itím zákonùo kráení (v grupì (R ;+)) dostáváme, ¾e a � 0 = 0 . Analogikým zpùsobem seuká¾e, ¾e 0 � a = 0 .3. U¾itím 1. a 2. dostáváme :a � (�b) = a � (0� b) = a � 0 � (a � b) = 0 � (a � b) = �(a � b)Podobným zpùsobem se uká¾e, ¾e také (�a) � b = �(a � b) .4. U¾itím 3. dostáváme :(�a) � (�b) = �((�a) � b) = �(�(a � b)) = a � b . �Vìta 3. 3.Neh» (R ;+ ; � ) je okruh, a; b; ai; bj 2 R a neh» z 2 Z. Pak platí :1. a � (a1 + a2 + � � �+ an) = a � a1 + a � a2 + � � �+ a � an2. (a1 + a2 + � � �+ an) � a = a1 � a+ a2 � a+ � � �+ an � a3. (a1 + � � �+ an) � (b1 + � � �+ bk) = a1 � b1 + � � �+ a1 � bk + � � �+ an � b1 + � � �+ an � bk4. z � (a � b) = (z � a) � b = a � (z � b) . 84



Dùkaz.V¹ehna tvrzení se doká¾í pomoí matematiké induke (proveïte si sami). U tvrzení4. je nutné upozornit na to, ¾e symbol � je zde pou¾it ve dvou význameh { jednou proeloèíselný násobek prvku v grupì (R ;+) a podruhé pro operai násobení v okruhu. �Oznaèení.Pro zjednodu¹ení oznaèování souètu n prvkù v okruhu (R ;+ ; � ) budeme místo zápisua1 + � � �+ an podle potøeby také pou¾ívat sumaèní symboliku, tzn. zápis nPi=1 ai .První tøi tvrzení pøedhozí vìty nám udávají základní poèetní pravidla pro poèítáníse sumaèními symboly v okruhu. Pøepí¹eme-li je do sumaèní symboliky, dostávámepostupnì následujíí tøi rovnosti :a � ( nPi=1 ai) = nPi=1(a � ai) , ( nPi=1 ai) � a = nPi=1(ai � a) , ( nPi=1 ai) � ( kPj=1 bj) = nPi=1 kPj=1(ai � bj) .De�nie.Neh» (R ;+ ; � ) je okruh. Neh» pro prvky a; b 2 R platí :a 6= 0 ^ b 6= 0 ^ a � b = 0 .Potom se prvky a; b nazývají dìlitelé nuly v okruhu (R ;+ ; � ) .Pøíklad 3. 2.1. Ve v¹eh okruzíh, kde prvky jsou èísla a operaemi jsou obyèejné sèítání èísel aobyèejné násobení èísel dìlitelé nuly neexistují. Tedy napøíklad v¹ehny okruhy uve-dené v pøíkladu 3. 1. 1 jsou okruhy bez dìlitelù nuly.2. Okruh (R � R ;+ ; � ) z pøíkladu 3. 1. 2 má dìlitele nuly. Nulou tohoto okruhu jezøejmì uspoøádaná dvojie (0; 0) , pøièem¾ napøíklad(1; 0) 6= (0; 0) ^ (0; 1) 6= (0; 0) ^ (1; 0) � (0; 1) = (0; 0) ,o¾ znamená, ¾e prvky (1; 0) a (0; 1) jsou dìlitelé nuly v tomto okruhu.3. Okruh zbytkovýh tøíd (Z6 ;+ ; � ) má dìlitele nuly. Jsou jimi napøíklad zbytkovétøídy C2 a C3 , proto¾e zøejmì nulou tohoto okruhu je zbytková tøída C0 a platí :C2 6= C0 ^ C3 6= C0 ^ C2 � C3 = C0 .Okruh zbytkovýh tøíd (Z7 ;+ ; � ) dìlitele nuly nemá. Tento fakt okam¾itì vyplýváz tabulky operae násobení zbytkovýh tøíd podle modulu 7, uvedené døíve. Z ní jeihned vidìt, ¾e pro Ci 6= C0 ^ Cj 6= C0 je v¾dy Ci � Cj 6= C0 .Poznámka.V praxi je potøeba èasto dokazovat, ¾e daný okruh nemá dìlitele nuly. Znamená todokázat implikai : ( a 6= 0 ^ b 6= 0 ) ) a � b 6= 0Vìt¹inou bývá v tomto pøípadì jednodu¹¹í dokazovat obmìnu pøedhozí implikae, tzn.implikai 85



a � b = 0 ) ( a = 0 _ b = 0 ) .Tehniky bude potom obvykle nejvýhodnìj¹í postupovat tak, ¾e budeme dokazovatnapøíklad implikai ( a � b = 0 ^ a 6= 0 ) ) b = 0 .De�nie.Okruh (R ;+ ; � ), který je netriviální, je komutativní, má jednièku a nemá dìlitele nulyse nazývá obor integrity.Pøíklad 3. 3.1. Klasikým pøíkladem oboru integrity je okruh elýh èísel (Z ;+ ; � ) .Dal¹ími pøíklady oborù integrity jsou pak okruhy (Q ;+ ; � ) , (R ;+ ; � ) , (C ;+ ; � ) ,(Z[p2℄ ;+ ; � ) , (Q (p2) ;+ ; � ) uvedené v pøíkladu 3. 1. 1 .2. Okruh (R�R ;+ ; � ) z pøíkladu 3. 1. 2 není oborem integrity, proto¾e má dìlitele nuly(jak jsme ukázali v pøedhozím pøíkladu).3. Okruh (Zm ;+ ; � ) zbytkovýh tøíd podle modulu m je pro m � 2 v¾dy netriviál-ním, komutativním okruhem s jednièkou. Tento okruh tedy je (resp. není) oboremintegrity podle toho, zda nemá (resp. má) dìlitele nuly. Z pøedhozího pøíkladu tedyvyplývá, okruh (Z7 ;+ ; � ) je oborem integrity, zatímo okruh (Z6 ;+ ; � ) oboremintegrity není.Z pøedhozího pøíkladu vidíme, ¾e nìkteré okruhy zbytkovýh tøíd jsou oboryintegrity, zatímo jiné naopak obory integrity nejsou. Pøesnì tuto situai rozebíránásledujíí vìta.Vìta 3. 4.Okruh (Zm ;+ ; � ) zbytkovýh tøíd podle modulu m je oborem integrity , modul mje prvoèíslo.Dùkaz.Pøipomeòme, ¾e elé èíslo je prvoèíslem, jestli¾e je vìt¹í ne¾ 1 a má pouze nevlastnídìlitele.Dùkaz implikae ")" .Neh» okruh (Zm ;+ ; � ) je oborem integrity. Pak je netriviálním okruhem a tedy musíbýt m > 1.Zbývá dokázat, ¾e m má pouze nevlastní dìlitele. Budeme postupovat sporem. Pøed-pokládejme, ¾e m má nìjakého vlastního dìlitele. Potom má také kladného vlastníhodìlitele (proè ?), kterého oznaèíme r . Platí tedy :1 < r < m a existuje s 2 Z , tak ¾e : r � s = m .Potom v¹ak musí být 1 < s < m , a tedy Cr; Cs 2 Zm, pøièem¾ Cr 6= C0 , Cs 6= C0 aCr � Cs = C0 . To v¹ak znamená, ¾e Cr; Cs jsou dìlitelé nuly v (Zm ;+ ; � ), o¾ je spors pøedpokladem, ¾e (Zm ;+ ; � ) je obor integrity. Tedy m nemá ¾ádné vlastní dìlitele adokázali jsme tak, ¾e m je prvoèíslo. 86



Dùkaz implikae "(" .Neh» m je prvoèíslo. Potom m > 1, o¾ znamená, ¾e okruh (Zm ;+ ; � ) je netriviální.Dále víme, ¾e okruh zbytkovýh tøíd je v¾dy komutativní a má jednièku. Zbývá tedydokázat, ¾e (Zm ;+ ; � ) nemá dìlitele nuly.Neh» tedy Cr; Cs 2 Zm jsou zbytkové tøídy takové, ¾e Cr �Cs = C0 ^ Cr 6= C0 . Pakz de�nie násobení zbytkovýh tøíd plyne (rozmyslete si proè), ¾em j r � s ^ m - r .Proto¾e v¹ak m je prvoèíslo, pak (podle vìty 4.4.3 z kapitoly I.) musí m dìlit s, o¾znamená, ¾e Cs = C0 . Dokázali jsme tak, ¾e okruh (Zm ;+ ; � ) nemá dìlitele nuly.Tedy okruh (Zm ;+ ; � ) je oborem integrity. �Vìta 3. 5.Neh» (R ;+ ; � ) je okruh a neh» a; b;  2 R . Pak následujíí výroky jsou ekvivalentní.1. okruh (R ;+ ; � ) nemá dìlitele nuly2. a � b = a �  ^ a 6= 0 ) b = 3. b � a =  � a ^ a 6= 0 ) b = DùkazTvrzení doká¾eme obvyklým zpùsobem, tzn. budeme postupnì dokazovat tøi implikae.Dùkaz implikae "1:) 2:" .Neh» platí výrok 1. a neh» a � b = a �  ^ a 6= 0 . Potom a � b � a �  = 0 , tzn.a � (b� ) = 0 . Proto¾e a 6= 0 a okruh nemá dìlitele nuly, musí být b�  = 0 , a tedyb =  .Dùkaz implikae "2:) 3:" .Neh» platí výrok 2. a neh» b � a =  � a ^ a 6= 0 . Potom (b� ) � a = 0. Podle vìty3.2.2 je souèin libovolného prvku s nulou okruhu roven nule okruhu, a tedy speielnìmusí být (b� ) � 0 = 0 . Dostáváme tedy(b� ) � a = 0 = (b� ) � 0 .Pokud by bylo (b � ) 6= 0 , pak byhom u¾itím 2. dostali a = 0 , o¾ by byl spors pøedpokladem, ¾e a 6= 0. Musí tedy být (b� ) = 0 , odkud ji¾ plyne, ¾e b =  .Dùkaz implikae "3) 1" .Neh» platí výrok 3. Dále postupujeme sporem, tzn. pøedpokládáme, ¾e okruh (R ;+ ; � )má dìlitele nuly. Potom existují prvky x; y 2 R takové, ¾e x 6= 0 , y 6= 0 a x � y = 0 .Podle vìty 3.2.2 je souèin nuly okruhu s libovolným prvkem roven nule, tzn. platí také0 � y = 0 . Dostáváme tedy x � y = 0 = 0 � yodkud u¾itím 3. plyne, ¾e x = 0 , o¾ je spor. Dokázali jsme tak, ¾e okruh (R ;+ ; � )nemá dìlitele nuly. �Podmínky 2. a 3. z pøedhozí vìty se nazývají omezené zákony o kráení (levý apravý). Slovo "omezené" naznaèuje, ¾e nemù¾eme krátit v¹emi prvky z R (v na¹empøípadì nelze krátit nulou okruhu). 87



Na závìr na¹ih úvah o algebraikýh strukturáh se dvìma operaemi se budemezabývat dal¹ím speiálním pøípadem okruhu, s ním¾ se budeme èasto setkávat.De�nie.Neh» (R ;+ ; � ) je komutativní okruh s vlastností, ¾e mno¾ina jeho nenulovýh prvkùs operaí násobení je grupa. Pak (R ;+ ; � ) se nazývá tìleso.Následujíí vìtu mù¾eme s výhodou pou¾ít pøi praktikém ovìøování toho, zdakonkrétní okruh je èi není tìlesem.Vìta 3. 6.Neh» (R ;+ ; � ) je netriviální, komutativní okruh s jednièkou. Pak (R ;+ ; � ) je tìlesoprávì kdy¾ ke ka¾dému nenulovému prvku z R existuje prvek inverzní.Dùkaz.Dùkaz implikae ")" .Platnost této implikae okam¾itì vyplývá z de�nie tìlesa.Dùkaz implikae "(" .Podle pøedpokladu je okruh (R ;+ ; � ) komutativní. Budeme tedy dokazovat, ¾e mno-¾ina v¹eh nenulovýh prvkù z R s operaí násobení, tj. (R� f0g ; � ), je grupou.Nejprve doka¾me, ¾e (R� f0g ; � ) je grupoid, tzn. jinak øeèeno, ¾e v okruhu (R ;+ ; � )neexistují dìlitelé nuly. Neh» tedy pro prvky x; y 2 R platí :x � y = 0 ^ x 6= 0 .Podle pøedpokladu v¹ak k prvku x existuje prvek inverzní x�1 , tzn. po úpravì jex�1 � (x � y) = x�1 � 0 ) (x�1 � x) � y = 0 ) y = 0 .Tedy (R � f0g ; � ) je grupoid a z ostatníh pøedpokladù ji¾ bezprostøednì plyne, ¾e(R� f0g ; � ) je grupa. Dokázali jsme tak, ¾e (R ;+ ; � ) je tìleso. �Pøíklad 3. 4.1. Okruhy (Q ;+ ; � ), (R ;+ ; � ), (C ;+ ; � ) jsou tìlesa.2. Na mno¾inì Q � Q de�nujme operae + a � takto :(a; b) + (; d) = (a+  ; b+ d) ; (a; b) � (; d) = (a� 3bd ; ad+ b) .Potom (Q � Q ;+ ; � ) je tìleso (doka¾te si sami, rozepsáním de�nie tìlesa).3. Okruh (Zm ;+ ; � ) zbytkovýh tøíd podle modulu m je tìlesem právì kdy¾ modul mje prvoèíslem (plyne z vìty 3. 4, a vìty 3.8 ).4. Okruhy (Z ;+ ; � ) a (Z[p2 ℄ ;+ ; � ) (viz pøíklad 3. 1. 1) nejsou tìlesa. Podobnì, okruh(R � R ;+ ; � ) z pøíkladu 3. 1. 2 není tìlesem a dále té¾ triviální okruh není tìlesem.V tomto paragrafu jsme zavedli tøi základní algebraiké struktury se dvìma opera-emi : okruh, obor integrity a tìleso. Víme ji¾, ¾e obor integrity je v¾dy okruhem, aleokruh nemusí v¾dy být oborem integrity. Nyní si v¹imneme, jaký je vzájemný vztahmezi obory integrity a tìlesy. 88



Vìta 3. 7.Ka¾dé tìleso je oborem integrity.Dùkaz.Neh» (R ;+ ; � ) je tìleso. Potom :1. (R ;+ ; � ) je netriviální okruh.V opaèném pøípadì by by toti¾ mno¾ina jeho nenulovýh prvkù R�f0g byla prázdnáa tedy (R� f0g ; � ) by nebyla grupou.2. (R ;+ ; � ) je komutativní okruh, o¾ plyne pøímo z de�nie tìlesa.3. (R ;+ ; � ) je okruhem s jednièkou.Jednièkou tìlesa bude jednièka e grupy (R � f0g ; � ) , proto¾e pro ka¾dý nenulovýprvek y 2 R pak je y � e = e � y = y a pro nulu platí 0 � e = e � 0 = 0 (podle vìty3. 2. 2). Dohromady tedy je x � e = e � x = x pro 8x 2 R.4. (R ;+ ; � ) nemá dìlitele nuly.Mno¾ina nenulovýh prvkù tìlesa je vzhledem k operai násobení grupou, tzn. je takégrupoidem, a tedy souèin dvou nenulovýh prvkù je opìt nenulovým prvkem.Dohromady tak dostáváme, ¾e (R ;+ ; � ) je oborem integrity. �Pøedhozí vìtu není mo¾né obrátit, tzn. obor integrity nemusí být obenì tìlesem.Napøíklad okruh elýh èísel (Z ;+ ; � ) je oborem integrity, který není tìlesem (proto¾enapøíklad k èíslu 2 zde neexistuje inverzní prvek). Je-li v¹ak mno¾ina R koneèná, potomobráení pøedhozí vìty mo¾né je, jak vyplývá z následujíí vìty. Znamená to tedy, ¾epro koneèné mno¾iny pojmy obor integrity a tìleso splývají.Vìta 3. 8.Ka¾dý koneèný obor integrity je tìlesem.Dùkaz.Neh» (R ;+ ; � ) je koneèný obor integrity a neh» mno¾ina R sestává z n prvkù (n � 2) .Podle pøedpokladu je (R ;+ ; � ) netriviální, komutativní okruh s jednièkou, tzn. podlevìty 3.6 staèí dokázat, ¾e k libovolnému nenulovému prvku z R existuje prvek inverzní.Neh» tedy a 2 R� f0g . Uva¾me mno¾inuM = f a � x j x 2 R� f0g libovolnýg ;která je podmno¾inou mno¾iny R�f0g (proto¾e daný obor integrity nemá dìlitele nuly).Mno¾ina M je koneèná a má stejný poèet prvkù jako mno¾ina R� f0g , proto¾e podlevìty 3.5.2 (pou¾ijeme obmìnu implikae) pro x1; x2 2 R� f0g platí :x1 6= x2 ) a � x1 6= a � x2 .Musí tedy být M = R � f0g , o¾ ale znamená, ¾e urèitì existuje prvek x0 2 R � f0gtakový, ¾e a � x0 = 1 . Prvek x0 je potom hledaným inverzním prvkem k prvku a . �S pojmem tìlesa se bude praovat i v jinýh matematikýh disiplínáh. Pokudheme situai o nejvíe zjednodu¹it (pøi zahování vìt¹iny podstatnýh vlastností),omezujeme se èasto na tìlesa, jejih¾ prvky budou èísla a operaemi budou obyèejnésèítání a násobení èísel. Nyní taková tìlesa zavedeme a uká¾eme nìkteré jejih pøíkladya základní vlastnosti. 89



De�nie.Neh» (T ;+ ; � ) je tìleso takové, ¾e T � C a + , resp. � znaèí obyèejné sèítání, resp.obyèejné násobení èísel. Pak (T ;+ ; � ) se nazývá èíselné tìleso .Praktiké ovìøování toho, zda je (T ;+ ; � ) èíselným tìlesem provádíme pomoí ná-sledujíí vìty. K ní pøedem poznamenejme, ¾e ve smyslu døíve zavedenýh úmluv budea � b znamenat obyèejný rozdíl èísel a; b a podobnì ab bude znaèit obyèejný podílèísel a; b ( kde b 6= 0 ) .Vìta 3. 9.Neh» T je alespoò dvouprvková podmno¾ina mno¾iny C v¹eh komplexníh èísel a+ , resp. � znaèí obyèejné sèítání, resp. obyèejné násobení èísel. Potom (T ;+ ; � ) jeèíselným tìlesem právì kdy¾ platí :1. a; b 2 T ) a� b 2 T2. a; b 2 T ^ b 6= 0 ) ab 2 T .Dùkaz.Tvrzení vìty ihned plyne z de�nie tìlesa, z vìty 2.3. a ze známýh vlastností platnýhpro poèítání s èísly. �Pøíklad 3. 5.1. (Q ;+ ; � ), (R ;+ ; � ), (C ;+ ; � ) jsou zøejmì èíselnými tìlesy.2. (Q (p2 ) ;+ ; � ) je èíselné tìleso.Pøipomeòme, ¾e Q (p2 ) = fa+ b � p2 j a; b 2 Q g . Pro ilustrai ovìøme (s vyu¾itímpøedhozí vìty), ¾e se skuteènì jedná o èíselné tìleso.Mno¾ina Q (p2 ) je nekoneèná, tzn. je tedy alespoò dvouprvková.Neh» a+ bp2 ; + dp2 2 Q (p2) , tzn. a; b; ; d 2 Q . Potom :1. (a+ bp2)� (+ dp2) = (a� ) + (b� d)p2 2 Q (p2) ,2. neh» naví + dp2 6= 0 . Potom té¾ � dp2 6= 0 (proè ?) a platí :a+ bp2+ dp2 = a+ bp2+ dp2 � � dp2� dp2 = a� 2bd2 � 2d2 + b� ad2 � 2d2 � p2 2 Q (p2) ;Tedy podle vìty 3. 9 je (Q (p2 ) ;+ ; � ) èíselným tìlesem.3. Pøi stejném oznaèení lze podobným zpùsobem dokázat, ¾e napøíklad (Q (pp ) ;+ ; � ) ,kde p je libovolné prvoèíslo, je èíselné tìleso.4. Oznaème Q (i) = fa+ bi j a; b 2 Q g . Potom (Q (i) ;+ ; � ) je èíselné tìleso, o¾ seuká¾e obdobným výpoètem jako ve 2. èásti tohoto pøíkladu.Z pøedhozíh pøíkladù pøedev¹ím vidíme, ¾e èíselnýh tìles je nekoneènì mnoho adále, ¾e se neomezují pouze na reálnou osu. K pøíkladùm 3.5.3 a 3.5.4 poznamenejme,90



¾e se jedná o speiální pøíklady obenìj¹ího tvrzení, podle kterého jsou èíselnými tìlesyv¹ehny mno¾iny tvaru Q (pd ) = f a+ b � pd j a; b 2 Q g(s operaemi obyèejného sèítání a obyèejného násobení èísel), pøièem¾ d je libovolné eléèíslo, takové, ¾e d 6= 0; 1 a d není dìlitelné druhou moninou pøirozeného èísla vìt¹íhone¾ 1. Odmoninu pøitom hápeme jako libovolnou z obou druhýh odmonin z èísla dv oboru komplexníh èísel (tzn. libovolné z obou øe¹ení rovnie x2 = d v C ).Rozebereme-li pøedhozí pøíklady èíselnýh tìles, pak zjistíme, ¾e v¹ehna uvedenáèíselná tìlesa v¾dy obsahovala v¹ehna raionální èísla. Skuteènost, ¾e tomu tak musíbýt v¾dyky, ukazuje následujíí vìta.Vìta 3. 10.Neh» (T ;+ ; � ) je libovolné èíselné tìleso. Potom mno¾ina T obsahuje mno¾inu Q v¹ehraionálníh èísel.Dùkaz.Z de�nie tìlesa plyne, ¾e musí existovat nenulový prvek a 2 T . Potom ale platí, ¾eaa = 1 2 T , tzn. mno¾ina T obsahuje èíslo 1. Seèteme-li jednièku se sebou samoulibovolný koneèný poèet - krát, pak výsledek opìt musí le¾et v T , a tedy T obsahujemno¾inu v¹eh pøirozenýh èísel.Dále: a� a = 0 2 T a pro libovolné pøirozené èíslo x 2 T musí být i 0� x = �x 2 T .Tedy mno¾ina T obsahuje nulu a v¹ehna záporná èísla. Dohromady pak T � Z .Koneènì, v T le¾í i podíl libovolnýh dvou elýh èísel (s nenulovým jmenovatelem),tzn. v T le¾í ka¾dé raionální èíslo. Dostáváme tak, ¾e T � Q . �
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4. Homomor�zmy algebraikýh struktur.V tomto paragrafu se budeme zabývat studiem vzájemnýh vztahù mezi algebrai-kými strukturami se stejným poètem operaí. K tomu úèelu budeme pou¾ívat zobrazenímezi tìmito algebraikými strukturami, která budou "zahovávat operae" a na základìtoho potom ve vìt¹í èi men¹í míøe "pøená¹et danou strukturu".Úmluva.Pøi oznaèování algebraikýh struktur jsme doposud v¾dy kromì symbolu nosné mno¾inydùslednì vypisovali i symbol operae èi operaí. Zaveïme nyní úmluvu, ¾e z dùvodùstruènosti zápisu budeme symboly operaí podle potøeby vynehávat, a to zejména tam,kde nebude nebezpeèí nedorozumìní a z kontextu bude jasné, o jakou operai, resp. ope-rae se jedná.Budeme tedy místo obratu "grupoid (G; �)" øíkat struènì "grupoid G " nebo místo"tìleso (Q ;+ ; � )" budeme øíkat "tìleso Q " , atd. Pøi tom budeme mít na pamìti, ¾ese nejedná pouze o mno¾iny, ale jedná se o mno¾iny s operaemi.De�nie.Neh» (G ; � ) a (H ; � ) jsou grupoidy a neh» ' : G �! H je zobrazení takové, ¾e(1) ' (a � b) = '(a) � '(b) pro ka¾dé a; b 2 GPak ' se nazývá homomor�zmus grupoidu G do grupoidu H .Je-li zobrazení ' naví injektivní, pak se nazývá vnoøení , resp. je-li zobrazení ' navíbijektivní, pak se nazývá izomor�zmus .Poznámka.1. Jsou { li grupoidy G;H z pøedhozí de�nie naví pologrupami, resp. grupami, atd. ,potom hovoøíme o homomor�zmu pologrup, resp. grup, atd. Toté¾ platí i pro vnoøenía izomor�zmus.2. Existuje-li vnoøení ' : G �! H , pak také øíkáme, ¾e grupoid (pologrupu, grupu) Glze vnoøit do grupoidu (pologrupy, grupy) H .3. V pøedhozí de�nii homomor�zmu je jasné, ¾e operae � a � jsou obenì rùzné,o¾ plyne ji¾ z pou¾itého oznaèení. Pro jednoduhost zápisu budeme v dal¹ím obìoperae oznaèovat obvykle stejným symbolem, vìt¹inou symbolem � . Pøi tom nebudemoi dojít k nedorozumìní, proto¾e ze souvislostí a ze samotného zápisu bude v¾dypatrné, o kterou z obou operaí se jedná.Pøíklad 4. 1.1. Neh» G je libovolný grupoid. Pak identiké zobrazení idG : G �! G je v¾dyhomomor�zmus, který je naví v¾dy izomor�zmem.2. Neh» G je libovolný grupoid a neh» H je grupoid s neutrálním prvkem e . Potomzobrazení ' : G �! H , de�nované : ' (x) = e pro ka¾dé x 2 G92



je homomor�zmus. Tento homomor�zmus je vnoøením, právì kdy¾ mno¾ina G jejednoprvková, resp. je izomor�zmem, právì kdy¾ mno¾iny G;H jsou jednoprvkové.3. Uva¾me grupu elýh èísel (Z ;+) a grupu (Zm ;+) zbytkovýh tøíd podle modulum . Pak zobrazení ' : Z �! Zm , de�nované pro ka¾dé a 2 Z vztahem :' (a) = Cr ; kde r je zbytek po dìlení èísla a èíslem mje homomor�zmus (doka¾te si sami rozepsáním, pomoí vìty o dìlení se zbytkemelýh èísel). Tento homomor�zmus není vnoøení a není izomor�zmus.4. Uva¾me pologrupu (N ;+) a grupu (Z�Z ;+) , kde operaí je "sèítání po slo¾káh" ,tzn. (a; b) + (; d) = (a+  ; b+ d) . De�nujme nyní zobrazení' : N �! Z� Z vztahem : ' (x) = (x; 0) , pro 8x 2 N .Potom ' je vnoøení (ovìøte si sami pøíslu¹ným rozepsáním).5. Neh» R+ znaèí mno¾inu v¹eh kladnýh reálnýh èísel. Uva¾me grupy (R+ ; � ) a(R ;+) a de�nujme zobrazení' : R+ �! R vztahem : ' (x) = ln x , pro 8x 2 R+ .Potom ' je bijeke (proè ?) a pro ka¾dé a; b 2 R+ platí :' (a � b) = ln (a � b) = ln a + ln b = ' (a) + ' (b) .Dohromady tedy dostáváme, ¾e ' je izomor�zmus.6. Uva¾me grupu (Z3 ;+) zbytkovýh tøíd podle modulu 3 a dále grupu (G ; � ) v¹ehtøetíh odmonin z jedné v oboru komplexníh èísel, tzn.Z3 = fC0; C1; C2 g , G = fx0; x1; x2 g ,kde xk = os 2k�3 + i sin 2k�3 pro k = 0; 1; 2 a tabulky operaí mají tvar :+ C0 C1 C2C0 C0 C1 C2C1 C1 C2 C0C2 C2 C0 C1
� z0 z1 z2x0 x0 x1 x2x1 x1 x2 x0x2 x2 x0 x1De�nujme zobrazení' : Z3 �! G vztahem : ' (Ci) = xi , pro i = 0; 1; 2 .Potom ' je izomor�zmus (o¾ je v podstatì ihned vidìt z obou tabulek operaí).Vìta 4. 1.Neh» G;H;K jsou grupoidy, neh» ' : G �! H a  : H �! K jsou homomor�zmy.Potom platí :1. slo¾ení homomor�zmù  Æ ' je opìt homomor�zmus2. je-li ' izomor�zmus, pak inverzní zobrazení '�1 je také izomor�zmus.93



Dùkaz.1. Zøejmì  Æ ' : G �! K . Neh» a; b 2 G libovolné. Potom:( Æ ' )(a � b) =  (' (a � b)) =  (' (a)) �  (' (b)) = ( Æ ' )(a) � ( Æ ' )(b)o¾ znamená, ¾e  Æ ' je homomor�zmus.2. Neh» ' : G �! H je izomor�zmus. Pak ' je bijektivní zobrazení, a tedy existujeinverzní zobrazení '�1 : H �! G , které je také bijektivní. Zbývá dokázat, ¾e '�1je homomor�zmus.Neh» tedy u; v 2 H libovolné. Potom (proto¾e ' je bijektivní) existují prvky a; b 2 Gtak, ¾e ' (a) = u ; ' (b) = v . To v¹ak znamená, ¾e je'�1(u) = a ^ '�1(v) = b .Dostáváme tak : u � v = ' (a) � ' (b) = ' (a � b) , o¾ znamená, ¾e'�1(u � v) = a � b = '�1(u) � '�1(v) .Dokázali jsme tedy, ¾e '�1 je izomor�zmus. �Oznaèení.Je-li f : A �! B zobrazení mno¾iny A do mno¾iny B , a X je libovolná podmno¾inamno¾iny A , pak symbolem f(X) budeme oznaèovat mno¾inu obrazù v¹eh prvkù z Xpøi zobrazení f , tzn. f(X) = f f(u) j u 2 X gVìta 4. 2.Neh» G;H jsou grupoidy a ' : G �! H je homomor�zmus. Pak platí :1. '(G) je podgrupoidem grupoidu H2. G je komutativní ) '(G) je komutativní3. G je asoiativní ) '(G) je asoiativní .Dùkaz.Neh» (G; �) a (H; �) jsou uva¾ované grupoidy. Neh» u; v 2 '(G) jsou libovolné prvky.Pak existují prvky a; b 2 G tak, ¾e' (a) = u a ' (b) = v .Nyní doká¾eme jednotlivá tvrzení.1. Mno¾ina '(G) je zøejmì neprázdná a zbývá tedy dokázat, ¾e mno¾ina '(G) jeuzavøená vzhledem k operai � (v mno¾inì H). Ale :u � v = ' (a) � ' (b) = ' (a � b) , a tedy u � v 2 '(G) .2. Neh» G je komutativní grupoid. Potomu � v = ' (a) � ' (b) = ' (a � b) = ' (b � a) = ' (b) � ' (a) = v � uo¾ znamená, ¾e grupoid '(G) je komutativní.3. Doká¾e se analogiky jako 2. �94



V dal¹ím se nyní budeme zabývat homomor�zmy grup. Pøipomeòme na¹i døívìj¹íúmluvu, ¾e neutrální prvek grupy G budeme nazývat jednièkou této grupy a oznaèovatsymbolem eG. Analogiky, jednièku grupy H oznaèujeme eH .De�nie.Neh» G;H jsou grupy a ' : G �! H je homomor�zmus. Pak mno¾inuKer ' = fx 2 G j ' (x) = eHgnazýváme jádro homomor�zmu ' .Jádro homomor�zmu grup je tedy mno¾ina prvkù z G , které se pøi tomto homo-mor�zmu zobrazí na jednièku grupy H. Poznamenejme, ¾e oznaèení Ker ' je bì¾nìpou¾ívanou zkratkou, poházejíí z anglikého "kernel" = jádro. Mno¾ina '(G) se takénìkdy nazývá obraz homomor�zmu.Jádro homomor�zmu Ker ' a obraz homomor�zmu '(G) je mo¾no shematiky zná-zornit následujíím obrázkem.
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Vìta 4. 3.Neh» G;H jsou grupy a ' : G �! H je homomor�zmus. Pak platí :1. ' (eG) = eH2. ' (a�1) = ' (a)�1 pro ka¾dé a 2 G3. jádro Ker ' je podgrupa grupy G4. obraz '(G) je podgrupa grupy H .Dùkaz.Neh» ' : G �! H je grupový homomor�zmus.1. Pro jednièku eG grupy G a jednièku eH grupy H platí:' (eG) � ' (eG) = ' (eG � eG) = ' (eG) = ' (eG) � eHodkud u¾itím zákona o kráení (který v grupì platí) dostáváme, ¾e ' (eG) = eH .2. Pro libovolný prvek a 2 G platí :' (a) � ' (a�1) = ' (a � a�1) = ' (eG) = eH' (a�1) � ' (a) = ' (a�1 � a) = ' (eG) = eHodkud plyne, ¾e prvek ' (a�1) je inverzním prvkem k prvku ' (a) .95



3. Podle 1. èásti této vìty je eG 2 Ker ' , a tedy Ker ' je neprázdná mno¾ina. Neh»dále a; b 2 Ker ' . Doká¾eme, ¾e prvek a � b�1 2 Ker ' . Ale' (a � b�1) = ' (a) � ' (b�1) = ' (a) � ' (b)�1 = eH � e�1H = eHo¾ znamená, ¾e a � b�1 2 Ker ' , a tedy podle vìty 2. 3 dostáváme, ¾e Ker ' jepodgrupou grupy G .4. Mno¾ina '(G) je zøejmì neprázdná. Dále neh» u; v 2 '(G) . Ale podle 2. èásti tétovìty je v�1 2 '(G) a podle vìty 4. 2. 1 je potom u �v�1 2 '(G) , odkud opìt pou¾itímvìty 2. 3 dostáváme, ¾e '(G) je podgrupou grupy H. �Pomoí jádra grupového homomor�zmu mù¾eme jednoduhým zpùsobem harak-terizovat injektivnost tohoto homomor�zmu, jak ukazuje následujíí vìta.Vìta 4. 4.Neh» G;H jsou grupy a ' : G �! H je homomor�zmus. Pak platí : zobrazení ' jeinjektivní , Ker ' = feGgDùkaz.Tvrzení budeme dokazovat obvyklým zpùsobem, ve dvou kroíh.Dùkaz implikae ")" .Neh» ' je injektivní zobrazení. Budeme dokazovat, ¾e Ker ' = feGg . Jedná se omo¾inovou rovnost, tzn. doká¾eme obì mno¾inové inkluze."�": Neh» x 2 Ker ' . Potom ' (x) = eH = ' (eG) . Ale zobrazení ' je injektivní,tzn. x = eG , neboli x 2 feGg ."�": Tato inkluze zøejmì platí, proto¾e (podle vìty 4.3.1) je ' (eG) = eH , o¾ znamená,¾e eG 2 Ker ' .Dùkaz implikae "(" .Pøedpokládáme, ¾e Ker ' = feGg a doká¾eme, ¾e ' je injektivní. Ale' (x) = ' (y) ) ' (x) � ' (y)�1 = eH ) ' (x � y�1) = eH ) x � y�1 2 Ker ' ,o¾ v¹ak podle pøedpokladu znamená, ¾e x � y�1 = eG , neboli x = y . Dokázali jsmetedy, ¾e zobrazení ' je injektivní. �De�nie.Øekneme, ¾e grupoidy (resp. pologrupy, resp. grupy) G;H jsou izomorfní, jestli¾e exis-tuje izomor�zmus ' : G �! H . Pí¹eme pak G �= H .Poznámka.Pøedhozí de�nie je zformulována korektnì, nebo» z vìty 4. 1. 2 plyne, ¾e je-li G �= H ,potom je také H �= G a mù¾eme tedy øíkat, ¾e G;H (bez ohledu na poøadí) jsouizomorfní. Pøipomeòme je¹tì, ¾e zøejmì platí G �= G a dále také platí :G �= H ^ H �= K ) G �= K(rozmyslete si podrobnì proè !). 96



Z na¹ih dosavadníh úvah a tvrzení vyplývá, ¾e izomorfní grupoidy (resp. polo-grupy, resp. grupy) se mezi sebou z algebraikého hlediska vùbe neli¹í. Pomineme-litoti¾ konkrétní smysl prvkù a konkrétní smysl operaí, pak vidíme, ¾e dvì izomorfní al-gebraiké struktury mají naprosto stejné v¹ehny vlastnosti, které je mo¾no zformulovatpomoí operae na dané mno¾inì, tj. napøíklad komutativnost, asoiativnost, existeneneutrálního prvku, atd. Pìknì je to vidìt tøeba v pøíkladu 4. 1. 6 , kde obì grupy jsoukoneèné, mají stejný poèet prvkù a tabulky operaí jsou "stejné". Z algebraikéhohlediska je potom nepodstatné, ¾e v jednom pøípadì se jedná o zbytkové tøídy a jejihsèítání a ve druhém pøípadì se jedná o jistá komplexní èísla a jejih násobení. Z tìhtodùvodù je v matematie obvyklé v pøípadì potøeby izomorfní algebraiké strukturyztoto¾òovat. To znamená, ¾e ka¾dý prvek jedné struktury se potom pova¾uje za toto¾nýs tím prvkem druhé struktury, který je jeho obrazem pøi daném izomor�zmu a naví seneèiní rozdíl mezi operaemi v obou strukturáh.Do jisté míry podobná situae nastává té¾ u vnoøení. Máme-li vnoøení (tzn. in-jektivní homomor�zmus) ' : G �! H , pak zøejmì zobrazení ' mù¾eme hápat jakobijektivní homomor�zmus G na '(G) . Tedy G a '(G) jsou izomorfní a mù¾eme jepodle na¹í pøedhozí úmluvy ztoto¾nit. Na základì tohoto ztoto¾nìní mù¾eme potomstrukturu G hápat jako podstrukturu struktury H . Konkrétnì, napøíklad pologrupa(N ; +) a grupa (Z�Z ;+) z pøíkladu 4. 1. 4 jsou evidentnì disjunktní, ov¹em existenevnoøení ' : N �! Z� Z popsaného v pøíkladu 4. 1. 4 nám umo¾òuje pova¾ovat polo-grupu (N ; +) za podpologrupu grupy (Z � Z ;+) , pøièem¾ ztoto¾níme prvek x 2 Ns jeho obrazem ' (x) = (x; 0) 2 Z� Z .Pro algebraiké struktury se dvìma operaemi je mo¾no zavést pojem homomor-�zmu podobným zpùsobem jako u algebraikýh struktur s jednou operaí. Jeho vlast-nosti budou, jak lze oèekávat, podobné vlastnostem homomor�zmù algebraikýh struk-tur s jednou operaí. Velmi struènì se o nìkterýh z nih nyní zmíníme.De�nie.Neh» (R ;+ ; � ) , (S ;+ ; � ) jsou okruhy a ' : R �! S je zobrazení takové, ¾e prolibovolné prvky a; b 2 R platí :' (a+ b) = ' (a) + ' (b) ^ ' (a � b) = ' (a) � ' (b) .Potom se ' nazývá homomor�zmus (okruhu R do okruhu S) .Je-li ' naví injektivní, pak se nazývá vnoøení , resp. je-li ' naví bijektivní, pak senazývá izomor�zmus.Pøíklad 4. 2.1. Neh» R je libovolný okruh. Pak identiké zobrazení idR : R �! R je izomor�zmusokruhu R na sebe.2. Vezmìme okruh elýh èísel (Z ;+ ; � ) a okruh (Zm ;+ ; � ) zbytkovýh tøíd podlemodulu m. Pak zobrazení ' : Z �! Zm de�nované pro ka¾dé a 2 Z vztahem' (a) = Cr , kde r je zbytek po dìlení èísla a èíslem mje homomor�zmus, který není ani vnoøením ani izomor�zmem.97



Doka¾me, ¾e tomu tak opravdu je. Pøedev¹ím je zøejmé, ¾e zobrazení ' není injektivníani bijektivní. Dále, z pøíkladu 4. 1. 3 plyne, ¾e' (a+ b) = ' (a) + ' (b) pro 8 a; b 2 Z .Zbývá nám tedy dokázat, ¾e platí :' (a � b) = ' (a) � ' (b) pro 8 a; b 2 Z .Oznaème : ' (a) = Ci ; ' (b) = Cj . Potom existují elá èísla z1; z2 tak, ¾e platía = z1m+ i , kde 0 � i < m ^ b = z2m+ j , kde 0 � j < m .Po vynásobení èísel a; b a následné úpravì dostáváme :a � b = (z1m+ i) � (z2m+ j) = (z1z2m+ z1j + iz2) �m + i � jodkud plyne, ¾e a �b � i �j (modm) , o¾ znamená, ¾e èísla a�b a i�j dávají po dìleníèíslem m stejný zbytek, který oznaèíme napøíklad k . Potom z de�nie zobrazení ' az de�nie násobení zbytkovýh tøíd plyne, ¾e' (a � b) = Ck = Ci � Cj = ' (a) � ' (b)o¾ je po¾adovaný vztah.De�nie.Neh» R; S jsou okruhy a ' : R �! S je homomor�zmus. Potom mno¾inaKer ' = fx 2 R j ' (x) = 0S gse nazývá jádro homomor�zmu ' .Základní vlastnosti okruhovýh homomor�zmù budou analogiké odpovídajíím zá-kladním vlastnostem homomor�zmù algebraikýh struktur s jednou operaí, jak vyplý-vá z následujííh vìt.Vìta 4. 5.Neh» R; S; T jsou okruhy, neh» ' : R �! S a  : S �! T jsou homomor�zmy tìhtookruhù. Potom platí :1. slo¾ení homomor�zmù  Æ ' je opìt homomor�zmus2. je-li ' izomor�zmus (okruhù), pak inverzní zobrazení '�1 je také izomor�zmus.Dùkaz.Dùkaz tvrzení se provede analogiky jako dùkaz obdobné vìty pro grupoidy, tzn. jakodùkaz vìty 4. 1. �Vìta 4. 6.Neh» R; S jsou okruhy a ' : R �! S je homomor�zmus. Pak platí :1. ' (0R) = 0S2. ' (�a) = �' (a) pro ka¾dé a 2 R3. zobrazení ' je injektivní , Ker ' = f 0R g .Dùkaz.Uvìdomíme-li si, ¾e (R ;+) a (S ;+) jsou grupy, pak je zøejmé, ¾e 1. a 2. platí (jednáse vlastnì o 1. a 2. èást vìty 4. 3 , pøeformulované do aditivní symboliky).98



Tvrzení 3. okam¾itì plyne z vìty 4.4., vzhledem k tomu, ¾e okruhový homomor�zmus jesouèasnì homomor�zmem pøíslu¹nýh aditivníh grup, tzn. grup (R ;+) a (S ;+) . �Jestli¾e existuje izomor�zmus ' okruhù R; S , pak (podobnì jako u algebraikýhstruktur s jednou operaí) se okruhy R a S z algebraikého hlediska neli¹í a mù¾eme jepodle potøeby ztoto¾òovat. V takovém pøípadì se tedy v¹ehny nám známé okruhovévlastnosti pøená¹ejí, tzn. napøíklad R je oborem integrity právì kdy¾ je S oborem in-tegrity nebo R je tìlesem právì kdy¾ je S tìlesem, atd.Podobnì, jsou { li R; S okruhy a ' : R �! S je vnoøení, pak mù¾eme podle potøebyztoto¾nit okruh R s jeho obrazem '(R) .
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